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Nomenclature

Introduisons les notations qui seront utilisées dans ce mémoire de DRT.
n : Dimension de I’espace. Nous avons n = 2 en 2D et n = 3 en 3D.
N : Nombre de problemes locaux.

(2: Ouvert borné de R" . Par soucis de simplicité, mais sans aucune restriction théorique, nous
supposerons tout au long de ce mémoire que (2 est un domaine polygonal.

{Q;}i=1. v : Famille de N sous-domaines de 2, formant un recouvrement de ce dernier.
0N : frontiere de €.

I' : Sous-ensemble de (2.

I';; : Frontiere de type Mortar, séparant deux sous-domaines €2; et 2;.

T,u,p,...: grandeurs scalaires.

T, u,p, ... : grandeurs vectorielles.

L(Q2) ou L9 : Espace des fonctions scalaires dont le module élevé a la puissance ¢ est intégrable
sur ) avec ¢ étant un entier compris entre 1 et I'infini. Nous ppuvons écrire :

L)) = {u tel que /uq < 00}
0

H™(2) ou H™ : Espace des fonctions scalaires de carré intégrable sur (2 et dont les dérivées,
au sens des distributions, jusqu’a ’ordre m sont de carré intégrable sur (2, avec m étant un entier
naturel compris entre 0 et Iinfini. Nous pouvons écrire :

H™Q) ={u € L*(Q); O,u € L*(Q); Va < |a| <m}.

H{"(2) ou H" : Sous-espace vectoriel de H™, dont les éléments admettent une trace nulle sur
la frontiere 02 de (2.
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L4, H™ H, ... : Espaces de fonctions vectorielles dont les composantes appartiennent respec-
tivementa LY, H™ , HJ", ...

7,,(Q) : Triangulation, que nous supposons conforme, du domaine 2.
(71)i i=1..7(Q2) : Hiérarchie de triangulation sur le domaine €.

K : Elément géométrique du maillage.

| K| : Surface (resp. volume) de la maille K.

N1(€;) : Ensemble des barycentres des arétes (resp. faces) des éléments de 7;,(€2;), intérieurs a
Q,.

N?(€;) : Ensemble des barycentres des arétes (resp. faces) des éléments de 7;,(€2;), situées sur
09, (N 092.

T}, Up, Dh, .. - Grandeurs scalaires discretes définies sur un domaine €2 a partir d"une triangu-
lation 7,(12).

Th, up, Pr, ... : grandeurs vectorielles discretes définies sur un domaine €2 a partir d"une trian-
gulation 7(£2).

T}, ui, pi, ... : Grandeurs scalaires discretes définies sur un sous-domaine ;.

T, u,,p;,... : Grandeurs vectorielles discretes définies sur un sous-domaine €.

(,.)r2(x) : Produit scalaire usuel de L*(X) ; X étant un sous-ensemble donné de (2. Par exemple,
si nous prenons X = I';; nous avons la relation

(U,'U)L2(Fij):/ u v
I

J

(-, )r2(x) : Version vectorielle de (., .) 2(x) ; sinous prenons X = I';; alors nous avons la relation

(U,U)L2(Fi]-) = / u-v
r

ij



Introduction

Aujourd’hui, la recherche industrielle a besoin de modéliser des phénomeénes de plus en plus
complexes. Cela aboutit a des simulations numériques extrémement cotiteuses en terme de temps
de calcul et d’espace mémoire. En effet, il n’est pas rare d’étre amené a réaliser des simulations
numériques présentant plusieurs dizaines, voire centaines de millions d'inconnues, pour des cal-
culs pouvant durer plusieurs semaines.

Pour ce faire, le recours au calcul massivement parallele est devenu une nécessité.

Bien que le calcul parallele permette de lever la barriére technologique imposée par les capaci-
tés des machines conventionnelles, il reste toujours pertinent de chercher a minimiser le cotit des
simulations numériques.

La mise en place de méthodes dites adaptatives permet d’optimiser le temps de calcul, tout en
assurant la qualité des solutions calculées. Le principe de ces méthodes consiste a modifier dyna-
miquement la discrétisation du probleme de facon a accentuer l'effort de précision sur les régions
déterminées par un indicateur d’erreur. Un exemple d’indicateur d’erreur peut étre le calcul de
I’écart entre la solution calculée et la solution exacte du probleme.

Ainsi, nous cherchons a réaliser une simulation présentant le nombre minimal de degrés de li-
berté qui permette de calculer une bonne solution approchée.

La méthode des éléments joints est une méthode numérique permettant de gérer les non-conformités
du maillage dis a la méthode AMR proposée dans [22].

On se propose de présenter en quelques mots et plus précisément le but de la méthode des élé-
ments joints, ou encore appelée méthode mortar.

Considérons un domaine d’étude €2 sur lequel le probleme est défini. Admettons que nous ayons
une famille de sous-domaines , notée (€2;);, formant une partition de 2 et ot il n’y a aucune
zone de recouvrement entre les différents sous-domaines. Supposons également que chaque sous-
domaine possede son propre maillage et que 'union des maillages forme un maillage non-conforme
du domaine 2.

La méthode des éléments joints, permet de faire dialoguer entre eux les différents sous-domaines
de 2. Cette méthode rend possible le raffinement (resp. déraffinement) de maillage qui peut en-
gendrer des non conformités.

De plus, dans I'optique de réduire au maximum le nombre de degrés de liberté, sous la contrainte
de garantir la qualité de la solution, une piste peut étre d’avoir un maillage constitué a la fois de
triangles et de quadrangles, ou de tétraedres et d’hexaedres. Un maillage présentant cette parti-
cularité aura des zones non-conformes (d’ot1 'utilisation de la méthode des éléments joints) et
présentant I’avantage d’étre plus adapté pour la simulation numérique d'un écoulement ayant
une direction privilégiée.
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Un travail de thése a permis de mettre la méthode des éléments joints, pour la discrétisation
VEF (utilisation de 1'élément fini de Crouzeix-Raviart), dans le module AMR de la plate-forme
TRIO_U; plate-forme développée au Service de Simulation Thermohydraulique de la Direction
de I’ Energie Nucléaire du CEA depuis 1993.

L’objectif est de reprendre le travail effectué par Eli Laucoin lors de sa these ([22]) et d’étendre les
possibilités du module AMR afin qu’il puisse résoudre des problemes possédant plusieurs équa-
tions couplées, offrir a 1"utilisateur d’autres discrétisations que le V EF,ou bien avoir un maillage,
comme nous l'avons évoqué précédemment, composé de simplexes et d’hexaedres.

La structure de ce mémoire se décompose en deux grandes parties. Une premiere partie qui est
portée sur les applications numériques et une seconde partie axée sur les aspects théoriques . Dé-
taillons le contenu de ces deux grandes parties.

Avant la premiére partie se trouve un chapitre qui présente les travaux de la thése d’Eli Lau-
coin. Dans ce chapitre est introduit le formalisme de la méthode des éléments joints mis en place
dans [22].

La premiere partie commence par un chapitre présentant les diverses modifications apportées a
'architecture du module AMR au cours de ce DRT.

Dans le deuxieéme chapitre commence par expliquer de maniere théorique comment sont traités
les problémes thermohydrauliques en utilisant la méthode des éléments joints, puis il présente
les résultats numériques obtenus.

Dans le troisieme chapitre nous présentons des problemes résolus en utilisant une autre discréti-
sation que le V EF (a savoir, le V DF) puis nous ferons un point sur les difficultés techniques liées
a cette discrétisation.

La deuxiéme partie quant a elle commence par deux chapitres portant sur 1’'étude des conditions
inf-sup afin de nous assurer que les problemes que nous résolvons via la méthode des éléments
joints.

Le sixieme chapitre est consacré a la mise en place d’un opérateur d’interpolation, utilisé pour
définir la solution sur des mailles plus grossiéres (resp. plus fines) lorsque le maillage est modi-
tié. Nous construisons cet opérateur avec la volonté, qu'une fois appliqué a un champ vectoriel,
il conserve la nullité de la divergence de ce dernier, ce qui permet d’économiser une étape de
projection souvent cotiteuse. Nous y étudierons également la mise en place d"un opérateur d’ex-
trapolation permettant de faire I'opération inverse.

Dans le septiéme chapitre nous verrons comment la méthode des éléments joints peut influer sur
la positivité d"un schéma numérique de convection.

Le huitiéme chapitre met en lumiere la nécessité de prendre en compte de maniere adéquate les
conditions limites appliquées sur les frontieres de type mortar (frontiéres séparant différents sous-
domaines), et propose une solution pour régler les problemes rencontrés.

Enfin le neuvieme chapitre exposera les raisons pour lesquelles nous n’avons pas pu introduire
la discrétisation Q- dans le module AMR.

En annexe sont présentées les différentes discrétisations utilisées par TRIO_U, ainsi qu'une partie
montrant que la discrétisation V' DF' peut étre interprétée comme étant la discrétisation associée
a I’élément fini de Raviart-Thomas.



Chapitre 1

Point de départ

Le travail qui a été fait au cours de ce DRT est dans la continuité de la thése d’Eli Laucoin,
portant sur la méthode des éléments joints, intitulée : Développement du parallélisme des méthodes
numériques adaptatives pour un code industriel de simulation en mécanique des fluides (se reporter a
[22]).

Cette these, ainsi que ce travail de DRT, s’appuient sur la plate-forme logicielle TRIO_U.
Dans un premier temps nous allons donner une breve description de TRIO_U, puis nous présen-
terons rapidement les travaux d’Eli Laucoin.

1.1 Présentation de TRIO U

On se propose de faire une breve présentation de la plate-forme logicielle TRIO_U, puis de
survoler les différentes méthodes numériques proposée par TRIO_U et enfin nous verrons com-
ment, a ’aide d"une de ces méthodes numériques, TRIO_U résoud un probleme de type Laplace
ou Stokes.

1.1.1 Rapide présentation

TRIO_U ([10], [11], [18]) est une plate-forme de simulation numérique en thermohydraulique

dont le principal champ d’applications est I'industrie nucléaire, et plus particulierement la simu-
lation d’écoulements complexes qui se développent dans le coeur des centrales nucléaires civiles.
TRIO_U présente donc un certain nombre d’outils physico-numériques permettant de prendre en
compte de fagon précise la physique de ces écoulements : modeles de turbulence, suivi d’inter-
face pour la simulation d’écoulements polyphasiques, ect. C’est pourquoi TRIO_U est soumis a
un impératif de fiabilité extrémement exigeant.
Pour garantir la qualité de la solution calculée, TRIO_U a recours a des discrétisations fines, fai-
sant intervenir plusieurs centaines de millions d’éléments. Pour pouvoir supporter de telles si-
tuations, cette plate-forme a été concue, des 1'origine, dans le but d’exploiter la puissance d"une
machine massivement parallele a mémoire disctribuée.

11
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1.1.2 Méthodes numériques utilisées

Nous allons citer ici les différentes méthodes numériques utilisées par TRIO_U. Notons que
I’annexe A offre plus de détails sur ces dernieres.
TRIO_U propose essentiellement deux méthode numériques :

— la méthode des Volumes-Différences Finies (VDF);
— la méthode des Volumes-Eléments Finis (VEF).

Toutes deux appartiennent a la famille des méthodes de volumes finis, mais elles se distinguent
par la notion d’approximation sous-jacente.

La méthode VDF repose sur le formalisme des différences finies, ot I’'on remplace les dérivées
partielles par des différences finies en utilisant des formules de Taylor, alors que la méthode VEF
repose sur le formalisme des éléments finis, a savoir une approximation variationnelle du pro-
bléme.

La différence la plus notable est que la méthode VDF suppose que le maillage soit une grille car-
tésienne, ce qui n’est pas le cas de la méthode VEF.

Les bases de la méthode VEF de TRIO_U sont présentées en détail dans les travaux de la thése
de PEmonot [16]. Tl s’agit en quelque sorte d’une réinterprétation de la discrétisation par élé-
ments finis, dans un cadre de volumes finis. L'idée est d’associer a chaque degré de liberté un
volume de controle, et de réinterpréter les intégrations par parties de la méthode des éléments finis
comme ’écriture de lois de conservation sur ces volumes de controle. Les intéréts de coupler une
approche volumes finis et une approche éléments finis sont multiples :

— l"approche volumes finis est particulierement bien adaptée aux lois de conservations utili-
sées en thermohydraulique (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
'énergie) ;

— I'approche élément finis fournit un cadre mathématique cohérent et parfaitement établi;
Nous présenterons chacune des discrétisations proposées par TRIO_U. Puis nous verrons qu’il
est possible de voir la méthode VDF comme une méthode éléments finis, ce qui permet d’utiliser
la méthode des éléments joints sur la discrétisation de type VDFE.

Plus de détails sur ces méthodes sont disponibles dans I’annexe A ainsi que dans [19] et [18].

Maintenant que nous avons fait le tour des méthodes numériques utilisées par TRIO_U, nous
allons voir comment sont résolus les probléemes de type Laplace et Stokes.

1.1.3 Résolution de problemes par TRIO_U

Les travaux de thése d’Eli Laucoin portent sur la mise en oeuvre de la méthode des éléments
joints, pour la résolution de problemes de type Laplace et Stokes. Il nous parait donc intéressant
d’étudier la maniére dont TRIO_U résoud ces types de problémes, sans 1'utilisation de la mé-
thode des éléments joints. En choisissant la méthode des Volumes-Eléments Finis (VEF) comme
méthode numérique, nous allons voir comment TRIO_U résoud un probleme de type Laplace,
puis nous étudierons la résolution d’un probleme de type Stokes.
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Probléme de type Laplace

Le probleme de Laplace, muni des conditions aux limites de Dirichlet homogeénes s’écrit sous
la forme suivante :

Probleme 1 Soit Q un ouvert borné de R™ et f une fonction de L*(2). On cherche une fonction T telle
que :
—AT = [ dansQ

T = 0 surdf
Une formulation variationnelle de ce probléme est donnée par :
Probléme 2 Trouver T € H} () telle que Vv € H} (), on ait :
a(T,v) =1(v)

aovec

a(T,v):/QVT~VU et l(v):/va

Ce probleme est bien posé au sens de J.Hadamard. En effet, 1'inégalité de Poincarré permet d’éta-
blir la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.) sur Hy (1), et le théoréeme de Lax-Milgram permet
alors de conclure a I’existence d"une unique solution dépendant contintiement de f.

Cherchons a résoudre ce probleme en utilisant la méme discrétisation que la méthode VEF, a
savoir I’élément fini de Crouzeix-Raviart : P}. Soit 7}, une triangulation conforme de 2. Notons
NI(T,) et N9(T;,) 'ensemble des barycentres des arétes (resp. faces) des éléments de 7), respecti-
vement intérieurs a () et sur le bord de ). Nous pouvons alors introduire 1’espace discret :

Xp= {TeI*Q); VK € Ty, T|x € P(K);
vx € N1(T;,), T continue en x; Vx € N(7,), T(x) = 0}

ainsi que la forme bilinéaire discrete :

ah:thXh — R

(Th,vh) — ah(Th,vh): Z / VTh'VUh
KeT, K

(1.1)

et la forme linéaire discrete :
I : Xpx X, — R
v, — (o) = Z / I o (12)
KeT, 7 K
Notre probléeme discret s’écrit alors :

Probleme 3 Trouver T}, € X, telle que Vv, € X}, on ait :
an(Th, vn) = ln(vn)

Bien que le probleme 3 soit une approximation non-conforme du probleme continu 2 , du fait
'espace X, ne soit pas inclu dans 1'espace Hj((2), il reste un probléme bien posé au sens de
J.Hadamard, dont la solution est une approximation de celle du probléme continu.
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Probléeme de type Stokes

Intéressons-nous a présent a un probléme de type Stokes. Le probleme de Stokes, muni des
conditions aux limites de Dirichlet homogenes, s’écrit sous la forme suivante :

Probleme 4 Soit Q2 un ouvert borné de R™ et £ une fonction de L*(2)". Nous cherchons un couple de
fonctions (u, p) a valeurs respectivement dans R" et R, tels que :

—Au+Vp = f dans)
V-u = 0 dans
u = 0 surof)

Une formulation variationnelle de ce probléeme est donnée par :
Probléme 5 Trouver (u,p) € H}(Q)" x L(Q) tel que V(v,q) € HY(Q)" x L(), on ait :

a(u,v)—b(v,p) = l(V)
b(an) = 0

oit L3(N2) désigne I'ensemble des fonctions de L*(Q2) a valeur moyenne nulle sur Q2 et ot I'on a posé :

a(u,v):/QVu:VV ; b(u,q):/ﬂqv-u ; l(v):/Qf-V

Le caractere bien posé du probleme 5 peut étre établi grace a deux résultats fondamentaux :
— la coercivité de la forme bilinéaire af(., .);
— la surjectivité de 'opérateur V- : Hj(Q)" — L3(Q) .
Ce second résultat a été établi par M.Bogovski ( [7] ) et permet d’établir I’existence d une constante
réelle 3 strictement positive telle que :
/ qV -u
Q

inf sup >
9€LF(Q) wen} (@) HU-HH(}(Q)" HCI||L3(Q)

Etudions maintenant 1'expression du probléeme approché que 1’on obtient en discrétisant le pro-
bleme 5 a I’aide de la méthode VEF de TRIO_U. Soit 7}, une triangulation conforme de (2. Intro-
duisons 'espace des vitesses discretes :

X, = {uel*(Q)"; VK € Tj,, u|g € PL;
vx € N(T,), u continue en x; Vx € N9(7,), u(x) =0}

Cet espace n’étant pas inclus dans H; ()", nous ne pouvons pas utiliser un produit scalaire induit.
Nous introduisons donc le produit scalaire et sa norme induite, définis sur X, par:

(uh,vh)xh = (Vuh, VVh) = Z / Vuh : VVh
K

KeTy,
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Nous définissons alors la forme bilinéaire discréte :

ap  Xpx X, — R

(llh,Vh) — ah(uh,vh): Z / Vuh:VVh:(uh,vh)
KeTy, K

(1.3)

Sur l'ensemble (X, N Hy(Q)") x (X, N Hy(Q)") , cette forme bilinéaire est consistente avec la
forme continue af.,.). Elle est également uniformément continue sur X, x X; (voir [20]). Défi-
nissons également la forme linéaire suivante :

lhIXh — R
Vi — ly(vy) = Z/f.vh (1.4)
KeTy, K

Pour définir I'espace des pressions discrétes, nous introduisons les espaces suivants :
Zy ={q € L*(Q); YK € Ty, q|x € P(K)}

Z = {a € C°(0); VK € Ty, q|xc € P(K)}
Nous posons alors :
X0 = 70
Xy =7Zp+ 2y
Nous remarquons alors que toute fonction ¢, appartenant a X, peut s’écrire de la maniere sui-

vante :
qn = q +q), avec q) € X)etq € X

La version standart de la méthode V E'F repose sur la forme bilinéaire suivante :
W:XyxX) — R
(un,gn) — bh(un, qa)= Y / AR (1.5)
K

KeTy,

Alors que la version étendue de la méthode V EF, quant a elle, repose sur la forme bilinéaire :
b, Xpx X} — R
(Wi qn) = Oh(wn,qn)= > / (gh+ @)V -un+ > / [w, - nglg,do (1.6)
K F

KeT, FET,

ou F, nyp et [.] désignent respectivement une face du maillage associée a 7, la normale uni-
taire a cette face et le saut d'une fonction a travers cette face (avec le signe approprié). Ces
formes bilinéaires sont consistantes avec la forme bilinéaire continue b(.,.), respectivement sur
(Xn N Hy()") x X} etsur (X, N Hy(2)") x X, . S. Heib a pu montrer qu’elles vérifient chacune
une condition de Babuska-Brezzi discrete (pour cela, voir [20]). Par conséquent les problemes dis-
crets 6 et 7 sont bien posés au sens de J].Hadamard, et leurs solutions constituent chacune une
approximation de la solution du probleme continu 5.
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Probleme 6 Trouver (w,,py) € Xy, x X)) tel que ¥ (v, qn) € Xy X X}, on ait :

ah(uhavh) —bg(Vmph) = l(Vh)
b?z(“hth) =0

Probleme 7 Trouver (wy,py) € Xy, x X} tel que (v, qn) € Xy X X}, on ait :

ah(uhavh) —b;IL(VmPh) = l(Vh)
bllz(uh>Qh) =0

Nous venons de présenter, brievement, la plate-forme TRIO_U. Intéressons-nous a présent aux
travaux réalisés par Eli Laucoin durant sa these.

1.2 Présentation des travaux d’ Eli Laucoin

Dans sa these, Eli Laucoin a abordé 3 grands aspects des méthodes adaptatives :

— aspect géométrique;

— aspect numérique;

— aspect parallele.
Dans ce chapitre nous allons rappeler les notions et résultats développés dans [22] dans le cadre
de l'utilisation d’une discrétisation de type VEF (Volumes - Eléments Finis). Pour plus d’infor-
mations sur la discrétisation V E'F, se reporter a ’annexe A

1.2.1 Aspect géométrique

Du point de vue géométrique, différentes méthodes d’adaptation de maillage sont présen-
tés dans [22]. A été retenu le choix de la h-méthode multi-niveaux, approche hybride entre une
h-méthode et une méthode multi-niveaux. Ainsi I’algorithme d’adaptation de maillage, permettant
aussi bien le raffinement que le déraffinement, se base sur la construction d’une hiérarchie de
triangulation (7,); La triangulation de départ (la plus grossiére) se trouve au niveau 0 de la hié-
rarchie, notée (7;),. Les éléments fils d"un élément situé au niveau i sont les éléments du niveau
i + 1 générés par son découpage.

Le choix de la h-méthode multi-niveaux a été établi sur la base des criteres suivants :

— qualité et non-dégénérescence des éléments des maillages générés;

— optimalité de la complexité algorithmique;

— simplicité de 'implémentation.

En utilisant cette méthode d’adaptation de maillage, des non conformités apparaissent. On rap-
pelle quun maillage est dit conforme si 'intersection de deux de ses mailles est soit vide, soit
égale a une aréte (2D) ou a une face 3D). La figure 1.1 illustre ce qu’est un maillage conforme et
un maillage non conforme. Les non-conformités du maillage sont traités au niveau de la méthode
numérique (paragraphe suivant).
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Maillage conforme Maillage non conforme

FIG. 1.1: Illustration d’un maillage conforme et d’'un maillage non conforme.

1.2.2 Aspect numérique

Le choix de la h-méthode multi-niveaux comme méthode d’adaptation de maillage entraine

I'apparition de non-conformités. La méthode numérique doit donc prendre en compte ces non-
conformités, et c’est pour cette raison qu’ E.Laucoin s’est tourné vers les méthodes des éléments
joints (encore appelée méthode de Mortar).
L’approche mise en place est similaire a celle proposée par C. Bernardi, Y. Maday et F. Hecht
([4] et [5]) . Elle consiste a adopter une méthode de décomposition de domaine fondée sur la
notion de niveau de raffinement. Le principe de cette technique revient a isoler dans un méme
sous-domaine les éléments du maillage qui résultent du méme nombre d’étapes de raffinement
des éléments d’un maillage initial conforme. Ainsi chacun des sous-domaines correspond a un
maillage conforme, et les non-conformités se trouvent cantonnées aux interfaces entre les sous-
domaines.

Apres une présentation du formalisme de L.Marcinkowski utilisé dans ses travaux sur 1’éla-

boration d’une méthode d’éléments joints pour I’élément de Crouzeix-Raviart, E.Laucoin met en
évidence que ce formalisme correspond a une approche primale d’une méthode des éléments
joints. Avec une telle approche, les contraintes de raccordement de 1'inconnue entre deux sous-
domaines apparaissent explicitement dans la définition de 1’espace dans lequel nous cherchons
I'inconnue.
Cependant ce n’est pas une approche primale qu’a utilisé E.Laucoin dans [22] , mais une ap-
proche duale qui, comme nous le verrons plus tard, donne lieu a des simplifications suivant le
type d’éléments finis que nous utilisons. Remarquons qu’avec une approche duale, les contraintes
de raccordements n’apparaitront plus dans la définition de 1’espace dans lequel nous cherchons
I'inconnue, mais sous forme faible via des multiplicateurs de Lagrange.

Avant de présenter le systeme linéaire mis en place dans [22], nous allons rappeler les différents
espaces nécessaires au cadre mathématique, ainsi que différents opérateurs. Remarque : Nous
présenterons seulement les espaces de fonctions vectorielles (en écrivant le nom de ces espaces en
gras), car il est trivial de passer d"une définition vectorielle a une définition scalaire de ces espaces.

Soit 2 un domaine polygonal convexe et (£;); une partition de (2 tel que, pour i # j, N9,
ZQ)etQZﬂQJ :FZJ

Soit 7(€2;) la triangulation définie sur le sous-domaine ;.

Introduisons, pour chaque sous-domaines (;, I’espace de discrétisation associé a 1’élément fini
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de Crouzeix-Raviart, noté W(€2;), dans le cas ot nous traitons un probleme portant des condi-
tions limites de type Dirichlet homogeéne :

W, () = {u) € L*()™; VK € T,(),u},|x € PY(K); 1.7)
Vx € NL(T, (%)), u}, continue en x; Vx € N9(T7,()), v (x) = 0} '

Rappelons que les notations N2 et N/ sont décrites dans la nomenclature. Pour plus de détails

sur I’élément fini de Crouzeix-Raviart, se reporter a I’annexe A.

A présent, définissons les normes et semi-normes brisées suivantes :

N|=
N|=

||u§ZHWh(Qi) = Z ||u§zH§{1(K) |u§1‘wh(9i) = Z ‘um%{l(K)
KeT, () KeT, (%)

Nous pouvons maintenant définir un espace discret global par :

W, = H W () = {u, = (u))i=1.v , 1), € Wi()}

i=1

muni de la norme et de la semi-norme suivantes :

3 N 3
|[anllw, = <ZHuh||Wh ) [unlw, = <Z|U2\%Vh(ni))

i=1
Définissons maintenant I’espace des pressions discretes. Introduisons pour chaque sous-domaines
(€2;) les espaces suivants :
20 = {ae L), VK € T(%), alx € P(K)}
Zy() = {q€C(), VK € Th(), qlx € PH(K)}
Xa(Q) = (Z() + Z,(%)

Posons alors :
N
XY = (H Z,?(QJ) ﬂL(Q)(Q) ={q) = (qg,i)izl..N, qg,i € Zy(%)}
il
X} = (H X}L(QZ)) ﬂLS(Q) ={an = (@hs)i=1.ns @i € X ()}
i=1

Remarquons que dans TRIO_U, la version standard de la méthode V EF' ainsi que la méthode
VDF utilisent comme espace de discrétisation de la pression, 1'espace X}. En revanche la ver-
sion étendue de la méthode V EF utilise comme espace de discrétisation de la pression, l'es-
pace X}. Considérons a présent les interfaces T';; entre les sous-domaines. Les triangulations des
sous-domaines induisent sur chacune de ces interfaces deux triangulations indépendantes, notées
7,/(I';;) et T)(I;;). Définissons :

n=min(i,j)  §=max(i,j)
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et choisissons comme discrétisation maitre (resp. esclave) de I';; celle induite par la triangulation
de €2, (resp. €)¢). Grace a ce choix, nous pouvons introduire les espaces de fonctions tests suivants :
M;,(T';;) qui est 'ensemble des fonctions vectorielles a carré sommable, dont chaque composante
est constante sur une face quelconque de la frontiére mortar I';;, appartenant au sous-domaine §2;.
M (T';;) qui est 'ensemble des fonctions vectorielles a carré sommable, dont chaque composante
est constante sur une face quelconque de la frontiere mortar I';;, appartenant au sous-domaine §2;.
M,,(I';;) qui est I'ensemble des fonctions vectorielles a carré sommable, dont chaque composante
est constante sur une face de la frontiere mortar I';;, définie comme étant une face maitre.

Nous pouvons donc écrire les égalités suivantes :

M;,(Ty;) = {ue (L*(Ty))", VK € T)(T;), u e (P'(K))"

M (Ty) = {ue (L*(Ty)", VK € T} (I';), u € (P°(K))"
M, (L) = My(Ty)

}
}

Notons v;; et vf] les opérateurs de trace sur I';; définis respectivement sur W, (Q;) et W, (€2;), tous

deux a valeurs dans L?(T';;)". ‘
Introduisons également les opérateurs de projection, notés 7;; et 7};, au sens de (L*(I';;))", sur

) ij7
M;,(T;;) et M (T';;) définis par :

T (LA — Mg(Ty) et wlc (LX) — Mi(Ty)
u — 7;(u) u — /()

vérifiant, pour k valantiou j :

V(u,v) € (L(Qrij))” x MJ(Ty;), (ij(u),v)L%Fij) = (u,V)L%Fij)

A chacune des interfaces I';, introduisons les espaces suivants :

L = [[Mi.(Ty) = {mh = (ui)izi, Vi il € M, (Ty)}

j#i
N
L, = [T ={m = (})1<i<n. Vi, pi, € L}
i]:\[1
M, = [] (H Mﬁ;(%)) = {ur = (ur, )icicjen, Vi <j, ur, € M(Ty;)}
=1 7>

Rappelons que la méthode des éléments joints permet de résoudre un probléme sur un do-

maine d’étude 2 constitué de plusieurs sous-domaines €2; avec 1 < i < N, (chaque sous-domaine
possedant sa propre triangulation), tout en garantissant la continuité faible de I'inconnue entre les
différents sous-domaines. Nous distinguerons le cas ot I'inconnue du probleme sera un champ
scalaire du cas ot elle sera un champ vectoriel.
Maintenant que nous avons défini les différents espaces et opérateurs dont nous aurons besoin,
toujours dans le but de résumer le travail présenté dans [22], nous allons construire le systeme
linéaire utilisé pour résoudre un probleme avec la méthode des éléments joints. Considérons le
probleme suivant :
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Probleme 8 Trouver (w') tel que Yw? on ait :

Dans le cas d'un probleme de diffusion thermique, nous noterons

=TcH;(Q) et w”=ve HyQ) (1.8)

Ou 7' est un champ scalaire solution (la température par exemple)
a(w', w?) = a(T,v) /VT Vo (1.9)
l(w / fv (1.10)

Ou f est une fonction appartenant a L?(Q).
Et dans le cas d"un probléme de type Stokes, nous avons

w' = (u,p) € HY(Q) x Li(Q) et w? = (v,q) € Hy(Q) x Li() (1.11)

et
a(wh, w?) = a((u,p), (v,q)) = /QVu Vv —pV-v+¢V-u (1.12)
l(w*) =1(v,q) = /Qf -V (1.13)

Ou f est une fonction appartenant a L*((2).

Intéressons-nous a la formulation d"un probleme discret, associé au probleme 8, et qui permet
d’assurer la continuité faible de la solution entre les différents sous-domaines de 2.

Dans un premier temps nous présenterons les versions discretes de a(., .) et [(., .) suivant que l'on
traite un probleme de diffusion ou Stokes, puis nous étudierons comment assurer la continuité,
faiblement, de la solution entre les sous-domaines.

Probleme de diffusion thermique.
Dans le cas d'un probleme de diffusion thermique, nous avons :
wy =T, €W, et w; =uv, €W, (1.14)
ap, Wiy xW, — R
(Th,vn) — a (Th,vh) = >y ai(T, )

(1.15)
_Z > / VT} - Vv,
i=1 KGTh
lhIWh — R
v = (on) = 20, 1 (vh)
(1.16)

S e

=1 KGTh
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La continuité faible de la solution entre les différents sous-domaines est assurée par les formes
bilinéaires by (., .) et ¢ (., .) que nous allons présenter.
Si nous étudions un probleme de diffusion alors :

bh : Lh X Wh — R
N
(tns o) — bn(pn, vn) Zbl 15, V1) z; (%: Mh , ij(vfj(vi)))mmj))
1= 77

et
ChiLhXMh — R

N N
(s vr)  — cn(pn, vr) ZC var Z (Z Mh> U(UF ))Lz(mj)>
=1

1=1 J#i

= Z [(Mh?ﬂ-i‘j(vrij>)L2(Fij)+('uh’ i;(vrji>)L2(Fji)}

1<i<j<N

A présent, étudions ce que nous avons dans le cas d"un probleme de Stokes.

Probleme de Stokes.
Dans le cas d'un probleme de Stokes, en utilisant la version V E'F’ standard, nous avons :

wy = (W, pn) € Wi x X3 et wj = (Va,qn) € Wy x X)) (1.17)

ap . (Wh,X}?) X (Wh,X}?) — R
((wn,on)s (Viyan)) — an((n, o), (Vi qn)) = Zf\; a%((uz,pﬁg% (V§L>Qi))

N (1.18)
= Z / Vuh Vvh pV Vh -+ qh ZV uh
i=1 \ Ke€Tp,(Q)
Si nous voulons utiliser la version étendue de la méthode V E " alors nous avons :
w,ll = (uh,ph) eW, x X% et w,% = (Vh,qh) e W, x X}& (1.19)
ay - (Wh,Xé) X (Wh,Xi) — R
(opn), Visan)) — an((Wypn), (Vs i) = o @ (0, p3), (Vi qh))
N
:Z / vu,, : Vv, —pV - vh+(th+th)v uy,
=1 KETh
N
+ /Huh nF]]qh zda
= FET]—L(Q )
(1.20)
Ih: W xX) — R
(Vh> Qh) — (Vi qn) = Zf\; li(ﬁ@ QZ)
(1.21)

:é Z/fvh

Ke Th
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En ce qui concerne les formes bilinéaires by(., .) et ¢(., .) nous avons :

bh LhX(WhXX%) — R

i=1 \ j#i

et

ChZLhXMh — R

N N
(“h?vf) - :u‘h?VF :ZC :u‘h>VF Z (Z :u‘h]7 z](VF ))L2(Fij))
i=1

1=1 J#i

- Z [<'uhj’ Z‘J(VFU>)L2(Fij)+<Mh7 ij(vFﬁ))LQ(Fﬂ)}

1<i<j<N

Ainsi, la formulation discrete du probléme 8 qui permet d’assurer la continuité faible de la solu-
tion entre différents sous-domaines s’écrit de la maniere suivante :

Probleme 9 Trouver wj, A\, wi tel que ¥ (w3, pup, wi) on ait :

an(wy, wip) + bn(Ap, wi) = Ip(wy)
b (pon, wiy) — en(pn, wi) =
—ch()\h,w%) = 0

Suivant le type de probleme traité (diffusion pure ou Stokes), les variables w} et w; vérifient les
relations 1.14 ou 1.17. Le multiplicateur de Lagrange A quant a lui appartient a 'espace L, (resp.
L;) dans le cas ot le probleme traité est un probleme de diffusion pure (resp. Stokes). Enfin, wp
appartient a I'espace M), (resp. M) dans le cas o1 le probleme traité est un probléeme de diffusion
(resp. Stokes).

Ennotant A, B et C'les matrices associées aux formes bilinéaires a(.,.), by (., .) etc(.,.), le systeme
linéaire associé au probleme 9 prend la forme suivante :

A BT 0 Wl F
B 0 —CT A l=10 (1.22)
0 —-C 0 Wr 0

Maintenant, nous allons voir comment simplifier le systéme linéaire 1.22. Mais avant cela,
commencons par expliciter la forme matricielle de notre probléme discret, en tenant compte
des propriétés de 1’élément fini de Crouzeix-Raviart, ainsi que de la forme particuliere des non-
conformités générées par 'algorithme d’adaptation de maillage.

)

N
(th,(Vhth)) — b (/J’ha Vh?Qh sz /J’hu Vh?Qh Z (Z /J’hj ) W;j(’ygj(V;wQ;L)))Lz(p.)
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Une expression plus détaillée du syteme linéaire 1.22 est donnée par :

[ AL Alf 0 Wi [T
Alr Atp B Wi F}
AN ANT 0 WH FN
AN AN BNT Wi | = | FY (1.23)
0 B} —Cr Al 0
0 BY —CNT AN 0
I —CL|...]=CF jewel L0 ]

Ot on anoté :

- W}“ la valeur de I'inconnue sur les degrés de libertés internes au sous-domaine 2, ;

— W} la valeur de I'inconnue sur les degrés de libertés du sous-domaine (), situés sur une

interface ;

— ¥ les multiplicateurs de Lagrange associés aux interfaces du sous-domaine .
Nous pouvons d’ores-et-déja simplifier cette expression en tenant compte de la définition de 1'é1é-
ment fini de Crouzeix-Raviart, ainsi que celle de la forme bilinéaire b (., .).
Nous constatons que les matrices By sont égales a l'identité car elles associent, a I'inconnue W},
sa valeur moyenne sur les faces des interfaces, ce qui est la définition du degré de liberté de 1'é1é-
ment fini de Crouzeix-Raviart sur ces faces.
Poursuivons notre simplification en éliminant les inconnues W}, ainsi que les multiplicateurs de
Lagrange A", via une élimination de Gauss. Aprés manipulation il vient :

Ap A Cr Y T Wy Fy
: Pl= (1.24)
Af ARG | W FiY
C%A}F e CIJYA% EFF WF FF
Avec:
N
Erp =Y CrARCH
k=1 (1.25)
Fr =Y CiRf
k=1

Pour continuer a simplifier notre probleme, nous tenons compte de la forme particuliere des
non-conformités générées par l'algorithme d’adaptation de maillage proposé dans [22]. Cette dé-
marche permet de construire explicitement les matrices de couplage Cf. Les non-conformités gé-
nérées par l'algorithme présentent toujours, d’un c6té une face dite "grossiere", et de 'autre, un
ensemble de faces dites "fines", formant un recouvrement de la face grossiere. Les adjectifs qua-
lificatifs "grossiere" et "fines" se rapportent a la surface de part et d’autre de la non-conformité.
Remarquons que les différentes faces fines d’'une non-conformité ne présentent pas nécessaire-
ment le méme niveau de raffinement. Une propriété fondamentale des non-conformités générées
par l'algorithme est la suivante :
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Propriété 1 Considérons une non-conformité faisant intervenir une face grossiere F et n faces fines (f;)i=1..n-
Notons rp et ry; les niveaux de raffinement des sous-domaines auxquels appartiennent respectivement F et cha-
cune des f;. Par définition, on a rp < ry;, pour tout i. Notons Sp et Sy; les surfaces respectives de la face
F et de chacune des faces f;. Enfin, posons a = 2 en dimension 2 et « = 3 en dimension 3. Avec ces
notations nous avons toujours :
Spi
Sk
De plus, comme les faces fines forment un recouvrement de la face grossiére, on a toujours I’égalité :

= F (< 1) (1.26)

N
D arrri=1 (1.27)
=1

Cette propriété permet d’expliciter les coefficients des matrices DX.

Par soucis de simplicité, nous choisissons de trier les sous-domaines par ordre décroissant de
niveau de raffinement. Ainsi, pour chaque interface, nous choisissons implicitement la discrétisa-
tion la plus fine comme étant la discrétisation maitre.

En notant (6;) et (¢;) les fonctions de base respectives des espaces L¥ et M;, nous avons :

(CF)ij = (0, ;) (1.28)
Notons F; et F}; les supports respectifs des fonctions 6; et ¢;. Il vient :

1 |  meas (FiNFy)

CRyj = ———— 1.29
(Cr)is meas F; /Fiij meas F; ( )
Ainsi nous pouvons distinguer trois cas de figures :
- F;N F; = (. Dans ce cas :
(Cr)ij =0 (1.30)

- F; N F; = F,. Nous nous trouvons dans ce cas lorsque la face du sous-domaine (2, est une
face fine du point de vue de la non-conformité. Nous avons alors :

(Cr)y =1 (1.31)

- F;NF; = F; & F;. Nous nous trouvons dans cette configuration lorsque la face du sous-
domaine (2, est une face grossiere du point de vue de la non-conformité. Il vient alors :

(CR)ij =™ (1.32)

Notons que la formulation variationnelle 9 peut étre percue comme la résolution couplée de N
problemes munis de conditions aux limites de type Dirichlet sur les interfaces séparant les sous-
domaines. Par conséquent les probléemes sont bien posés au sens de ].Hadamard.

Nous venons de rappeler 1'essentiel des résultats, concernant les aspects numériques, exposés
par Eli Laucoin dans sa these ([22]). Appliquer la méthode des éléments joints a un probléme de
diffusion pure ou de type Stokes revient a la construction du systeme linéaire 1.24.

Remarquons que seule la forme bilinéaire a(.,.) dépend de la nature du probleme (diffusion ou
Stokes).
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1.2.3 Aspect parallele

Du point de vue du parallélisme, E.Laucoin a commencé par présenter une démarche générale
pour la conception d’algorithmes paralleles. Cette démarche comporte quatre étapes majeures :
— le partitionnement, ot1 le probleme est découpé en taches élémentaires ;
— la structuration des communications, ot11’on spécifie les échanges d'information entre taches
élémentaires nécessaires a 1'exécution de l'algorithme ;
— l'agglomération, qui consiste a regrouper les taches élémentaires en macro-taches de fagon
a minimiser les communications;
— le placement, qui affecte chaque macro-tache a une unité de calcul de facon a équilibrer la
charge.
Puis, apres avoir mis en évidence les différentes formes de parallélisme présentes dans les algo-
rithmes d’adaptation de maillage et de résolution numérique, E.Laucoin présente les concepts sur
lesquels reposent :
— la parallélisation de la phase d’adaptation du maillage;
— la parallélisation de la phase de résolution numérique.

Pour la parallélisation de la phase d’adaptation du maillage, il a été choisi de distribuer de fagon
équilibrée les éléments du maillage initial a 1’aide d’un algorithme d’équilibrage statique, et de
ne pas introduire de redistribution des taches qui leur sont associées. Ainsi chaque processeur se
voit confier la gestion du raffinement des éléments qui lui ont été attribués a l'initialisation du
calcul

La parallélisation de la phase de résolution nécessite I'introduction de la notion de géométrie hié-
rarchique et de géométrie applatie. La premiére est une vision de la géométrie du maillage utilisé
par les algorithmes d’adaptation, alors que la seconde est la vision de la géométrie utilisée par
les algorithmes de résolution numérique. Ces deux visions sont représentées par la figure 1.2.
Le partitionnement du probléme se fait selon un parallélisme structurel en définissant une tache

~_/ niveau 2

niveau 1

niveau 0

FIG. 1.2: Géométrie hiérarchique (a gauche) et géométrie applatie (a droite) d"un maillage.

élémentaire pour chaque élément de la géométrie applatie. Sont regroupés sur chaque proces-
seur, les éléments qui lui ont été affectés selon leur niveau de raffinement. De cette fagon, chaque
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processeur se voit affecter plusieurs sous-domaines, mais le nombre total d’éléments affectés a
chaque processeur est alors bien équilibré, et ce, indépendamment de la forme du maillage.
Suivent ensuite des heuristiques de partitionnement de graphe ainsi qu’'un ensemble de dévelop-
pement a apporter a la plate-forme TRIO_U.

Conclusion de ce chapitre :
Nous venons de présenter les travaux réalisés par Eli Laucoin durant sa thése. Ces derniers portent sur la
mise en oeuvre de la méthode des éléments joints pour la résolution de problémes de type Laplace ou Stokes
en utilisant la méthode V EF de TRIO_U. Ils constituent le point de départ du DRT.
Lors de ce DRT , nous avons élargi les possibilités du module AMR. La prise en compte du terme de
convection, ainsi que la possibilité de coupler deux équation ont été ajoutées au module AMR. Il est donc
désormais possible de résoudre un probleme de type Navier-Stokes ou un probleme thermohydraulique.
Dans les chapitres suivants, nous montrerons les différentes modifications apportées au code du module
AMR, puis nous exhiberons les résultats obtenus apres la résolution de problemes thermohydraulique a
I'aide de la méthode VEF de TRIO_U. Les résultats issus de 'utilisation de la méthode V DE' seront
également présents, mais ils ne porteront que sur la résolution de problemes de type Darcy (nous verrons
pourquoi ultérieurement).
Dans une deuxiéme partie, plus théorique, nous étudierons les conditions sous lesquelles le probleme que
nous résolvons dans le cadre de I'utilisation de la méthode des éléments joints est bien posé. Nous verrons
également comment construire des opérateurs qui, étant donné un champ vectoriel a divergence nulle,
permettront d’interpoler et d’extrapoler ce champ tout en conservant la nullité de sa divergence. Nous nous
poserons également la question de savoir quel est I'impact du choix de la discrétisation maitre (resp. esclave),
dans le cadre de l'utilisation de la méthode des éléments joints, sur la positivité du schéma numérique
de convection amont et enfin nous énongerons les problémes rencontrés lors de I'ajout de l'utilisation de
I'élément fini Q) dans le module AMR.
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Chapitre 2

Architecture logicielle

Nous présentons dans ce chapitre seulement 1’évolution de I’architecture logicielle du module
AMR de TRIO_U. Pour avoir une vue d’ensemble de 1’architecture de TRIO_U et de son module
AMR, le lecteur pourra se reporter a [22].

2.1 Ajout de nouveaux sous-modules

Aux cinq sous-modules existants (FRAMEWORK, GEOMETRY, MORTAR, LAPLACE, STOKES), se
sont ajoutés au cours du DRT deux autres sous-modules :

— NAVIERSTOKES ;

— CONV_DIFF_TH.
Ces sous-modules ont été mis en place en vue de permettre I'implémentation d"une spécialisation
des classes de base du module Framework pour la résolution d"un probleme faisant intervenir de
la convection.
Le sous-module NAVIERSTOKES a pour vocation d’étre utilisé pour résoudre un probléme de type
Navier-Stokes, c’est-a-dire un probleme ayant comme inconnue :

— le champ de vitesse (champ vectoriel) ;

— la pression (champ scalaire).
Quant au sous-module CONV_DIFF_TH, il permet de résoudre un probleme de type Thermo-
Hydraulique, c’est-a-dire un probleme faisant intervenir deux équations et comportant trois in-
connues :

— le champ de vitesse (champ vectoriel) ;

— la pression (champ scalaire) ;

— la température (champ scalaire).
Dans ce type de probléme, peut étre convecté aussi bien le champ de vitesse que la température.
L’objectif principal de ces deux sous-modules est de fournir une interface utilisateur claire pour
la spécification du probléme a résoudre et de spécialiser le comportement de certaines parties des
algorithmes implémentés dans le module FRAMEWORK.

2.2 Modifications du sous-module FRAMEWORK

Le sous-module FRAMEWORK s’articule autour de cing hiérarchies de classes :
— les AMR_PROBLEMS ;
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— les AMR_TIMESTEPPERS ;

— les AMR_FIELDS ;

— les AMR_ERROR_ESTIMATORS ;

— les AMR_LOCAL_PROBLEMS.
La classe de base de la hiérarchie des AMR_PROBLEMS, a savoir AMR_PROBLEM_BASE, repré-
sente l’abstraction d’un probleme a résoudre en utilisant une approche adaptative.
La classe AMR_CONSTRAINED_PROBLEM_BASE qui en hérite correspond a la spécialisation de
la classe AMR_PROBLEM_BASE lorsque le probleme a résoudre correspond a une recherche de
point-selle, comme c’est le cas pour le probleme de Stokes ou Navier-Stokes.
Nous avons rajouté la classe AMR_MIXED_PROBLEM_BASE qui a été congue pour pouvoir ré-
soudre un probléme de type Thermo-Hydraulique. Cette classe dérive de AMR_CONSTRAINED_
PROBLEM_BASE afin d’éviter de dupliquer des méthodes déja existantes.
La figure 2.1 illustre la hiérarchie des AMR_PROBLEMS La classe AMR_PROBLEM_BASE pos-

AMR_Problem_base

N

AMR_Laplace Problem AMR_Constrained Problem base

N

AMR_Stokes Problem AMR_ Mixed Problem base

T

AMR_Conv_Diff_Th_Problem

FIG. 2.1: Hiérarchie des AMR_PROBLEMS. Les classes ajoutées lors de ce DRT apparaissent en
couleur.

seéde une référence vers un AMR_ERROR_ESTIMATORS. Le role des classes de la hiérarchie des
AMR_ERROR_ESTIMATORS consiste a évaluer 1'erreur numérique apres la résolution du pro-
bléme sur une géométrie donnée.

La classe AMR_ANALYTIC_ERROR_ESTIMATOR permet de calculer exactement I’erreur numé-
rique en norme L? a 'aide d'une formule de quadrature exacte pour des polyndmes allant jus-
qu’au degré 5. Le code développé par Eli Laucoin permettait d’utiliser cette formule de quadra-
ture uniquement sur des simplexes. En effet, les classes FIFTH_ ORDER_ 2D_QUADRATURE et
FIFTH_ORDER_ 3D_QUADRATURE permettent de calculer les coordonnées des points de quadra-
ture (points ol sera évaluée la fonction a intégrer) sur le simplexe, ainsi que les poids associés
a ces points. Nous avons donc rajouté la classe Q1NC_ VDF_ QUADRATURE qui contient une
méthode virtuelle permettant de calculer les coordonnées des points de Gauss aisni que les poids
associés a ces points, sur les mailles utilisées par les discrétisations de type Q) et VDFE.

La classe VDF_2D_QUADRATURE, que nous avons ajouté, hérite de la classe QINC_VDEF_
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Quadrature _base

T

Fifth_Order_2D_Quadrature Fifth_Order_3D_Quadrature QINC_VDF_Quadrature

T

VDF_2D_Quadrature

FIG. 2.2: Hiérarchie des quadratures. Les classes ajoutées lors de ce DRT apparaissent en couleur.

QUADRATURE et permet de calculer les coordonnées des points de Gauss sur un rectangle quel-
conque. Ainsi il est possible d’'intégrer de maniére exacte des polyndmes allant jusqu’au de-
gré 5 sur des mailles utilisées par la discrétisation VDF. Notons que 'ajout d"une classe VDF_
3D_QUADRATURE est ainsi facilité

Remarquons aussi qu'il est possible de rajouter les classes Q1INC_ 2D_ QUADRATURE et Q1INC_
3D_ QUADRATURE , qui hériteront également de la classe Q1NC_VDF_ QUADRATURE et of-
friront la possibilité de calculer les coordonnées des points de Gauss sur un quadrangle ou un
hexaédre quelconque. Ainsi, avec le méme nombre de points de Gauss que dans le cas VDE, il
est possible d’intégrer de maniere exacte des polynomes allant jusqu’au degré 4 sur des mailles
utilisées par la discrétisation Q. Notons que sur la maille de référence il est possible d’inté-
grer de maniére exacte des polyndome de degré 5, mais le jacobien de l'application permettant
de passer de la maille de référence a une maille quelconque n’est pas constant. Or, en notant G
cette application, f une fonction définie sur la maille de référence K. K et f sont définis par les

relations : K
K =§(K)

A

f=1rfog™

/Kf:/Kf\detG\ (2.1)

Nous constatons que si le jacobien de G est un polynéome de degré un (ce qui est le cas) lorsque
nous utiliserons des mailles autres que rectangles ou pavés, alors nous perdons un ordre d’inté-
gration.

d’apres la relation suivante 2.1

La classe AMR_NON_CONFORMITY_ERROR_ESTIMATOR fournit une estimation de 1'erreur sans
connaitre la solution analytique du probléme. Cette estimation permettra ensuite de raffiner, dé-
raffiner, ou laisser tel quel, certaines parties du maillage du domaine d’étude. Cette estimation de
I'erreur se fait en étudiant I'écart entre la discrétisation conforme et la discrétisaion non conforme
de I'inconnue. Par conséquent nous avons besoin de projeter le champ inconnue (exprimé aux
faces du maillage) sur les sommets du maillage.

Jusqu’a présent, cette projection n’existait que dans le cas d’une discrétisation type P}, il faut
donc I'étendre aux deux autres types de discrétisations : Q) et VDFE.
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Les deux classes AMR_ANALYTIC_ERROR_ESTIMATOR et AMR_NON_CONFORMITY_ERROR_
ESTIMATOR peuvent désormais stocker 1'erreur portant sur la température, mais également celle
portant sur le champ de vitesse. Ceci est important car dans le cas ot I'on souhaite résoudre, a
I'aide d'une algorithme itératif, un probleme Thermo-Hydraulique, alors il y aura deux erreurs
calculées (I'une concernant la température et I'autre concernant le champ de vitesse). Pour l'ins-
tant, pour savoir quelles opérations effectuer sur le maillage, nous prenons l'erreur maximale
entre les deux erreurs.

2.3 Modifications du sous-module MORTAR

Le sous-module MORTAR implémente la méthode des éléments joints. Il s’agit de résoudre des
systemes linéaires établis en 1.24
Commengons par étudier la nouvelle hiérarchie des MORTAR_PROBLEMS. La classe MORTAR_
PROBLEM représente un probleme a résoudre, composé d'une liste de problémes locaux donnés
par les LOCAL_PROBLEM_BASE auxquels il est associé.
Le MORTAR_CONSTRAINED_PROBLEM spécialise la classe MORTAR_ PROBLEM pour pouvoir
traiter convenablement le cas d’un probleme de recherche de point-selle. Pour cela il est asso-
cié aux LOCAL_ CONSTRAINED_ PROBLEM_BASE.
La classe MORTAR_MIXED_PROBLEM que nous avons rajouté dérive de MORTAR_ CONSTRAINED_
PROBLEM et permet de résoudre des problemes faisant intervenir deux équations, comme c’est le
cas pour les problemes Thermo-Hydrauliques. La figure 2.3 illustre la hiérarchie des MORTAR_
PROBLEMS

Mortar_Problem — Local_Problem_base

T

Mortar_Constrained_Problem — Local Constrained Problem base

T

Mortar_Mixed Probl em—*b Local_Mixed_Problem_base

FIG. 2.3: Hiérarchie des MORTAR_PROBLEMS. Les classes ajoutées lors de ce DRT apparaissent
en couleur.

Afin que la classe MORTAR_MIXED_PROBLEM puisse résoudre un probleme comportant deux
équations, une modification majeure a été apportée sur la classe MORTAR_ CONSTRAINED_ PRO-
BLEM, a savoir la création dun attribut de type MORTAR_ ALLOCATOR et d"un autre de type
MORTAR_ EXCHANGER. Ainsi, la classe MORTAR_ MIXED_ PROBLEM possede deux attributs de
type MORTAR_ ALLOCATOR et deux autres attributs de type MORTAR_ EXCHANGER (issus soit de
MORTAR_ PROBLEM , soit de MORTAR_ CONSTRAINED_ PROBLEM). Rappelons qu'un MORTAR_
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ALLOCATOR contient des informations sur les conditions aux limites posées. En sachant qu’il y a
une série de conditions limites par équation, il était impensable de résoudre un probleme com-
portant deux équations avec un seul MORTAR_ ALLOCATOR.

2.4 Modifications du sous-module GEOMETRY

Le sous-module GEOMETRY est dédié principalement aux classes permettant de faire du maillage
adaptatif.
Concentrons-nous sur la hiérarchie des AMR_REFERENCE_CELLS présentée par la figure 2.4.
Durant sa thése, Eli Laucoin avait axé ses travaux uniquement sur la méthode VEF de TRIO_U.

AMR_Reference Cell_base

il BN

AMR _Triangle AMR _Tetrahedron AMR_Rectangle

FIG. 2.4: Hiérarchie des AMR_REFERENCE_CELLS. La classe ajoutée lors de ce DRT apparait en
couleur.

Ainsi, les maillages dont il se servait étaient toujours formés de simplexes. Lors de ce DRT nous
avons étendus aux rectangles la liste des mailles de référence disponibles.

Les objets de cette hiérarchie fournissent les informations nécessaires a la numérotation locales
des sommets,arétes et faces des différents éléments du maillage. En ce qui concerne les éléments
rectangulaires, cette convention est présentée par la figure 2.5.

0 1

| sommet des arétes | sommet des faces |

1¢¢aréte |2 | 0 | 1°°face |2 | O
2¢€mearéte |0 | 1 |2 face |0 | 1
3mearéte |1 | 3 |3 face | 1| 3
4eme aréte | 3| 2 | 4" face | 3| 2

FIG. 2.5: Convention de numérotation pour les mailles rectangulaires.
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Ces objets possedent une méthode, nommeée refine(), permettant de raffiner un ensemble d’élé-
ments donné. Pour cela, elle admet comme arguments un tableau de sommets, un autre d’élé-
ments et un dernier d’incidence. Le tableau des sommets contient les coordonnées des sommets
a raffiner. Le tableau d’éléments contient I’énumération des indices des indices des sommets de
chaque élément et enfin le tableau d’incidence contient I'énumération des éléments incidents a
chaque élément. En sortie de la fonction refine() les trois tableaux ont été redimensionnés et
modifiés de la maniere suivante :
— le tableau des sommets s’est vu rajouter les sommets correspondants aux milieux des arétes
des mailles initiales, ainsi que les isobarycentres de chaque maille initiale ;
— le tableau d’éléments contient les éléments raffinés générés par la subdivision des éléments
initiaux ;
— le tableau d’incidence contient I'incidence des éléments raffinés.
Remarquons que la méthode de raffinement n’est peut étre pas la mieux adaptée pour raffiner un
quadrangle ou un hexaedre tout a fait quelconque. L'utilisation de cette méthode de raffinement
sur de telles mailles mérite, selon nous, réflexion afin de s’assurer de ne pas se retrouver avec des
mailles trop déformées.

Conclusion de ce chapitre :
De nombreuses modifications ont été apportées au module AMR en vue d’ajouter de nouveaux modules.
11 existe maintenant une architecture permettant de résoudre un probléme thermohydraulique, c’est-a-dire
un probléme faisant intervenir deux équations de maniére couplées, alors que jusqu’a présent, le module
AMR ne permettait pas de traiter un probléme ne possédant qu'une seule équation.
Un autre ajout majeure est la prise en compte de la discrétisation V DF. La résolution des problemes n’est
plus limitée a 'utilisation de la discrétisation V E'F mais nous pouvons utiliser la discrétisation V DF.
Pour cela il a fallu modifier le sous-module GEOMETRY pour que le module AMR puisse travailler sur des
mailles rectangulaires. Cette modification implique d’autres modifications, comme la formule de quadrature
utilisée pour le calcul de I'erreur.



Chapitre 3

Résolution de problemes
thermohydrauliques

Jusqu’ & maintenant, le module AMR développé par Eli Laucoin permettait de résoudre les
problemes de type :

— Laplace;

— Stokes.
Ces problemes ne font appel a la résolution que d’une seule équation comportant une ou deux
inconnues (champ de température, ou bien champs de vitesse et de pression).
Un probleme thermohydraulique quant a lui comporte deux équations : une équation thermique
et une équation hydraulique. Nous cherchons donc trois inconnues. Notons également que deux
autres différences majeures entre un probléme de Laplace ou de Stokes, et un probléeme de ther-
mohydraulique , sont :

— la présence dans les équations d’un terme de convection;

— le fait que les équations portant sur la thermique et I’hydraulique sont couplées.
En reprenant le formalisme, ainsi que les espaces, introduits dans le chapitre 1.2, nous allons
étudier comment appliquer la méthode des éléments joints a la résolution de problemes thermo-
hydrauliques.

Ce chapitre comporte deux grandes parties. Une premieére partie théorique et une seconde portée
sur les résultats numériques.

3.1 Partie théorique
Nous allons étudier comment est pris en compte 1’ajout du terme de convection dans les équa-

tions, puis nous verrons 'impacte que cela a sur le systéme linéaire a résoudre, et enfin nous
évoquerons les raisons qui nous ont poussées a expliciter le terme de convection.

3.1.1 Ajout du terme de convection dans les équations

Considérons le probléme suivant

Probleme 10 Soit 2 un ouvert borné de R™. Notons 3 le champ de vitesse transportant.
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Trouver w' tel que Yw?, on ait :

a(w',w?, B) = l(w?)

Dans tout ce qui suit on désignera par f une fonction de L*(2).
Dans le cas ot1 nous traitons une équation thermique (scalaire) nous avons :

w' =T € Hy(Q); et w?=wve HyN)
ainsi que

a(w',w?, B) =a(T,v,u)= [ VT -Vv+(B-VT)v
Q (3.1)
I(w / fu

Si nous traitons une équation hydraulique, alors nous avons :
w' = (u,p) € Hy(Q) x L§(Q); et w?= (v,q) € Hy(Q) x L§(Q)

a(wl,wQ,ﬁ):a((u,v),ﬁ):/Vu:Vv—pV-v+qV-u+(B-V)u~v
2 (3.2)
l(w2):l(v):/9f-v

Maintenant, définissons ay,(w},, w?, 3,) et I (w}) qui sont les pendants discrets de a(w', w?, 3) et
I(w?).

Mais avant rappelons notations suivantes : Soit (2;); un recouvrement de € tel que §2; () 2; =0 et
Qi m Qj = Fzy

Dans le cas ol nous traitons une équation thermique nous avons :

ap Wi x W, x W, — R
N

(Thvon, By) — (Th,vh,ﬁm—Zaz(T;;,vz,ﬂm
(3.3)

N

=> 1 > /VT’ Vol 4 (8 - VT

1=1 KGThQ)

et
thWh — R

R 3.4
(Uh) — lh Uh le Z Z /f Uh ( )

1=1 KGThQ)

Dans le cas ot1 nous traitons une équation hydraulique, nous avons :
ahZ(WhXX}?)XWhXWh — R

N
((uhaph)7vh>/6h) - ah((uh>ph)7vhaﬁh) :Zgz((uzﬁpﬁz)?vz’ﬁZ)
=1

N
:Z Z /Vuh Vv =iV - Vi + ¢,V - ug, + (B, - V), - v,

=1 KETh

(3.5)
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et
thWhXX}(L) — R
(vmar) = lvna) =) =3 | X [ £y
=1 K

i=1 \ Ke€Tp(Q)

En suivant la méthodologie développée dans le chapitre 1.2, le probléme mortar discret que 1’'on
va résoudre est le suivant :

Probléme 11 Trouver (w', A, wr) tel que ¥(vy,, pp,, vr) on ait

an(wy, wi, B) +bu(An,vn) = lh(w})
bn(pons wy,) — en(pn,wi) = 0
—cp(Ap,wp) =

Dans le cas o1 nous traitons une équation thermique, nous avons :

(wp, Ay wr) = (Th, A, Tr) € Wi, X Ly, x M,
(wﬁ,uh,wr) = (Up, pn, vr) € Wy x Ly x M,

Dans le cas ot nous traitons une équation hydraulique, nous avons :

(wzlw Awswr) = ((Up, pr), Ap,ur) € (W, x Xﬁ) x Lp x My,
(w3, pn, wr) = ((Vay qn), pops vr) € (W), X X}) X L, x My,

3.1.2 Assemblage du systéme linéaire

En notant A, B et C les matrices associées respectivement a ay(.,.,.) , bx(.,.) et cx(.,.) alors le
systeme linéaire associé au probleme 11 prend la forme :

A BT 0 e F
B 0 -CT A |l=10 (3.7)
0 -C 0 Wi 0

Dans le cas de l'utilisation des discrétisations V EF, @zlvc ou VDF, décrites dans I’annexe A alors
les simplifications présentées dans le chapitre 1.2 partie 1.2.2 sont toujours valables de part la
construction des fonctions de base des différents éléments finis. Il en est de méme en ce qui
concerne le calcul des coefficients des matrices de couplage.

3.1.3 Terme de convection explicité

Si nous implicitons les termes de convection et de diffusion, comme cela est suggéré plus
haut, alors la matrice n’est pas symétrique. En effet, bien que la matrice associée a I’'opérateur de
diffusion soit symétrique, ce n’est pas le cas pour celle associée a 'opérateur de convection. En
conséquence, l'utilisation d’un algorithme tel que le gradient conjugué est a banir. Il faut donc dé-
velopper un solveur qui utilise un algorithme tel que Gmres par exemple. Cependant il faut faire
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attention car l'algorithme devra tenir compte du fait que le systeme global a résoudre provient
d’un probleme posé sur un domaine pouvant contenir des sous-domaines ayant des discrétisa-
tions, ou des niveaux de raffinement, différents. Par conséquent il est construit en prenant en
compte les matrices de couplages, notées C}. et Ci.
Multiplier un vecteur par la matrice globale est réalisé de la maniere suivante :
— conversion du vecteur global en vecteurs locaux, en appliquant les transposées des matrices
de couplage;
— multiplication des vecteurs locaux par les matrices locales ;
— assemblage des résultats locaux pour générer le résultat global en appliquant les matrices
de couplage.
Illustrons ces propos dans le cas d"un probléme de Laplace, découpé en deux sous-problémes. En
posant Err = CtALCLT + CEA%.CE" alors nous avons la relation :

Al AlT 17 7 071 . o m U,
Ce e | o Al A0 0 7]
O AII AIFCF U2 - 0 0 Al Al 0 0 OlT U2 _'_
ChAle CAfe Fre 1 LURL Lo GHI T T2 0 Ll g
o o | [An A0 0] Ul
2
i 0 Clg‘ ] L A%F A%F a L 0 O CI%T n i UF |

Le développement d"un solveur faisant appelle a une méthode Gmres (ou une autre méthode),
doit tenir compte de la ralation 3.8.

En revanche, si nous explicitons le terme de convection, alors aucun développement supplémen-
taire n’est nécessaire. Ainsi, dans le cas instationnaire et en faisant abstraction des conditions
limites, I’équation principale du probleme 10, avec un schéma en temps de type Euler explicite,
s’écrit : — o

prai AT = f"+u"V - T" + T (3.9)
La matrice de masse locale étant symétrique , la matrice globale reste symétrique. Dans la suite

de ce mémoire, le terme de convection sera toujours explicité.

3.2 Résultats numériques

Dans cette partie, nous présentons le résultat de la résolution de problemes de type Navier-
Stokes ou des problémes thermohydrauliques.
En premier lieu nous résoudrons des problemes qui ne nécessitent pas 1'utilisation de la méthode
des éléments joints, puis nous modifierons la géométrie du probléme afin de faire intervenir cette
méthode. Notons que lorsqu’on utilise la méthode des éléments joints, nous résolvons un systeme
linéaire semblable a 3.7.

3.2.1 Sans avoir recours aux éléments joints

Nous allons présenter quelques résultats issus de résolution de problemes sur un domaine
ne comportant aucun sous-domaine raffiné. La méthode des éléments joints n’est pas donc pas
utilisée dans ce cas la.
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Nous voulons ainsi montrer la bonne résolution, avec le module AMR, d"une équation possédant
un terme de convection.

Les résultats qui suivent ont été obtenus a partir d’une discrétisation de type V EF et sont issus
de problémes en 2D.

Problémes de type Navier-Stokes

Résolvons un probleme comportant une équation de type Navier-Stokes. Afin de vérifier le
bon fonctionnement du terme de convection, nous négligerons le terme de diffusion.
Prenons comme domaine d’étude (2 le carré unité. Soit le probléme suivant :

Probleme 12 Cercher le couple (u, p) vérifiant :

a—u+Vp+(u-V)u = (z;y)" dansQ

ot
u = (r; —y)' surdQ
u = (zv; —y)' dans Qal'instant initial

La solution du probleme 3.10 est donnée par :
u=(u;;u) = (z; —y)' et p=0 (3.11)

La figure 3.1 montre le maillage utilisé. La figure 3.2 regroupe les deux composantes du champ de

FIG. 3.1: Maillage du domaine (2 pour la résolution de 3.10.

vitesse obtenues en utilisant I'opérateur de convection nommé E'F' qui est un opérateur centré, et
en utilisant la version standard de la méthode VEE. L’erreur commise est de ’ordre de 10717, ce
qui correspond a la précision machine. Notons que 1’opérateur de convection utilisant un schéma
de convection centré n’est pas stable, c’est pour cette raison que nous avons initialisé le champ de
vitesse a la solution analytique.

Si nous résolvons de nouveau le probleme 3.10, en utilisant toujours la version standard de la
méthode VEF , mais cette fois utilisons I'opérateur de convection nommé EF_Stab, alors nous
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w— 0.000

—-0.2500

-0.5000

-0.7500

-1.000
M 0.000
in: -1.000

FIG. 3.2: Résolution du probleme 3.10. Composantes u; (gauche) et u, (droite) composante du
champ de vitesse. Utilisation de I’opérateur de convection EF ainsi que de la version standard de

la méthode VEF.

n’obtiendrons pas une erreur de 1'ordre de 10!7 car cette opérateur commet des erreurs d’inté-
gration numérique . L'opérateur de convection EF_Stab utilise un schéma centré avec un limiteur
de pente pour le stabiliser. Dans ce qui suit, I'opérateur de convection utilisé sera I'opérateur

EF_Stab.

Gardons le méme domaine d’étude (2, mais maillons-le comme illustré par la figure 3.3.

Soit le probleme suivant :

FIG. 3.3: Maillage du domaine 2 pour la résolution de 13.

Probleme 13 Trouver le couple (u, p) vérifiant :

%1; Au+Vp+ (u-V)u
V-u
u
u

dans )
dans <)
sur oS
dans Q) a l'instant initial

(3.12)
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La solution du probleme 13 est donnée par
u=(u; u) =(*; 0" et p=2x (3.13)

Notons que la pression n’est définie qu’a une constante pres. La figure 3.4 montre la composante
uy du champ de vitesse, ainsi que la pression, apres la résolution du probleme 13.
Concernant la composante u; du champ de vitesse, le résultat est bien celui attendu, en revanche

— 07300

' 0.7428

—0.3721

0.5000 0.00157¢

0.2500 -0,3689

0.000 -0.7395
Maee 1,000 Maox: 0.7426
Min: 0.000 Min; -0.7 395

FIG. 3.4: Résolution du probléeme 13. Composantes u; du champ de vitesse (gauche) et pression
(droite). Utilisation de la version étendue de la méthode V EF.

nous remarquons que, bien que globalement satisfaisant, la pression a un comportement étrange
dans les coins supérieurs gauches et droits. Nous verrons par la suite que ce comportement
étrange s’accentue avec l'utilisation de la méthode des éléments joints.

Remarque 3.2.1 Le méme calcul effectué avec TRIO_U, en dehors du module AMR, présente le méme
comportement étrange aux mémes endroits.

Probléme de convection thermique

Etudions un probleme de convection thermique. Prenons comme domaine d’étude (noté 2) le
carré unité.
Nous nous propons de convecter un front de température. Considérons un champ de vitesse u de
Im.s™!, uniforme et constant au cours du temps. Posons : u = (1, 0)* Considérons le probleme
suivant :

Probléme 14 Chercher T vérifiant :

8—T+u-VT = 0 dans €2

ot
{1go4<x<a6 (3.14)

T = dans Qat =0

0 sinon

Les conditions limites sont conditions de périodicité suivant les deux directions spatiales. Autrement dit,
tous les bords du domaine (2 ont une condition de périodicité.
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Dans TRIO_U, il existe une notion de maillage dual qui permet d’exhiber les volumes de controles
utilisés. Un volume de controle est obtenu en reliant les sommets au centre de gravité de la maille.
Notons que lors de la visualisation des résultats, dans le cadre d"une discrétisation de type V EF,
I'inconnue calculée au milieu d"une face va donner sa valeur au volume de controle associé a cette
face.

La figure 3.5 illustre la condition initiale du probleme 14 avec une exhibition du maillage dual.

-— 1.000°

—0.7300

[ —osom

— 02500

.

M 1.000
Min: 0.000

FIG. 3.5: Illustration de la condition initiale et du maillage dual de €.

A présent, étudions 1’évolution de ce front au cours du temps. Dans un premier temps, a 1'ins-
tant initial, puis a l'instant ¢ = 0.1.

-_ 1.000” -_ 09933
— 07500 —0.7460
| —os000 0w
-i 02500 .: Hi24a7
-0 .630e-35
b - Wiax: 09955
M 1.000
30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 Wi 0.000 Mir: -9 6 30e-35

FIG. 3.6: Evolution du front de température. D’abord a l'instant initial (gauche) puis a l'instant
t = 0.1 s (droite).
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En regardant la figure 3.6 nous constatons que le front de température s’est déplacé de 0.1 m, ce
qui correspond bien au résultat attendu compte tenu du temps et de la vitesse de convection.
Cela montre que 1'opérateur de convection a été correctement pris en compte dans le code.

Probléme thermohydraulique

Intéressons-nous a présent a la résolution d’un probleme thermohydraulique, ¢’est-a-dire un
probléme couplant une équation thermique avec une équation hydraulique. Prenons comme do-
maine d’étude (2 le carré unité maillé comme l'illustre la figure 3.7.

SoitI' , I'p, I'p et 'y les bords situés respectivementenz =0,y = 0,2 = 1l ety = 1. Notons g le

FIG. 3.7: Maillage du domaine (2 pour la résolution de 3.10.

champ gravitationnel, fixé a —9.81m.s2. Soit n le vecteur unitaire normal extérieur au domaine
(2. Introduisons également le coefficient de dilatation thermique, noté (3, que 'on fixera a 1/ -1
Posons comme température de référence : Ty, = 1K

Considérons le probleme suivant :

Probleme 15 Chercher le triplet (T, u, p) vérifiant :

T
%—t—AT+u~VT = 0 dans ()
T = 0 surl'g

T = 2 surl'p

|
o

sur'g et sur 'y
T = 0 dansQat=0

\

%—ltl —Au+Vp+ (u)Vu = [g(T —1Tp)e, dans
V-ou = dans <)
u 0 sur oS

u 0 dans Qat =0

On se propose d’utiliser la version étendue de la méthode V EF pour résoudre ce probleme. La
tigure 3.8 montre le comportement de la norme du champ de vitesse , ainsi que le comportement
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de la température. Il est également possible de voir le sens de I’écoulement, symbolisé par des
fleches.
Le gradient de température imposé entre les bords I', et I'; joue le rdle de moteur car c’est ce

007744 2000

— 005808 — 1500

003872 1.000

001934 0.5000

0.000
Ma: 2,000
Min: 0.000

0.000
Maix: 007744
Min: 0.000

FIG. 3.8: Résolution du probléeme 15. Illustration de la norme de la vitesse (gauche) et de la
température (droite).

terme qui va entrainer le fluide. En effet, le fluide chaud va avoir tendance a se rapprocher du
bord I'y; alors que le fluide froid va au contraire se rapprocher du bord I'.

Les résultats obtenus sont conformes a nos attentes. Nous constatons qu’il y a bien une interaction
entre 1’équation thermique et I’équation hydraulique.

3.2.2 Utilisation des éléments joints

A présent, nous allons montrer qu'il est possible de résoudre des problémes faisant intervenir
de la convection, ou un couplage entre les équation, via les éléments joints.

Probleme de type Navier-Stokes

Soit 2 le carré unité. On se propose de résoudre le probléeme 13 sur le domaine {2 maillé comme
illustré par la figure 3.9. Comme précédemment nous utilisons la version étendue de la méthode
V EF'. En plus du maillage de (), la figure 3.9 montre la composante u; du champ de vitesse obte-
nue a convergence.
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@ 1.000

— 075300

0.5000

0.2500

Min; 0.000

FIG. 3.9: Maillage du domaine (2 (droite) et composante u; du champ de vitesse obtenue apres
résolution du probleme 13.

Nous constatons que nous sommes tres proches de la solution analytique. Intéressons-nous au
comportement de la pression a présent. La figure 3.10 montre sur une premiere figure (a gauche)
le comportement de la pression. Nous nous apercevons que la pression atteint ses valeurs maxi-
males sur quelques éléments, situés dans les coins supérieurs gauches et droits du domaine 2.
Ce phénomene a déja été remarqué, dans une moindre importance, dans le cas de résolution du
probléme 13 sans l"utilisation des mortars.

Afin de mieux voir le comportement de la pression, nous avons joué sur la palette de couleurs.

1754

—08745 '
-0.005385

-0.8852

-1.765
Max: 1,754
Min: -1.765

FIG. 3.10: Résolution du probleme 13. Comportement de la pression sans modifier la palette de
couleurs (gauche), puis en modifiant les bornes min et max de la palette de couleurs (droite).

Notons Min et Max les valeurs minimales et maximales prises par la palette de couleurs, nous
avons posé Min = —0.5 et Max = 0.5. Maintenant, étudions le comportement de la pression le
long de la ligne située en y = 0.8.
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0.4

0.0

Pression

-0.4

T T I T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 o0.80 0.%0

X

FIG. 3.11: Comportement de la pression le long de la ligne située en y = 0.8.

Grace a la figure 3.11 nous constatons que, abstraction faite des coins supérieurs gauches et
droits, la pression se comporte de la maniere que nous attendions sur €2 en étant linéaire.

Probléme de convection thermique

Partionnons le domaine €2 en trois sous-domaines composés de maillages raffinés a des ni-
veaux différents, comme illustré par la figure 3.12.
Nous imposons a l'intérieur du domaine 2 un champ de vitesse de 0.1 m.s™!, constant au cours
du temps. Nous avons donc

u= (0.1, 0)

Résolvons le probleme suivant :

Probléme 16 Chercher T vérifiant :
T
%—t+u-VT:f dans 2
T =x surof) (3.15)
T=0 dansQat=0

Avec f = 0.1, a l'état stationnaire, la solution du probleme 16 est 7'(z, y) = x.

Nous constatons que nous obtenons bien la solution 7'(z,y) = x a 1’état stationnaire.
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llllll
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—0.7500
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02500
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FIG. 3.12: Tllustration du maillage du domaine d’étude €2 avec différents niveaux de raffinement
(gauche) ; Résolution du probleme 16 en utilisant un schéma centré (droite).

Remarque 3.2.2 .

Le probléme 16 a été résolu en utilisant I’opérateur de convection EF_Stab. Si nous remplagons I'opérateur
EF_Stab par un opérateur de convection utilisant un schéma amont alors nous verrons que la température
prend des valeurs négatives au cours du temps avant de converger vers la solution analytique. Ceci est
anormal car en utilisant un schéma amont, la température devrait rester toujours positive ou nulle.

Nos propos sont illustrés par la figure 3.13.

Ce phénomene est dil au fait que, lors de I'utilisation de la méthode des éléments joints, la positivité du
schéma n’est pas forcément conservée. Pour plus de détails, se reporter au chapitre 8 qui est consacré a
I'étude de ce phénomene.

—0.7228

0.4457

01685

-0.1080
Mans: 1.000
Min: -0.1086

FIG. 3.13: Illustration du maillage du domaine d’étude €2 (gauche) ; En utilisant un schéma amont,
apres quelques itérations, la température prend des valeurs négatives (droite).

Probléme thermohydraulique

Soit (2 le carré unité. Résolvons le probleme 15 sur le domaine €2 maillé comme illustré par la
tigure 3.14.
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FIG. 3.14: Maillage du domaine €2 pour la résolution du probleme 15.

Le champ de vitesse et la température obtenue apres la résolution du probleme 15 sur le do-
maine (2 sont présentés par la figure 3.15.
Les résultats obtenus correspondent bien a nos attentes car nous retrouvons le méme compor-

2,000

. 007827

—0.03870

—1.500

003913 1.000

001957 0.5000

0.000
Max: 007827
Min: 0.000

0.000
Max: 2.000
Mir: 0.000

FIG. 3.15: Résolution du probleme 15. Illustration de la norme du champ de vitesse (gauche) ainsi
que de la température (droite).

tement du fluide et de la température que dans le cas ot le domaine était maillé de maniere
homogene (voir figure 3.8).

3.2.3 Raffinement automatique

A présent, nous allons illustrer 1'utilisation du raffinement automatique suivant le critere de
"non-conformité" mis en place dans [22]. Ce critere consiste a analyser le caractere lisse de la so-
lution obtenue. Puisque nous utilisons la méthode VEF (version étendue), la solution que nous
obtenons appartient a ’espace P},.. Nous allons donc comparer notre solution a sa projection sur
'espace P!, et raffiner localement aux endroits présentant des singularités.
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Reprenons le probléme 15 mais cette fois nous allons fixer 5 = 200 K~'. La figure 3.16 repré-
sente 1’évolution du maillage au cours du temps. La figure 3.17 illustre, a convergence, le compor-

p-i) :

FIG. 3.16: Evolution du maillage lors de la résolution du probléme 15.

tement du fluide et 'impacte qu’a ce dernier sur la température. Sur la figure 3.15 nous ne voyons

10,88 2000

—8.162 —1.500

5.441 1.000

2721 0.5000

0.000
Mo 2,000
Min: 0.000

0.000
Mo 10,88
Min: 0.000

FIG. 3.17: Résolution du probleme 15. [llustration de la norme du champ de vitesse (gauche) ainsi
que de la température (droite).

pas I'impacte du fluide sur la température car la figure montrait la résolution du probléeme 15
avec le coefficient 3 = 1 K ! alors que la figure 3.17 montre la résolution du probleme 15 avec le

coefficient 3 = 200 K 1.
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Maintenant, prenons comme domaine d’étude, le cube unité défini sur [0;1] x [0;1] x [0;1] et
dont la figure 3.18 montre le maillage apres ses évolutions.
Introduisons les bords suivants :

I'y situéenxz =0 I'y situéenxz =1
I'; situéeny =0 I'y situéeny=1
I'y situéenz=0 ['¢ situéenz=1

FIG. 3.18: Maillage initial du domaine d’étude 2 (gauche) et apres les diverses étapes de raffine-
ment (droite).

Intéressons-nous maintenant au probléme suivant, en posant cette fois-ci f =1 K *:

Probleme 17 Chercher le triplet (T, u, p) vérifiant :

)
T
a——AT+u~VT = 0 dans )

ot
T = 0 surl'yUly
T = 2 surT'yUly
or

— = 0 surl'suUTly
on
\ T = 0 dansQat=0
ou
Fn —Au+Vp+ (u-V)Vu = pg(T —1Ty)e, dansS
/ Veu = 0 dans )

u = 0 sur 0f)
u = 0 dans Qat =0
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Ce probléme a été résolu en paralléle sur 4 processeurs.

La figure 3.19 illustre le comprtement du champ de température, a convergence, a l'aide de coupes
réalisées parallelement a I’axe z. Nous constatons que, comme attendu, la température se propage

-’ 2.000

— 1500

m 1.000
i 05000
0,000
Max: 2.000
Min: 0,000

FIG. 3.19: Résolution du probleme 17. Comportement de la température suivant différentes
coupes le long de I'axe z.

des bords du domaine vers l'intérieur.

Ftudions a présent le comportement du fluide. La figure 3.20 montre le champ de vitesse via des
coupes suivant chaque axe directionnel.

Lorsqu’il s’approche d'une face dont la température est 7' = 0 le champ de vitesse se dirige dans

-’ 01029

— 007719

H» 005146
‘ 002573

0000
Mo 01029
Min: 0.000

FIG. 3.20: Résolution du probléeme 17. Comportement du champ de vitesse via des coupes suivant
chaque axe directionnel.

la direction de la face située en z = 0 alors qu’au contraire lorsqu’il s’approche d’une face dont la
température est plus élevée alors il se dirige dans la direction de la face située en z = 1.
Cela est conforme a nos attentes.

La figure 3.21 quant a elle offre une vue d’ensemble du comportement du champ de vitesse a
lI'intérieur du domaine d’étude.
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-— 0.1029

— 00779

| oos14

— 002573

.

Me: 0.1028
Min: 0.000

FIG. 3.21: Résolution du probleme 17. Comportement du champ de vitesse.

Conclusion de ce chapitre :
Jusqu’'a présent, le module AMR ne permettait pas la résolution d’équations comportant un terme de
convection, ni de problemes couplés. Comme nous venons de le montrer, il est maintenant possible de

résoudre un probleme thermohydraulique. Ceci signifie que le module AMR peut résoudre un probleme
possédant deux équations couplées entre elles et ayant un des termes de convectifs.



Chapitre 4

Intégration de la discrétisation VD F

Jusqu’a présent, seule la discrétisation V E'F' de TRIO_U était proposée pour résoudre les pro-
bléeme dans le module AMR. Nous avons donc fait en sorte, au cours de ce DRT, de pouvoir
utiliser une autre méthode numérique disponible dans TRIO_U : la discrétisation V DF' (Volumes-
Différences Finis). Plus de détails concernant cette discrétisation sont disponibles dans 1’annexe
A.

Remarque : Comme indiqué dans I’annexe A, 'utilisation de la discrétisation type V D F peut étre
vu comme l"utilisation de 1’élément fini de Raviart-Thomas.

Dans une premiere partie nous nous intéresserons a la bonne prise en compte de la discrétisation
V DF dans le module AMR, puis nous résoudrons un probleme faisant intervenir 1"utilisation de
la méthode des éléments joints ( ou mortar ). Enfin nous évoquerons les problemes rencontrés,
spécifiques a la discrétisation V D F', et nous donnerons des pistes pour les résoudre.

4.1 Discrétisation V DF' sans mortar

Dans cette partie, nous allons nous concentrer sur la bonne prise en compte de la discrétisation
de type V DF par le module AMR, sans nous soucier de "aspect mortar. Nous allons donc prendre
un domaine d’étude maillé de maniére homogene.

On se propose de montrer que nous pouvons résoudre un probleme de type Stokes a 1’aide d"une
discrétisation V DF'. Considérons le probleme suivant :

Probleme 18 Soit €2 le carré unité et OS2 sa frontiere.
Trouver le couple (u, p) vérifiant :

2—? —Au+Vp = f dans <)
V-u = 0 dans
u = ur surof
u = u,; dmsQat=0
Ot nous avons fixé :
f=(0,00" ; ur=(z,—y)" et wyu =(0,0) 4.1)

53
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En considérant 4.1, la solution du probleme 18 est donnée par :

u:(iJ et p=0 (4.2)

Maillons le domaine avec 30 mailles dans chaque direction et langons la résolution du probleme
avec un pas de temps dt = 1072 secondes. La figure 4.1 illustre le résultat obtenu a convergence
(au bout d’une itération) pour la composante u; (gauche) et u, (droite). La solution 4.2 étant li-

1,000

—0.7500

05000 0.2p
02500
0000 0.

EamEREEN
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Mae: 1,000 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 |
X-Axis Min: 0.000 X-Axis Mir; -1.000

FIG. 4.1: Composante u; (gauche) et us (gauche) du champ de vitesse.

néaire en chaque composante, on la capte exactement. L'erreur commise, en norme L?, est de
I'ordre de 1074,

A présent, fixons :
f= (_2? O)t yoour = (y27 O)t o Wipg = (O) O)t (43)
En considérant 4.3, la solution du probleme 18 est donnée par :

uz(f) et p=0 (4.4)

La figure 4.2 illustre le résultat obtenu a convergence (au bout de 40 itérations) pour la composante
u;. La solution 4.4 n’étant pas linéaire en u;, on ne la capte pas exactement. L'erreur commise, en
norme L2, est de I’ordre de 1072.

A présent, faisons varier la taille du maillage et étudions le comportement de I’erreur en norme
L2
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026469

—0.7252

0.4535

- —0.2418

9.937e-03
Max: 096069
Mir: 9.9.37e-03

FIG. 4.2: Composante u; du champ de vitesse.

Erreur en norme L2

'erreur_norme_L2' ——
3

ol

Taille des mailles

FIG. 4.3: Comportement de I’erreur en norme L2,

55

La figure 4.3 représente le comportement de I’erreur en fonction de la taille des mailles de €2,

en échelle logarithmique. La pente obtenue est de 0.978
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4.2 Discrétisation V D F' avec mortar

Maintenant que nous avons pu constater que le module AMR prenait correctement en compte
la discrétisation V' DF, nous allons résoudre un probléeme de type Darcy nécessitant 1'utilisation
de la méthode des éléments joints. Il est intéressant de s’intéresser a un probleme de type Darcy,
comportant un terme source non nul, car un tel probleme peut étre interprété comme un probleme
de type Stokes sans terme source.

Intéressons-nous au probleme suivant :

Probleme 19 Soit Q) le carré unité et 052 sa frontiere. Notons I' la frontiére interne séparant les sous-
domaines recouvrant ). I' est une frontiere de type mortar.
Trouver le couple (u, p) vérifiant :

88_1; +Vp = (0; 1) dans Q
Veu = 0 dans Q
u = (z; —y) suroQ

u (0;0)° dans Qat =0

La solution du probleme 19 est donnée par :

u:(zl>:(_xy> et p=y+C 4.5)

Ot C est une constante réelle.
La figure 4.4 illustre le domaine (2 ainsi que deux sous-domaines maillés chacun de maniere dif-
férente. Les deux composantes du champ de vitesse sont illustrées par la figure 4.5.Remarquons

FIG. 4.4: Maillage utilisé pour la résolution du probleme 19.

que nous retrouvons bien la solution analytique 4.5. Le comportement de la pression est illustré
sur la figure 4.6.
Etudions le comportement de la pression de plus pres. La figure 4.7 représente les différentes
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w— 1.000

—0.7500

05000
02500
0,000

Mo 1.000

Min 0000

FIG. 4.5: Composantes u; (a gauche) et u, (a droite) du champ de vitesse obtenues lors de la
résolution du probleme 19, a convergence.

' 0.6531

— 0,403

0.1531

-0.09588

-0,3469
Mo 06531
Mir: -0,3469

FIG. 4.6: Pression obtenue lors de la résolution du probleme 19, a convergence.

valeurs prises par la pression le long d"un axe, qui coupe le domaine €2 dans sa longueur. Cet axe
coupe donc la frontiére interne I'.

Nous constatons que la pression évolue linéairement, et que la différence de pression suivant
I'axe Y, vaut bien 1. Notons que le léger décrochage qui apparait au milieu de la courbe est di au
changement de maillage.

Nous ne résolvons pas de probleme de type Stokes qui nécessitent 1"utilisation de la méthode
des éléments joints car nous nous sommes heurtés a des difficultés que nous présentons dans la
section suivante.
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Pression 0.2 - /

0.10 0.20 0.30 0.40 YD.SD 0.60 0.70 0.80 0.90

FIG. 4.7: Comportement de la pression le long d"un axe vertical.

4.3 Difficultés liées a la discrétisation VD F

A présent, nous allons évoquer les problémes qui nous empéchent, a I’heure actuelle, de ré-
soudre un probléme de type Stokes. Il s’agit de problemes techniques, liés a TRIO_U, et plus
particulierement aux opérateurs différentiels.

Nous aurons besoin de définir la structure du code TRIO_U. Pour cela nous nous appuierons sur
la documentation [18].
Dans TRIO_U, les opérateurs différentiels de la méthode V D F effectuent deux taches principales :

— parcourt des faces du domaine discrétisé (2;
— calcul de flux.

Ces deux taches étant indépendantes, a chacune d’entre elles correspond un objet C++ spécifique.
L'itérateur prendra en charge les boucles sur les faces du domaine, alors que les calculs de flux
sont gérés par 1’évaluateur.

Dans TRIO_U, un opérateur différentiel peut étre vu comme l'agrégation d"un itérateur et d’un
évaluateur. Etudions comment ces deux objets interagissent entre eux.

L’itérateur parcourt toutes les faces du domaine discrétisé (faces internes et faces de bord) puis,
pour chacune d’entre elles, fait appel a I'évaluateur pour calculer les flux selon la méthode propre
auVDF.

Lors du traitement des faces internes, nous n’avons rien a modifier. Mais étudions de plus pres le
traitement des faces de bord. Pour calculer le flux, I’évaluateur a besoin de connaitre la nature des
faces qu’il traite, mais également la nature des arétes (sommets en 2D, arétes en 3D) séparant les
différentes faces de bord. Puis, en fonction de la nature de cette aréte et de I'opérateur différentiel
appelé, I'évaluateur appelle alors la bonne fonction de calcul de flux.
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Nous devons alors repérer les faces de bord ainsi que les conditions limites qui leurs sont at-
tachées (condition limite de type Dirichlet , Neumann ...), mais également repérer les arétes sé-
parant les différentes faces de bord et leur attribuer une nature. Ainsi une aréte pourra étre vue
comme séparant deux faces portant des conditions limites de type Dirichlet, ou une face portant
une condition limite de type Neumann et I’autre une condition limite de type Dirichlet ...

Si l'on souhaite se servir des itérateurs et évaluateurs proposés par TRIO_U pour intégrer com-
pletement la discrétisation VV D F' dans le module AMR il nous faut :
— définir de nouvelles natures d’aréte spécifiques a la méthode des éléments joints, correspon-
dant a toutes les interactions de conditions limites possibles.
— il faudra également stocker chacune de ces nouveaux types d’aréte dans une structure de
donnée adaptée.
Ces deux contraintes font que le codage a effectuer ne se limite pas au module AMR, mais né-
cessite une modification importante des sources du code de TRIO_U. Par conséquent, les modifi-
cations apportées devront subir une série de tests de validation afin de mesurer la robustesse du
code modifié.
Une fois ce travail effectué, il reste encore le probleme du calcul des flux. En effet, des lors qu'une
face (ou une aréte) de type mortar est détectée, il faut définir la maniere de calculer les flux pour
chacune des possibilités rencontrées et pour chacun des opérateurs différentiels codés.
Notons cependant qu’il est possible de coder un opérateur pour la méthode VD F, sans passer
par les itérateurs. Il est également possible de recoder les opérateurs V DF' dans un formalisme
type Elément Finis, mais dans le cas de I'opérateur de diffusion, le probleme reste entier.

Conclusion de ce chapitre :

A présent le module AMR offre la possibilité, en 2D, de résoudre un probleme de type Darcy, nécessitant
"utilisation de la méthode des éléments joints, avec la discrétisation V DF'. Le terme source est correctement
capté par le gradient de pression, par conséquent nous pouvons espérer qu’apres avoir réglé les problemes
techniques liés aux opérateurs différentiels, nous pourrons résoudre un probléme de type Navier-Stokes.
Notons également que maintenant le module AMR prend en compte un maillage constitué de mailles car-
rées ou rectangulaires, il n’est plus limité a 'utilisation de simplexes. De plus, le raffinement de ces nou-
velles mailles est lui aussi opérationnel.
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Chapitre 5

Unicité et existence des solutions (VEF)

Dans ce chapitre, nous nous proposons de montrer que les problemes que nous résolvons ,
dans le cadre de la méthode des éléments joints, sont bien posés. Nous nous appuierons notam-
ment sur les conditions de type inf-sup.

Nous nous plagons dans le cas o1 I'inconnue est un champ scalaire : la température. Le cas ol
I'inconnue est un champ vectoriel se traite de fagcon similaire.
Remarque : Nous nous limiterons a l'utilisation d’une discrétisation de type VEF ou Q}

5.1 Systeme linéaire global

Dans cette section, nous rappelons le systeme linéaire que nous étudierons tout au long de ce
chapitre.
Soit {2 un domaine polygonal convexe. On suppose (2 recouvert par des ouverts ); convexes tels
que ;N Q; = 0etQ;NQ; = Iy Rappelons que chacun des sous-domaines (; est supposé
posséder sa triangulation propre, 7,/, et par conséquent les frontieres I';; possedent naturellement
deux triangulations possibles 7;/(T;;) et 7,/ (T;;).
Nous cherchons a trouver les fonctions (7}, Ap, 1t) dans W), x L, x M, vérifiant :

an(Th, vn) + brn(An,vn) = ln(vn) Yo, € Wy
bh(uh, Th) — ch(,uh, Tp) = 0 V,uh — Lh (51)
Ch(Ah,UF) =0 VUF € Mh

Ou les différentes formes linéaires et bilinéaires sont détaillées dans la section 1.2.2. Il en est de
méme pour les différents espaces utilisés.

5.2 Conditions d’existence et d"unicité global

Maintenant , nous nous intéresserons aux différentes conditions inf-sup que doivent vérifier
les formes bilinéaires pour assurer 1"unicité de la solution. En particulier, sil’on définit les noyaux
des formes bilinéaires ¢ (., .) et by (., .) par:

Dh = {uh € Lh, V’UF € Mh, ch(uh,vp) = 0} (52)

Vi = {vn € Wi, Y, € Dy, by (pin, vp) = 0} (5.3)

63
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Alors 1"unicité de la solution est assurée si et seulement si les conditions, dites inf-sup, suivantes

sont réalisées :
ap(Th, v)

Jda > 0, VT, € V},, sup > al|Th||w, (5.4)
v €V thHWh
by (A
35 > 0.\, € Dy, sup 2w tn) Il (5.5)
v EW}, ||UhHWh
Ch(,UhaTF)
36 > 0, Vit € Mh, sup ——— > 5HTF||Mh (56)
HhELR H:UhHLh
Yy, € Vh, (VT}L S Vh, ah(Th,vh) = 0) =uv,=0 (57)

Ces conditions sont nécessaires car sil’on réécrit le systeme 5.1 en le projetant sur les sous-espaces
Vy, et Dy, nous obtenons un nouveau systeme linéaire découplé :

bn(pn, Tn) = 0 Vin € Dy
ap(Th,vp) = ln(vp) Yoy, € V3,

q bn(An,von) = l(vn) — an(Th,vn) Vo, € W, (5.8)
cn(pen, Tr) = bp(pn, Th) Yy € Ly,

\ cn(Ap,or) = 0 Yor € M,

Résoudre le systéme d’équations 5.8 revient alors, de maniere équivalente, a résoudre les trois
problémes suivants :

Probleme 20 Trouver T}, € V}, tel que Vvy, € V}, on ait :

ah(Th, Uh) = lh(Uh)

Probleme 21 Trouver A\, € Dy, tel que Vv, € W), on ait :

bh()\h>vh) = lh(vh) - &h(Th, Uh)

et enfin

Probleme 22 Trouver Tt € M), tel que ¥y, € Ly, on ait :

cn(pin, Tr) = bp(pin, Th)

Les conditions 5.4 et 5.7 montrent alors 'existence et 1'unicité de 7}, solution du probleme 20. Les
conditions 5.5 et 5.6 montrent ensuite ’existence et 1'unicité respectivement de \;, et T, solution
respectivement des problemes 21 et 22 .

On se propose a présent de déterminer une base des espaces D), et V. Il est important de ne
pas oublier que, pour une frontiere de type mortar I';; donnée, il existe deux possibilités pour
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choisir la discrétisation maitre (resp. esclave).
Nous distinguerons donc le cas ot1 la discrétisation maitre (resp. esclave) celle associée au maillage
le plus fin (resp. gros) et vice-versa.

Dans tout ce qui suit, nous allons désigner par F' une face grossiere quelconque appartenant a
une frontiere mortar I';;, et nous désignons également par (f;) I’ensemble des faces fines recou-
vrant F' (I'entier k indexe les différentes faces fines).

Soit p,(x) une fonction appartenant a I’espace Ly, alors nous pouvons écrire

pn(x) = ( () (%), 17 (x))i )

Ol nous avons

pix) = > wlplp avec g, €P(F)
FeT)(Tyj) , i<j
1) (x) = Z ,uff;f]lf avec uff’f c P(f)

FET(Tij) , i<y

5.3 Premiere caractérisation de D) et V),

On supposera, dans toute cette section, que la discrétisation maitre est la discrétisation la plus
fine. De plus, on supposera également que les sous-domaines §2; sont ordonnés selon la triangu-
lation de la plus fine vers la plus grossiere.

5.3.1 Détermination de D),
Commengons par déterminer 'ensemble D,,. Etudions la propriété suivante :
Propriété 2 Soient les espaces Dy, et Dy, définis par :
Dy, = {pn € Ly, Yur € My, cp(pn,vr) = 0}
Dy ={pn € Ln, py? = —mi; (13") V4, Vi < j}
Alors nous avons I'égalité : D, = D,

Preuve de la propriété 2 :

Afin de montrer la propriété 2, nous allons dans un premier temps déterminer la dimension de
I'espace D, puis nous montrerons que D), est inclus dans Dj, et enfin nous concluerons grace au
fait que I'espace D;, a la méme dimension que Dj,.

Etude de la dimension de D).

Dans ce paragraphe, on se propose de déterminer la dimension de I'espace D),. Si on suppose vé-
rifiées les conditions inf-sup données précédemment, nous pouvons affirmer que Cj, : L, — M,
est un isomorphisme de D;- vers M. Ce qui d’apres le théoréme du rang donne :
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Or l'espace M), contient I'ensemble des faces maitres (fines), et I’espace L;, contient quant a lui
I'ensemble de toutes les faces appartenant a un bord de type mortar, qu’elles soient maitres ou es-
claves. Par conséquent, I'espace D), contient I’ensemble des faces esclaves (grossieres). Dans notre
cas, Dj, a pour dimension le nombre total des faces grossieres appartenant a un bord de type mor-
tar.

Inclusion de D}} dans D,,. A
Montrons que D), est bien un sous ensemble de D;,. Soit j1;, un élément de 'ensemble Dj,.
Grace a la définition des opérateurs de projection donnée en 1.2.2, nous avons la relation

(7‘(‘% (,U,%) ) UFij) - (,U,%, UFij) - (,U,%, 71-zgj (UFij))
Donc, nous pouvons réécrire la forme bilinéaire ¢;(., .), de la maniere suivante :
cn(pn, vr) = Z [(Mﬁ{% /UFij) + (ij(/if{i% Urij)] (5.9)
1<i<j<N

Ou N est le nombre de problemes locaux.
A la vue de cette définition de cn(., ), nous constatons que D), contient I’ensemble des i, appar-
tenant a L, tels que ¢, (n, vr) = 0, par conséquent D), est inclu dans D),.

Etude de la dimension de D,
Nous remarquons immédiatement que la dimension de 1’ensemble D), est exactement égale au
nombre total de faces grossieres des frontieres mortars.

Egalité
L’espace D), étant inclus dans D), et étant de dimension égale, on en conclut que D), est exactement
égala Dy,

5.3.2 Construction d’une base de D,

Nous allons a présent déterminer une base de ’ensemble D;. Dans ce cas, il est tres simple
de construire explicitement une base de D;,. Comme la base que nous allons exhiber est évidente,
nous allons I'appeler base canonique. La propriété suivante propose une expression des vecteurs
de cette base.

Propriété 3 Soit x un point situé sur une frontiere mortar I';;. Soient F et f les indices associés respec-
tivement a une face grossiere et fine. Si la discrétisation maitre est la plus fine alors une base de D), est
constituée des vecteurs i, s'écrivant sous la forme

i () = (il p(x) 5 i p(x) )
et vérifiant la relation suivante :

:“;L]F(X) =1F Mﬁf(x) =—1; VfCF
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Preuve de la propriété 3 :

Immédiatement nous constatons que la base comporte autant de vecteurs qu’il y a de faces gros-
sieres. En notant Npq le nombre de faces grossieres, on se propose de montrer que la famille
(,UJ%)Z‘:Q_,NFG est libre.

Supposons qu'il existe Ny constantes, notées (o )i—1. ;. tels que

Nrg ‘
Y il (x) =0 (5.10)
1=1
Nous allons montrer que pour tout point x appartenant a I';; , la relation suivante est vérifiée :
Nra 4
Z aipp(x) =0 = =0 1<icngg (5.11)
1=1

Prenons x appartenant a une face grossiére, F' fixée. Cela entraine
ph(x) =0 VF #F
La relation 5.10 se résume alors a A
appy (x) =0 (5.12)

Comme ;' (x) £0:
apr (x) =0 =ap=0

En répétant I'opération autant de fois qu’il y a de faces grossieres alors la relation 5.11 est vérifiée.
La famille (p4},)i—0. Ny étant libre et génératrice, elle forme une base de l'espace Dj,. ¢

Remarque 5.3.1 Définissons I'application a valeur dans R suivante pour un élément quelconque (v, de
Dh N

|| al Dy, = > w12

FET!(Tyj), i<j

Alors il est facile de vérifier, compte tenu de la définition de Dy, que cette application est une norme sur Dy,
et que de plus nous avons l’encadrement suivant pour tout élément y;, de D, :

V2

7||MhHLh <|lpnllp, < [linllL,

La relation ||up||p, < |lpn||r, s'obtient trivialement, nous allons donc montrer la relation

V2
7||MhHLh TN (5.13)

Soit juy, € Dy, nous avons alors

Hpn = Z Z{F]IF ; Z '”ﬁf]lf

FeT!(Tij),i<j JETHTi5),i<]
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et donc

FET](Ti;),i<j FETH(T;),i<)

ol = > fwire X [y

-0 X e X Swdes

\ FeT) (Ti;),i<j FeT] (Lyy)i<j JCF

or, NOUS AVONS
i Ji .
Whp=—Mny : VICF

Par conséquent :

lunll, = \ 3 / Wt ()2

FET] (Ty;),i<j

- 2 Z L(“ZF)2+ = V2||p]| b,

FET] (I'y;),i<j

Donc nous avons bien la relation 5.13

5.3.3 Détermination de V},

Nous allons commencer par déterminer I’ensemble V;,. Enongons la propriété suivante :
Propriété 4 Soient les espaces Vi, et Vj, définis par :

Vi = {vn, € Wi, Yy, € Dy, bp(pn, vp) = 0}
Vh:{thWhavfbv}?;mek?é@/'Ui:Z/U;L,j>Z'}
F I

fxCF

Alors nous avons 1'égalité : V, = V,

Preuve :

Afin de montrer la propriété 4, nous allons dans un premier temps déterminer la dimension de
I'espace V}, puis nous verrons que V}, est inclus dans Vh et enfin nous concluerons grace au fait
que l'espace V}, a la méme dimension que V.

Etude de la dimension de V.

On se propose de déterminer la dimension de V;,. En supposant les conditions inf-sup évoquées
plus haut vérifiées, on peut affirmer que Bj, est un isomorphisme de V;' vers D;,. Par le théoreme
du rang, nous avons donc :

La dimension de V}, est donc le nombre total de face fines appartenant a un bord de type mortar
auquel s’ajoute le nombre total de faces internes du domaine d’étude (.
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Inclusion de V), dans V. A
Montrons que V}, est un sous-ensemble de V},. Soit v;, un élément de V},. Par définition de la forme
bilinéaire by (., .), nous avons, pour un élément p, appartenant a la base canonique de Dj, :

bh Mh,Uh ZZ :uh ) ;] 71] ))) =0
i jF#L

Pour déterminer vy, il suffit dutiliser chacun des vecteurs de la base canonique de D),. Soit x;, un
élément de la base canonique de D), associé a la face F. On trouve alors :

1 ,
b ) = Pl [ o= 3 Uil [ =0

fxCF

Par conséquent, V}, est inclus dans V.

Etude de la dimension de V},
Avec ce que nous venons de voir, nous remarquons que la dimension de V}, est le nombre de faces
fines auquel s’ajoutent le nombre total de faces internes de 2. Donc nous avons :

dim(Vy,) = dim(V3,)
Egalité : R
L’espace V}, ayant la méme dimension que V, et étant inclus dans ce dernier, alors nous pouvons
dire que nous avons l'égalité :
Vi =V,
Remarque 5.3.2 Si on désigne par My et My, les milieux des faces F et f, alors nous constatons que
I'élément vy, vérifie quelle que soit la discrétisation utilisée :

Floj(Mp) = > |fel vh(My,) Vi, Vi< j
k, frCF

Oiw v} (My,) représente la valeur moyenne de 'inconnue v}, sur la face f;.
Les faces fj, formant un recouvrement de F, et compte tenu du choix effectué concernant le raffinement,
nous obtenons finalement :

En particulier, si une face grossiere est recouverte par des faces fines issues d'un méme raffinement, alors
I'expression précédente devient :

v (Mp) =

Card{fk. C I} Z vh(My)

fxCF

Ou Card{ fy C F} représente le nombre de faces fines f. incluses dans la face grossiere F'. Ceci signifie
que dans ce cas, nous conservons la linéarité de la solution entre deux sous-domaines.

Remarque 5.3.3 On peut réinterpréter de maniere plus générale la contrainte en disant moralement que
la somme des intégrales de la variable sur les faces fines doit étre égale a I'intégrale de la variable sur la face
grossiere. Cette interprétation a le mérite d’étre valable pour I'utilisation de la discrétisation de type V EF,
V DF mais aussi Qo
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5.3.4 Basede V)

A présent nous allons nous intéresser a la construction d"une base de V},. Etudions la propriété
suivante :

Propriété 5 Soient f! et f respectivement, une face interne quelconque appartenant au domaine d'étude
Q, et une face quelconque de Q) différente de f.

Soit f' une face fine quelconque appartenant a un bord mortar. Notons F' 'unique face grossiere , associée
a fT. Soient ®! et O respectivement la fonction de base associée a la face f!, et celle associée a la face f*.

Nous avons :
1

1
— [ ®'=1 et —/cbf:o
[ 11y

A présent, on suppose en plus que f # F' et f # f*, ona:

1 1 1
— [ =1 ; — [ V=’ et —/@F:O
L5 g [FT Jpr e

Pour plus de détails sur I'expression o"#" ~"", se reporter a la propriété 1.
Preuve de la propriété 5 :
Montrons que si nous construisons les fonctions ®! et ®!" alors nous obtiendrons une base de V.
Dans un premier temps, nous allons montrer que le nombre de fonctions de base est égale a la
dimension de V},. Puis nous montrerons que les fonctions de base sont libres. Pour ce point, nous
partagerons le travail en trois :

— étude des faces internes;

— étude des faces fines (appartenant donc a une frontiére mortar) ;

— étude des différentes interactions entre une face interne et une face fine.
Nombre de fonctions de base.
A chaque face interne de ) est associée une fonction de base. A chaque face fine (appartenant a
une frontiére mortar) est associée une fonction de base. Le nombre de fonctions de base est donc
égal a la dimension de Vj,.

Faces interne.

Si l'on ne s’intéresse qu’aux fonctions de base qui sont définies sur les faces internes (en consi-
dérant uniquement les faces internes de (2) alors on s’apercoit que les fonctions de base propo-
sées par la propriété 5 forment un sous-ensemble des fonctions de base utilisées pour 1'élément
de Crouzeix-Raviart. Par conséquent les fonctions associées aux faces internes forment bien une
sous-suite libre.

Faces fines.

Maintenant, étudions ce qu’il se passe uniquement sur les faces fines.

Notons CIDEF la fonction de base associée a la face fine f'. Soit Ny 7 le nombre de faces fines.
supposons qu'il existe Nr; constantes, notées (5 )1<sr<y,, tels que

pr

> Bprdle(x) =0 (5.14)

fr=1
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Nous allons montrer que pour tout point x :

NFf

S Br0li(x) =0 = fr=0 V1< [T < Npy (5.15)

fr=1

Introduisons quelques notations.

Nous avons noté f! une face fine appartenant a un bord mortar I'. A cette face fine est associée
une face grossiere, que 1'on note F'. Notons K la maille contenant la face F'". De I'autre coté de
la frontiere I" se trouve la maille K qui contient f* (mais elle ne contient pas F").

Prenons x a l'intérieur de la maille K. Seule la fonction de base ®L. évaluée en x ne sera pas
nulle. Toutes les autres fonctions de base associées aux autres faces fines, évaluées en x, seront
nulles. Donc la relation 5.14 se résume a

Br®hr =0

Or <I>?F # 0, par conséquent nous avons B = 0.
En répétant I'opération autant de fois qu’il y a de faces fines, alors la relation 5.15 est vérifiée.
Donc les fonctions de base ®' forment une sous-suite libre.

Interaction faces internes et faces fines.

Que ce soit K ou K, ces deux mailles possedent des faces internes. Notons <I>§ la fonction de
base associée a une face interne f.

Soit Np; le nombre de faces internes. Reprenons les notations du paragraphe précédent.
Supposons qu'il existe Ny; constantes, notées (}), ainsi que Ny constantes (Bjr)r tels que

Npi Npy
D BiPEx) + > Brdle(x) =0 (5.16)
f=1 ff=1

On se propose de montrer que pour tout point x :

NF; Npy
D O BEx) + Y Brdle(x) =0 = (3} =0V1< f < Npy et =0V1< f < Npj) (5.17)
f=1 fr=1

Intéressons-nous a la maille K.
Prenons x sur le barycentre de la face ', alors :

dl(x) =0V
JF”( ) / - (5.18)
Oh(x) = 0 VT £ f
Donc la relation 5.16 se résume a
JEFCD% (x)=0 (5.19)

Comme <I>1];F (x) # 0 on en déduit :
ﬁjlzr =0
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Restons sur la maille K, mais déplacons le point x sur le barycentre d’une face interne f. Nous

avons alors , .
Cp(x) =0 Vf# f
Ol (x) =0 VfT (520

Donc la relation 5.16 se résume a
BieL(x) =0 (5.21)

Comme @}(x) # 0 on en déduit :
ﬂjlgr =0

Cette opération se répéte autant de fois qu’il y a de faces internes sur la maille K.
Plagons-nous sur la maille K. Puisque le support de @' (x) jusqu’a la maille K, alors nous

pouvons répéter les manipulations présentées ci-dessus en prenant x sur le barycentre de la face
appartenant a la frontiere mortar, puis sur les barycentres des faces internes.

Ce raisonnement s’étend sur I’ensemble des mailles ayant une face sur une frontiere mortar. Ainsi
() et (®%r) v sont deux ensembles linéairement indépendants.

Conclusion :
L’ensemble des arguments présentés ici nous permettent de conclure que la construction des fonc-
tions de base proposée par la propriété 5 aboutit a une base de V. ¢

Nous venons d’étudier le cas ot la discrétisation maitre était la discrétistion la plus fine. Re-
gardons ce qu’il se passe dans le cas contraire.

5.4 Seconde caractérisation de D), etV

On supposera dans toute cette section que la discrétisation maitre est la discrétisation la plus
grossiere. De plus, on supposera que les sous-domaines (2; sont ordonnés selon la triangulation
de la plus grossiere vers la plus fine.

5.4.1 Détermination de D,

Comme précédemment, nous allons déterminer 'expression de D;,.Etudions la propriété sui-
vante :

Propriété 6 Soient les espaces Dy, et Dy, défnis par :
Dy, = {un € Ly, Yor € My, cp(pin, vr) = 0}
Dy = {pn € L, py = —n; (') Vi, Vi < j}

Alors nous avons 1'égalité :
Dy = Dy,

La preuve est la méme que celle associée a la propriété 2. Toutefois les conséquences ne sont pas
les mémes. En effet, ici la dimension de D, est le nombre total de faces fines des frontieres mortar.
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5.4.2 Basede D,

Maintenant, nous allons nous intéresser a la construction d’une base de D;,. Construisons une
base canonique de D, d’apes la propriété suivante :

Propriété 7 Soit x un point situé sur une frontiere mortar I';;. Si la discrétisation maitre est la plus
grossiere alors une base de D), est constituée des vecteurs yuy, s'écrivant sous la forme

(%) = (i p(x) s gy () )
et vérifiant la relation suivante :

Wi (%) = —a" T (%) = 1

Pour plus de détails sur 'expression o'#" "', se reporter a la propriété 1.
La preuve de la propriété 7 est semblable a la preuve de la propriété 3.

5.4.3 Détermination de V),

Nous allons caractériser I’ensemble V},. Enoncons la propriété suivante :
Propriété 8 Soient les espaces Vi, et V), définis par :

Vi = {vn, € Wy, Yy, € Dy, bp(pn, vp) = 0}

R 1 - 1 CL .
Vi i=A{vn € Wi, VE, Vfi, fu CF, i/ vy, = W/FUZ, j>1i} (5.22)
k

Alors nous avons :
Vi="Vy

Preuve de la propriété 8 :

Afin de montrer la propriété 8, nous allons dans un premier temps déterminer la dimension de
I'espace Vj,, puis nous verrons que Vj, est inclus dans V}, et enfin nous concluerons grace au fait
que I'espace V;, a la méme dimension que V.

Dimension de V),
Grace aux conditions inf-sup évoquées plus haut, on peut affirmer que B), est un isomorphisme
de V! vers Dy, Par le théoréme du rang, nous avons donc :

dim Vh = dim Wh — dim Dh

La dimension de l'espace V}, est donc le nombre total de faces grossieres des frontieres mortar
auquel s’ajoute le nombre de faces internes du domaine d’étude €.

Inclusion de V), dans V.
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Montrons que V), est un sous-ensemble de Vi, . Soit vj, un élément de V. Par définition de la forme
bilinéaire b (., .), nous avons donc pour un élément /i, de la base canonique de D), :

n(1th; n) ZZ 'uh’ ;J %J >)):0
i jF#

Reprenons les notations introduites lors de la premiere caractérisation de V. Pour déterminer les
éléments de V), il suffit d’utiliser le vecteur de la base canonique 1, associé a une face fj, donnée.
On trouve alors :

1 . : .
b (ttn, vn) = |fk|m/f vy, — |Fla"™ f’“ﬁ v, =0
k

Rappelons que , d’apres la propriété 1 nous avons
|[Ela™ 0 = | fil
Par conséquent I'espace V}, est bien inclus dans V},.

Dimension de V},
Nous constatons que le la dimension de V}, est le nombre de faces grossieres appartenant a une
frontiére mortar, auquel s’ajoute le nombre de faces internes. Nous avons donc

dim(Vy,) = dim(V3,)
Egalité A
L’espace V}, étant inclus dans V}, et comme ceux deux espaces ont la méme dimension, nous
concluons que V}, est exactement égal a V,.

5.4.4 BasedelV),

A présent nous allons nous intéresser a la construction d"une base de V,.
Etudions la propriété suivante :

Propriété 9 Soient f! et f respectivement, une face interne quelconque appartenant au domaine d'étude
Q, et une face quelconque de Q) différente de f!.

Soit F' une face grossiére quelconque appartenant a un bord mortar. A F" est associée une collection de
faces mortar fines que nous notons (f]);. Soient ®' et ® respectivement la fonction de base associée a la
face f7, et celle associée a la face f*.

Nous avons : | |
— [ =1 et —/cbf:o
|f1] S yr \f1 Jy

A présent, on suppose en plus que f # F' et f ¢ (f)j etona:

1 1
— [ =1 ; — [ ' =1 et —/ch:o
R [FT| Jpr mwr

La preuve de la propriété 9 est semblable a celle de la propriété 5.
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5.5 Démonstration des conditions inf-sup

Nous venons de donner une caractérisation des espaces Dj, et V}, dans le cas ou1 la discrétisation
maitre était la plus fine, puis dans le cas ot elle était la plus grossiére. A présent, nous allons
étudier sous quelles conditions les relations 5.4 , 5.5 et 5.6 sont vérifiées.

Dans un premier temps, on ne s’occupera que des formes bilinéaires by(.,.) et ¢(.,.). La forme
bilinéaire ay(., .) subira un traitement différent car elle peut varier d'un probleme a un autre.

5.5.1 Condition inf-sup sur b;(.,.)

Intéressons-nous a la condition inf-sup 5.5. Soit un élément A\, € L; quelconque fixé. Notons
que )\, n‘appartient pas a D, mais a L;, qui est un espace plus grand que D;. Nous allons donc
montrer une condition plus contraignante que si )\, appartenait a Dj,. En effet comme nous avons
la relation :

inf sup bn(An, vn) > inf sup bn (A, vn)

MEDw w ey, [|Unllw, ARl L, — AELn wuews, |[vnllw, [[AnllL,

Il nous suffit de montrer la validité de la condition inf-sur sur le membre de droite.
Nous allons constuire un élément v, de W), satisfaisant la condition inf-sup. En particulier, choi-
sissons vy, tel que :

Vi, Vf € T,/ (Ujl'sj), m/f“h =
vy =0, dans ; Vi

Cette expression a bien un sens en vertu de la définition des espaces IV}, vu comme un produit
cartésien d’espaces de Crouzeix-Raviart sur les €); et L), qui s’interpréte comme le produit carté-
sien des fonctions constantes sur les faces (doubles) des frontieres I';;.

En remarquant alors que :

Vi7 vf E ﬁ(U];ﬂFz]) (P)/z] Uh ‘f ‘f| /Uh

Ou ;(7;(va))s désigne la restriction sur la face f de la projection de la trace de v;, sur le bord
i de la frontiere I';;. Il vient par conséquent pour ce choix de fonction et pour la forme bilinéaire

bh(.,.)l
n(n, vn) = ZZ N A ) = Pl

i jF#

Il nous reste a prouver qu’il existe une constante c telle que :

onllw, < cl|AnllL,
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Or par définition de la norme sur W, et de vy, on a, en notant @} les fonctions de forme dans
Wh(Qz) .

|[onllw, = \ Z thHWh(Q

SND ) DD SCITHMET
\ i g#L fely;
< ZZ Z ||CI) HWh
i j#i fely;
< CH)\hHLh

Et donc, nous en concluons qu'’il existe une constante 3 vérifiant :

1

C

g =

telle que

b (A, v
sup 2l tn) 5 gy
onewy | vnllw,

5.5.2 Condition inf-sup sur ¢ (., .)

Soit un Ty € M), quelconque fixé. De la méme fagcon que ci-dessus, nous allons construire
un élément s, de L;, satisfaisant la condition inf-sup. Nous savons que 71 n’est définie que sur
les frontieres maitres du domaine, et est une fonction constante par morceaux sur ces frontieres
(maitres). Pour satisfaire, la condition inf-sup, il suffit des lors de choisir s, de la facon suivante :

L — Ty siiestla frontiere maitre
{ i b (5.23)

p? = 0siiestlafrontiere esclave

Avec ce choix particulier, il vient donc :

,uh,TF ZZ UF”,TF” L2(T;5) HTFHMh

i g<i

Il nous reste a prouver qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

[ien) L, < cl|Tr||a,

Or compte tenu que s, vérifie les relations 5.23, il est facile de voir que |||, = ||TT||m, et on en
conclut donc qu'’il existe une constante § vérifiant

0>1

telle que.
cn(pn, Tr)
sup ——————

> 5HTF||M}L
HRELR ||MhHLh
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5.5.3 Condition inf-sup sur a;(.,.)

La condition inf-sup dont il est question ici dépend évidemment de la forme bilinéaire ay (., .).
Mais nous allons 1’étudier dans la cas ot la forme bilinéaire ay(., .) représente le laplacien.
Dans ce cas, a(., .) est coercive et symétrique, ce qui suffit a vérifier les conditions 5.4 et 5.7.
Dans le cas ot a;(., .) correspond uniquement a un opérateur de convection, il faudrait vérifier
chacune des deux conditions évoquées. Nous ne nous occuperons pas de ces démonstrations et
nous supposerons donc les conditions nécessaires a 1'existence et 1'unicité d’une solution satis-
faites.

Conclusion de ce chapitre :
Nous venons de montrer que le probleme global que nous résolvons lorsque nous appliquons la méthode
des éléments joints décrite dans [22] est bien posé. Par conséquent, nous avons existence et unicité de la
solution de ce probleme.
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Chapitre 6

Unicité et existence des solutions (VDF)

Dans le chapitre 5 nous avons montré que les probléemes issus de la méthode des éléments
joints étaient bien posés lorsqu’on utilisait la discrétisation V EF'. On se propose a présent d’étu-
dier sous quelles conditions ces problémes restent bien posés si on utilise la discrétisation V' DF'
en 2D.

Prenons le cas ot I'inconnue est le champ de vitesse (donc I'inconnue est vectorielle). Rappelons
que la méthode des éléments joints impose la continuité faible du champ de vitesse via des multi-
plicateurs de Lagrange. Or la discrétisation V' D F n’impose, a priori, que la continuité faible de la
composante normale du champ de vitesse. Il y a donc antagonisme entre le but initialement re-
cherché par la méthode des éléments joints et les contraintes imposées par la discrétisation V DF.
La question qui se pose alors est la suivante : faut-il imposer la continuité faible de toutes les
composantes du champ de vitesse, ou bien faut-il imposer la continuité faible uniquement sur la
composante normale du champ de vitesse ?

Pour répondre a cette question, nous allons étudier les conditions inf-sup pour les formes bi-
linéaires associées aux contraintes de continuité. Etant donné que deux types de contrainte de
contuité faible pour le champ de vitesse sont envisageables, nous allons étudier chacune de ces
deux possibilités.

Nous commencerons dans un premier temps par considérer le cas ot on impose la continuité
faible a toutes les composantes du champ de vitesse, puis nous étudierons le cas ott on impose la
continuité faible seulement sur la composante normale du champ de vitesse.

6.1 Continuité faible du champ de vitesse

Cette section concerne 1’étude des conditions inf-sup associées a (., .) et ¢ (., .) dans le cas ou
’on cherche a imposer les contraintes de continuité sur toutes les composantes de la vitesse.
Apres avoir introduit quelques notations et définitions d’espace, nous étudierons la condition
inf-sup liée a la forme bilinéaire by (., .).

6.1.1 Définitions et notations

En reprenant les notations introduites au chapitre 5, le systeme linéaire global issu de 1'utilisa-
tion de la méthode des éléments joints, dans le cas ot 'inconnue est le couple (vitesse/pression),

79
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s’écrit de la maniere suivante : Trouver les fonctions ((uy,, pr), An, ur) dans Wj, x X7 x L, x M,
vérifiant :

ah((uhaph)a (Vh, Qh>> + bh()‘ha (Vh, Qh)) = lh(("h, Qh)) V(Vha Qh) € Wy, x X;?
br(,, (Un, pr)) — cu(py,ur) = 0 vy, € Ly, (6.1)
Ch(Ah,VF) =0 VVF & Mh

Puisque nous considérons le cas ot on impose la continuité faible a toutes les composantes du
champ de vitesse, la variable ur du probléme discret 6.1 est une fonction vectorielle. Par déduc-
tion, les espaces Lj, et M, sont des espaces de fonctions vectorielles.

Les formes bilinéaires by(.,.) et ¢ (.,.) sont identiques a celles utilisées dans le cas de la discré-
tisation V E'F, elles sont décrites dans la section 1.2.2. Par conséquent, le noyau D;, de la forme
bilinéaire ¢ (., .) est donné la relation 5.2.

A présent, nous allons introduire de nouvelles notations. Si p;, est une fonction appartenant a Ly,
on désignera par p sa composante normale, et par ] sa composante tangentielle. Il en sera de
méme pour les fonctions appartenant a ’espace W,. Si f désigne une face quelconque d’un bord
mortar quelconque, alors nous pouvons construire de nouveaux espaces vérifiant les relations
suivantes :

D, = D! & DY
D! = {u, € Dy, Vi, j, Vf €Ty, ul|; =0} 6.2)
D! ={w, € Dy, Vi,j, Vf €Ty ull; =0}

et
W, = W' & W;
Wi ={v, e Wy, Vi,j, VfeTly vi|; =0} (6.3)
W ={v, e Wy, Vi,j, Vf €Ty v}, =0}

6.1.2 Condition inf-sup liée a b;,(., .)

Nous allons nous intéresser maintenant a I’étude de la condition inf-sup associée a la forme
bilinéaire by (., .), mais avant cela, énongons la propriété suivante :

Propriété 10 Les relations suivantes sont équivalentes.

bp (A
13350, inf sup oA (Vmpn))
)\hEDthEWh HAhHLthhHwh

br( A}, (V1 bn( AL, (VE,
2. Hﬂn > 0’ HﬁT > 0’ %Hf Sup h(n h (thph)) > ﬂn et inf Sup h(T h (Vthh)) > ﬂT
XDy vrewy || AL, Vi lw, N eDl vrew? || A (L, [V [lw,

>

Preuve de la propriété 10
Nous allons montrer que la relation 1 implique la relation 2, puis nous montrerons que la relation
2 implique la relation 1.

Montrons que 1 implique 2.
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On ne s’intéressera seulement a la condition inf-sup portant sur les espaces D} et W}, la démons-
tration de la seconde étant en tout point identique.
Par hypothese il existe un vecteur v, € W, tel que

bn (N (Vi pn)) = [INGIIL, (6.4)

ainsi que :
Ivallw, < cl[Azll, (6.5)

Ot c est une constante strictement positive.
Par définition de 'espace D}, il vient :

br( N5 (Vas o)) = bu(Nh, (Vi + Vi, pr)) = b(AL, (Vi pn)) (6.6)
avec v € W et vi € W] . De plus, nous avons I'inégalité :
HV}T:HWh < ||Vh||Wh < C||)\ZHLh (6.7)
Par conséquent, si 3 est une constante strictement positive, nous avons :

b( Ay, (Vi pn)) > brn(Ays (Vi, pn))
Villw, = llvallw,

> Bl Ak, (6.8)

Ce qui permet finalement d’avoir :

inf Sup bh()\;zla (V27ph))
XieDy vrews || A ]|, [V lw,

>
Nous venons ainsi de montrer que la relation 1 implique la relation 2.

On se propose maintenant de montrer que la relation 2 implique la relation 1.
Soit Aj, € Dy,. Par définition des espaces D7 et D}, nous avons :

An = A7+ AT (6.9)

Les conditions inf-sup de la relation 2 étant supposées vérifiées, il existe des constantes stricte-
ment positives, ¢ et ¢!, ainsi que des vecteurs vi € W7 et vi € W/ tels que:

bu( Ny, (Vi pn)) = [IAIL, (6.10)
[[villw, < c"[|AL]L, (6.11)
et
(AL, (VE o) = [IALI1R, (6.12)
Vi llw, < " [IAL L, (6.13)

Nous remarquons donc que nous avons :

bn(Ngs (Vs pn)) = ba(An, (Vi pr)) (6.14)
bh(A?f, (V}?Ph)) = bp(An, (V;?Ph)) (6.15)
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Soit v;, € W, tel que v, = v + v]. Avec ce qui précede, nous pouvons écrire les relations
suivantes :

br(Ans (Vi Pn)) = On( Ay, (Vi o)) + bh()\f, (szph)) (6.16)
NI, + AT, = lIAul, (6.17)
et
oallw, < \/Ival3, + IVEIR,
< cte\ /1IN, + IATIR, (6.18)
< cte||An||L,

ou cte est une constante strictement positive.
Par conséquent, si nous posons ¢/ = inf(c", cT'), alors nous avons l'inégalité suivante :

bh()‘m (Vh>ph)) bh()‘za (V27ph)) + bh()‘£> (ngph))

[[Villw, [Ivallw,
- AR, A+ <TINTLE,
- cte||A||L, (6.19)
- Mz,
N Cte‘P‘HLh
> Bl AL,

ou [ est une constante strictement positive.
Nous venons de montrer que la relation 2 implique la relation 1.
Nous en déduisons donc que les relations 1 et 2 sont équivalentes. ©

Pour démontrer la validité de la condition inf-sup associée a la forme bilinéaire by(.,.), nous
sommes amenés a montrer les deux conditions inf-sup de la relation 2.

Intéressons-nous a la condition portant sur les espaces D} et W}.

Nous avons alors la propriété suivante :

© ,4 » og e . ., T T A L, e,
Propriété 11 La condition inf-sup associée aux espaces D; et W, ne peut pas étre vérifiée

Preuve de la propriété 11

On se propose d’exhiber un contre-exemple dans le cas ot la dimension de D}, est indexée par le
nombre de faces grossieres des frontiéres mortar.

Notons B}, : W] — D/ l'opérateur suivant :

(B3, (Vi pn)s Ay e, = bu(Ay, (Vi) Yvi € Wi, WAy € Dy

Si la condition inf-sup était vérifiée, alors ’opérateur B} serait surjectif. Considérons maintenant
la figure 6.1. Suivant cette configuration ,on constate que D} # ) et qu’il a pour dimension le
nombre de faces grossieres, c’est-a-dire dans notre cas 8. De la méme fagon, on voit que l'espace
W/ est au mieux de dimension 4 : en effet seules les faces internes du domaine grossier peuvent
contribuer a définir une trace tagentielle sur les bords mortars. Par conséquent, nous avons au
mieux dim Im(B},) = 4 et B}, ne peut étre surjectif. ¢

Nous venons de voir qu’imposer la continuité faible de toutes les composantes du champ de
vitesse conduit a un probleme discret mal posé puisque la condition inf-sup sur b,(.,.) ne peut
étre vérifiée. Il convient donc de s’intéresser a la continuité faible uniquement sur la composante
normale du champ de vitesse.
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FIG. 6.1: Exemple de décomposition d’'un domaine d’étude en deux sous-domaines.

6.2 Continuité faible de la composante normale du champ de vi-
tesse

A présent nous allons montrer que la contrainte de continuité doit porter, non pas sur I'en-
semble des composantes , mais uniquement sur la composante normale du champ de vitesse
pour que le probléme issu de la méthode des éléments joints soit bien posé.

Apres avoir donné quelques définitions et introduit des notations, nous montrerons que les condi-
tions inf-sup portant sur les formes bilinéaires by, (., .) et ¢, (., .) sont bien vérifiées.

6.2.1 Définitions et notations

Puisque nous considérons le cas ot on impose la continuité faible uniquement a la composante
normale du champ de vitesse, la variable ur du probleme discret 6.1 est une fonction scalaire. Par
déduction, les espaces L, et M) sont des espaces de fonctions scalaires.

Il nous faut également redéfinir la forme bilinéaire b (., .) de la maniere suivante :

bhi LhXWhXXO — R

(Mha Vh,ph Zbl ,Uhv Vhaph Zz?; Mh’ ;j 'y” Vh) nij))LQ(Fij) (620)
T jFi

ol n;; est le vecteur unitaire normal a la frontiére I';; et extérieur au domaine (.

6.2.2 Condition inf-sup liée a b;,(.,.)

Intéressons-nous a la condition inf-sup associée a la forme bilinéaire b,(.,.) définie en 6.20.
Nous avons la propriété suivante :
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Propriété 12 Nous avons la relation suivante qui est vérifiée :

36, YA\, € Dy, sup On(Ans (Vi Pn))

vhEW} thHWh

> Bl AL,

Preuve de le propriété 12
La preuve est la méme que la démonstration 5.5.1 rédigée dans le cadre de l'utilisation de la
discrétisation V E'F, a ceci prés que le vecteur v, de W, doit étre choisi ainsi :

Q" Df = Aply -0y,

. ; 1
Vi, Vf € T, (Ujelsy), m/f"h
v, =0, dans §; Vi

Ot ny; désigne le vecteur unitaire normal a la face f et extérieur a €2;. ¢

6.2.3 Condition inf-sup liée a ¢; (., .)

Intéressons-nous a la condition inf-sup associée a la forme bilinéaire ¢;(.,.). Nous avons la
propriété suivante :

Propriété 13 Nous avons la relation suivante qui est vérifiée :

30 > 0, Yur € My, sup M
HhELp ||:“hHLh

Preuve de la propriété 13
La preuve est identique a la démonstration 5.5.2 rédigée dans le cadre de l'utilisation de la discré-
tisation VEF. o

Conclusion de ce chapitre :
Nous venons de montrer que dans le cadre de 'utilisation de la discrétisation V DF', lorsque nous appli-
quons la méthode des éléments joints décrite dans [22], pour que le probleme soit bien posé, il faut non pas
imposer la continuité de toutes les composantes du champ de vitesse, mais seulement sur la composante
normale de ce dernier.



Chapitre 7

Opérateurs d’interpolation et d’extrapolation

Ce chapitre est consacré a 1'opérateur d’interpolation permettant de définir un champ, scalaire
ou vectoriel, sur un élément géométrique pere, noté K, a partir des données disponibles sur les
éléments fils de K, que I'on notera (Ky;);. Il sera également question de 'opérateur d’extrapola-
tion qui permet de définir le champ inconnu sur les éléments fils (K;); a partir des données sur
I'élément peére K.

Les opérateurs que nous cherchons a construire devront, lorsqu’ils seront appliqués a un champ
vectoriel, conserver la nullité de la divergence de ce dernier. Cette propriété de 'opérateur est
intéressante car elle nous permet d’économiser une étape de projection (afin d’obtenir un champ
de vitesse a divergence nulle). En effet, si nous résolvons un probleme instationnaire, méme si a
I'instant ¢t nous avons un champ de vitesse a divergence nulle sur 'ensemble du domaine d’étude
(1, lorsque les calculs débuteront a I'instant ¢ + 1, le maillage aura probablement été modifié (raf-
finement ou déraffinement). Jusqu’a présent rien ne permet de garantir qu’au temps ¢ + 1 la di-
vergence du champ de vitesse soit toujours nulle, ce qui nécessite une étape de projection.

Dans le module AMR, la construction des opérateurs d’interpolation et d’extrapolation se fait
de maniere récursive. Autrement dit, en notant : un niveau de raffinement, et ¢« + 1 le niveau
de raffinement supérieur (les mailles appartenant au niveau de raffinement 7 + 1 sont issues du
raffinement de mailles appartenant au niveau de raffinement ), dans le cas de l'opérateur d’in-
terpolation, nous chercherons toujours a définir un champ sur un élément pere appartenant au
niveau de raffinement ¢, a partir des données disponibles sur ses éléments fils, qui eux, appar-
tiennent au niveau de raffinement i + 1.

Nous commencerons par rappeler comment ont été définis les opérateurs mis en place dans [22]
et nous en montrerons les limites. Puis nous étudierons comment construire de nouveaux opéra-
teurs, que ce soit pour l'interpolation ou I’extrapolation.

7.1 Opérateur d’interpolation mis en place par Eli Laucoin

Nous allons présenter comment a été construit I’opérateur d’interpolation dans [22], puis nous
montrerons que si nous I’appliquons a un champ vectoriel, alors nous ne conservons pas la nullité

85
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de la divergence de ce dernier.
Rappelons que durant sa these Eli Laucoin ne s’est intéressé qu’a la discrétisation V EF.

7.1.1 Construction de 'opérateur de I’opérateur d’interpolation

Commengons par faire une remarque sur la structure de donnée, et les conséquences qu’elle a
sur le fonctionnement de 1'opérateur.
Dans le module AMR, la structure de données a été pensée de telle maniere a ce que l'opérateur
d’interpolation manipule les valeurs des champs (scalaires ou vectoriels), aux sommets des élé-
ments, et non pas aux barycentres des arétes (resp. faces). Il ne s’agit pas d’une projection, mais
d"un changement local de discrétisation (avec cette structure de données, chaque sommet est du-
pliqué autant de fois que le nombre d’éléments auxquels il appartient).

Maintenant, étudions la méthode proposée dans [22] pour définir un champ vectoriel u;, sur un
élément pere K, a partir des données disponible sur ses fils (K7y;);.

La figure 7.1 illustre, en 2D, un élément peére et ses quatre élément fils, issus du raffinement de
I'élément pere. u;, est défini sur les sommets des éléments fils, notés sur la figure F; ;—, 5. Pour

Py jgi

F, Iy

Po P1 Fo Fl F2

FIG. 7.1: Un élément pére et ses quatre éléments fils.

interpoler uy, sur I’élément pere, la méthode proposée dans [22] consiste a appliquer les relations
suivantes :

uh(Po) = Uh(Fo)
u,(P) = uy(Fs) (7.1)
u,(P1) = up(Fh)

En 3D, le principe reste le méme, a savoir que la valeur de u; sur un sommet de I'élément pere
est la valeur de u;, définie sur le méme sommet, mais d’un élément fils.

Notons que cette méthode conserve la linéarité de u;,. Cependant, comme nous allons le montrer,
rien ne permet d’assurer la conservation de la nullité de la divergence de uy,. Prenons un élément
peére, comme indiqué sur la figure 7.2. Les sommets de 1’élément pere ont pour coordonnées :

we () 5 (2) »-

N~ N~
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P2 FS

KO Kl
P P, Fy Fy Iy

FIG. 7.2: Elément pere (gauche) et son découpage en quatre éléments fils (droite)

Soit u;, un champ vectoriel défini sur chaque élément fils, de la maniere suivante :

by .

x _—

uh\Ko=< Y 2) uh\m:(_ +x_§)
r+y—1 T

Uh|K2 - _y+x B 1 uh|K3 - _y

Ainsi, la continuité de u;, entre les éléments, aux barycentres des arétes, est bien assurée. Il en est
de méme pour la nullité de la divergence de u;, sur chaque élément fils.
Nous allons définir le champ de vitesse sur 1’élément peére, noté ug? en utilisant I’opérateur pré-

cédemment décrit. Comme données initiales nous avons :

uh(Fo):<_€1) ; uh(F2):<§) ; uh(F5):(—22)

En utilisant la relation 7.1 il vient :

w(P) =uy(Fo) 5 ud(P) =uu(F) 5 ud(Pa) = uy(Fs) ;

Nous pouvons alors trouver un polyndome de degré 1 définissant u?? sur I’ensemble de 1’élément

pere, et apres interpolation nous trouvons :

1 N 5 n 5)
u}olld _ 23 4 19 8 (72)
8 16

En calculant la divergence de ug'® nous obtenons

1
V'u}olld:1—6

Par conséquent V - ug? £ 0 .

La partie suivante montre comment construire un opérateur d’interpolation permettant de conser-
ver la nullité de la divergence d"un champ de vitesse, des éléments fils, a I'élément pere.



88 CHAPITRE 7. OPERATEURS D'INTERPOLATION ET D’EXTRAPOLATION

7.2 Construction du nouvel opérateur d’interpolation

Nous allons présenter les principes de base de la construction d"un opérateur d’interpolation,
puis nous étudierons comment construire un opérateur permettant de conserver la nullité de la
divergence d"un champ vectoriel.

Notons Ny le nombre d’éléments fils issus du raffinement d’un élément pere.

7.2.1 Principes de base

Afin d’alléger ce document, nous nous plagons uniquement dans le cas de 1'utilisation d"une
discrétisation V E'F. Le raisonnement reste identique en tout point pour les discrétisations V D F
ou Q}. Plus de détails sur ces discrétisations sont disponibles dans ’annexe A. Soit u;, un champ
vectoriel.

Considérons un domaine €2 de R", muni d"un maillage conforme, noté 7,.
Introduisons l'espace global suivant :

W), = {u, € (LX(Q)", VK € T, uyx € C¥(K)}

Nous aurons également besoin de 1’espace W), qui est la version scalaire de W;,. Comme uy, est un
champ vectoriel, il possede plusieurs composantes scalaires (uy, désignera la k™ composante de
u;). Le traitement de chaque composante est identique, donc par moment nous ne considérerons
que la k"¢ composante u,. Remarquons que uy;, appartient a 1’espace W,.
Soient les deux triplets { Ky, Pi, X1} et { Ky, P», 35}, ot :

- K, et K, désignent une partie compacte, connexe, d’'intérieur non vide de R?;

- P, et P, désignent les espaces vectoriels de fonctions définies respectivement sur K; et K5 ;

- Y et ¥y désignent les ensembles de formes linéaires définies respectivement sur P; et P;.
Supposons que les espaces de discrétisation associés aux éléments finis définis ci-dessus, que nous
noterons X} et X7, vérifient les relations :

XéCWh
X,%CW}Z
Xé—i-XfQLCWh

Introduisons les fonctions de base des espaces X et X7 que 1’on note respectivement ()} )o<i<n,
et (9?)o<i<n, - Pour chaque élément K de 75, nous définissons :

NI(K) = {i € [1,N,], supp(®)) N K # 0}

Nous pouvons alors, pour chaque élément K, définir un ensemble de fonctions de base locales
<I>?| & et un ensemble de formes linéaires o; x qui vérifient la relation :

04 K (q)j2|K) = 6@']’) V(Z,j) S NQ(K)Q (73)

Ou 9, est le symbole de Kronecker.
Pour tout i de N?(K’), nous posons :

T, ={K €Ty, i € N*(K)}



7.2. CONSTRUCTION DU NOUVEL OPERATEUR D’'INTERPOLATION 89

Définissons N, formes linéaires sur 1’espace W), en posant, pour tout : dans N*(K) :

JiIWhHR

Unk, — Uz uhk; Z W; KO K (7'4)
KGTZ
avec :
KeT}

et ou les poids w; x sont supposés positifs, mais choisis de maniere arbitraire. A 'aide de ces
formes linéaires, nous pouvons définir un opérateur de projection sur I'espace X7 défini sur W),

par:
s Wy, — XfL

N
2 (7.6)
upe = o (unk) = Y 0i(unk) B

i=1
. Ll . z . . 1,2
Comme X} est inclus dans W}, nous pouvons définir notre opérateur d’interpolation R;’“ comme
h h
étant la restriction du projecteur 7, a 'espace X}, :

1,2, 1 2
Ry Xy — X

= (7.7)

1 12,1\ _ 1y 1 2 :
Up, — Ry (upg) = mn(upy) = E O (%k) D3,

i=1

Considérons maintenant 7.7 et 777! deux maillages de € tels que 7. soit un raffinement de 7.7.
h h h h
Nous sommes assurés d’avoir :

VK ¢ 77", IK' € T?, K C K’ (7.8)

Notons V}/ et V7" les espaces discrets définis respectivement a I'aide des maillages 7,7 et 7,7*".
La propriété d’inclusion 7.8 a alors pour conséquence :

VI C Wy, = {ups € L*(Q), VK € T up|x € C°(K)} (7.9)
En définissant 'opérateur de projection 7, comme précédemment :

T Wy — Vit

Not1 (7.10
Upk, — Tp Uhk; ZUZ (I)g+1 )
=1

Nous pouvons définir notre opérateur de prolongement en prenant sa restriction a 1’'espace V, :

g,9+1 | g g+1
R, VY=V

Nowi (7.11)
g g,9+1 7 g g+1 '
up — Ry (uhk) uhkz § :Uz uhkz P;

=1
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7.2.2 Construction de ’opérateur

Maintenant, nous allons étudier comment construire un opérateur d’interpolation qui, une fois
appliqué a un champ vectoriel, permettra de conserver la nullité de la divergence de ce dernier.
Contrairement a la partie précédente, nous n’allons pas limiter 1’étude a la discrétisation V EF,
mais les résultats que nous présenterons seront valables aussi bien pour une discrétisation V EF',
VDF ou Q.

Soit u;, un champ vectoriel, il est important de remarquer que dans le cas des discrétisations V EF'
et Q. les degrés de liberté donnent la valeur moyenne de uy, alors que la discrétisation VDF ne
donne que la valeur moyenne de la composante normale du champ vectoriel uy,

Dans la suite, nous ne distinguerons pas la discrétisation VEF de la discrétisation Q. car le
raisonnement et les notations sont les mémes. Par conséquent nous ferons la distinction unique-
ment entre discrétisation V EF et V DF, car bien que le raisonnement soit le méme pour les deux
discrétisations, les notations employées différeront.

Considérons un probleme de Stokes, muni de conditions aux limites de types Dirichlet homo-
genes sur un domaine borne 2 de R".
Définissons les espaces discrets associés aux discrétisations VEF et VDF :

WYEF = fup € L2(Q); VK € T(Q), wniic € P'(K);

vx € N7 (T,(%)) , une continue en x; Vx € N2 (T,(Q)), upp(x) = 0} (7.12)

WV/PE = fu, € (L*(Q)"; VK € T,(Q), u, x € RTo(K);
vx € N (T,(%)) , uy, - n continue en x; Vx € N7 (7,(Q)), uy(x) = 0}

Ou N(€;) (resp. N9(Q)) désigne Ensemble des barycentres des arétes (resp. faces) des éléments
intérieurs a (; (resp. sur le bord de (2) , et n est le vecteur normal extérieur au bord de 2 .

(7.13)

Soit K une partie compacte, connexe, d'intérieur non vide de R". Introduisons P un espace vecto-
riel de fonctions définies sur K. Notons XV#F (resp. XV ) I'ensemble des formes linéaires qui, a
toute fonction appartenant a P, associe sa valeur moyenne (resp. la valeur moyenne de sa normale
extérieur) le long d’une aréte ou d"une face de K. Autrement dit, si nous considérons la i"** forme
linéaire o, appartenant a ¥, nous avons :
o/EF . P(K) —

2

et o/PF:. P(K) —

2

R R

1 1 )

o . /q) P . /<I>-n2- (7.14)
1T Jr, \Ts| Jr,

OuI'; représente la :“™° aréte (resp. face) de K et n; est le vecteur normal extérieur a I';.
Reprenons les 2 triplets { K1, P, 1} et { Ky, P, ¥5} et détaillons-les suivant la discrétisation utili-
sée.
Si nous utilisons une discrétisation V E [ alors :

- K, et K, désignent deux simplexes de R"

— P =P, =PYK)

_ 21 — 22 — EVE‘F
Alors que si nous utilisons une discrétisation VDF':

- K, et K, désignent deux rectangles (resp. pavés)

- P1 - P2 = RT(](K)
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- Zl - 22 - ZVDF
X ,‘L/ ERL X ,Y ER2 xVPEL of XXD E2 sont les espaces de discrétisation associés aux éléments finis
définis par les triplets { K1, P1, £, } et { K5, P, X5 }. Afin que notre opérateur conserve la divergence

d"un champ vectoriel u;, nous souhaitons qu'il puisse vérifier la relation :
/ [u, -n—m,(uy) -np] =0, VI € OKp (7.15)
r

Ot n est le vecteur normal extérieur a I'.

Par conséquent, en reprenant les notations introduites dans le paragraphe précédent, nous allons
définir N, formes linéaires sur P(K), en posant, pour tout i dans N? :

o/ P(K) — R

7

1 7.16
7 T,
et
o/PF. P(K) — R
1 7.17
1 I;

Ou n; est le vecteur normal extérieur associé a I';.

Propriété 14 Soit K, un élément pere. Soit uy, un champ vectoriel a divergence nulle défini sur les élé-
ments fils de K, Sozent my BF et w1/ PE les opérateurs d’interpolation associés respectivement aux discréti-
saitons VEF et VDF, deﬁnis comme suit :

N2(K)
VEF uhk g; uhk @2 (718)
i=1
et
N2(K)
o P () = ) oi(wy) @7 (7.19)
i=1
Alors, sur I'élément pere, w7/ F¥' (wy,) (resp. m) PF (uy,)) est a divergence nulle. Autrement dit nous avons :

Vol PP (u) =0 et V-7/PF(a,)=0

Preuve de la propriété 14 :

Soit e un élément fils de K),. Soit u;, un champ vectoriel a divergence nulle défini sur chaque
élément fils de K),. Notons I' la " face (resp. aréte) de 1’élément fils e. En notant uj, la restriction
de uy, a I'élément ¢, et n} le vecteur normal extérieur a la face (resp. aréte) f de I'élément ¢, nous

avons :
N2(K)

Z / uj -nf =0 (7.20)
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Notons 0K p 'ensemble des faces (ou arétes) de I'élément pere Kp. Notons également nr le vec-
teur normal extérieur a la face (reps. aréte) I' de 1'élément pere K,,.
De plus, nous avons, en notant Nb_fils le nombre d’éléments fils issus du raffinement de 1'élé-
ment pere K, :

Nb_fils [N?*(K

)
> Z/uz.n; = > /u;-npzo (7.21)
=1 =1 YT}

Grace a la relation 7.15 nous pouvons écrire :

> /th(uh)-npz/va-wh(uh)zo (7.22)

T'edKp

Ot m,, désigne un opérateur d’interpolation, mais ici il n’est pas utile de préciser sil s’agit de 7} “*
ou 7} PF la relation étant vérifiée pour les deux types d’opérateurs.
Nous en déduisons que le champ vectoriel obtenu sur 1'élément pere K, est bien a divergence

nulle. ¢

Nous allons a présent détailler les formules 7.18 et 7.19.
Rappelons que dans le cas de 1'utilisation de la discrétisation V D F nous pouvons écrire :

1

Ou @, est la fonction de base associé a 1’aréte (resp. face) I'; et n; est le vecteur normal extérieur a
l'aréte (resp. face) I';.
D’autre part, dans le cas de l'utilisation de la discrétisation V E'F' nous pouvons écrire :

1
— b, =9, 7.24
|n|/n. i= 0 (7.24)

Soit Ny, 'entier correspondant au nombre d’arétes (resp. face) appartenant aux éléments fils, is-
sues de l'aréte (resp. face) numéro F' de I’élément pere. Dans les cas 2D et 3D nous avons respec-
tivement Ny, = 2 et Ny, = 4. Dans ce qui suit, nous noterons F; la face (resp. aréte) de 1’élément
pere portant le numéro i, et f;; ;=i v, les faces (resp. arétes) filles issues du raffinement de la face
F;. Avec ces notations, nous avons :

fijﬂFi:fij sil<j < Np (7.25)
Nous noterons ufj la valeur de u;, au barycentre de la face (resp. aréte) f;;. Dans le cas ot1 nous
utilisons la discrétisation VV D F' alors nous ne nous intéresserons qu’a la composante normale de
la valeur de u au barycentre de la face.

Introduisons la numérotation suivante :
Considérons un élément pére et ses éléments fils, comme cela est illustré sur la figure 7.3 dans le
cas particulier du simplexe en 2D.

Lorsqu’ une aréte (resp. une face) de 1'élément pére se trouve étre découpée plusieurs arétes
(resp. faces) appartenant a ses éléments fils, alors ces derniéres porteront le méme numéro que



7.2. CONSTRUCTION DU NOUVEL OPERATEUR D’'INTERPOLATION 93

f21 fll

F2 Fl

fuo
Ja

fo foo fo

FIG. 7.3: Numérotation des arétes de 1'élément pere (a gauche) et de celles de ses éléments fils (a
droite)

'arréte (resp. face) dont elles sont issues.

Exprimons l'intégrale de uy; (resp. u, - n;) sur une face mere F; donnée, nous avons :

Nfb Nfb

/uhk Zuf”/ by, = Zuf”
J

et, en notant uhj la valeur de uy, au barycentre de la face f;;

fil (7.26)

Nfb Nfb

/F w, - n; = Z w? ny, /f ®y,onp, = wong,
j=1

ij

fijl (7.27)
Ou @y, (resp. @y, ) est la fonction de base associée a la face f;;.

7.2.3 Application aux simplexes

Dans cette partie, nous allons détailler la formule 7.18 lorsque nous avons des simplexes. Re-
marquons que dans ce cas, les différentes faces filles issues d"une méme face de 1'élément pere,
ont la méme surface. Autrement dit, si nous nous intéressons aux faces filles issues de la face i de
I’élément peére, nous avons la relation :

|fiol = |fi] en2D

(7.28)
|fiol = | fir] = | fiz| = |fis] en3D
Ainsi, nous pouvons réécrire la formule 7.18 de la maniere suivante :
1 nb_faces [ Nyb -
70 B (upg) = 7 Z Z“;fk P, (7.29)
b =1 j=1

Ou nb_faces est le nombre de faces (resp. aréte) du simplexe. ®; est la fonction de base associée a
la face (resp. aréte) numéro ¢ de 1'élément pere.
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7.2.4 Application aux quadrangles et hexaédres

Discrétisation VDF

Dans le cas de 1'utilisation de la discrétisation V DF', le maillage ne peut étre formé que de
rectangles (resp. pavés). Par conséquent la relation 7.28 est toujours vérifiée et nous avons

nb_faces [ Nyp

1 y
my P () = N Z Zuhj ‘ny, | P (7.30)
7=1

i=1

Discrétisation Q.

Si nous utilisons la discrétisation Q}, alors la relation 7.28 n’est plus vérifiée. Les différentes
faces des éléments fils, issues d"une méme face de 1’élément pere, n’ont pas forcément les mémes
surfaces, comme illustré par la figure 7.4. Cette remarque donne lieu a la propriété suivante :

Propriété 15 Soit K, un élément pere hexaédrique. Notons F; la i°™° face de K,,.
Si F; est un trapeze non rectangle alors le découpage de F; en quatre faces ( fi;)j par subdivision au milieu
des arétes de I; engendre des faces qui ne sont pas de méme surface. Nous avons donc :

|fal # | fis]
Preuve de la propriété 15 :
I\
_b .
T ~ S
1 2
Q R
B

FIG. 7.4: Découpage d'une face d"un hexaedre quelconque

Reportons-nous sur la figure 7.4, elle représente le découpage d’une face (TQRS) d"un hexa-
edre en quatre faces filles numérotées de 1 a 4. Posons H = 1.
Soit A; I'aire de la face portant le numéro i. Notons ||AB|| la longueur du segment AB.
Les points S et S; sont situés au milieu des segments 7T'Q) et SR.
Nous allons montrer que A; # As. Pour cela il nous faut d’abord avoir ||Sy M.
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Calcul de || Sy M || :
Introduisons le réel k tel que b = kB avec k < 1.
Nous pouvons écrire, d’apres le théoréme e Thales :

oyl _ b
===k
el B
Donc
\UQl = [[UT[| + H = |[UT]| +1
D’ou .
UT|| = ——
Tl =
De plus nous avons la relation :
b2 WUTI _  [lUT]|

I1SoM[| [IUTI|+H/2  ||UT]|+0.5

Nous pouvons maintenant calculer |SyM | :

_ b ||UT+05H
SoM — ok
_9 +1 1—-k
2 (1—k) k
b(k;+ 1)
4k

Nous pouvons alors calculer les aires A; et As.

Calcul de A; et A5 :

Nous avons : N

+
a =g (s +5) = (S5 )

D’autre part :

B\H 1(bk+1 B
M i R —_
15021} + )2 4(4 k +2)

Conclusion :

95

(7.31)

(7.32)

Pour avoir I'égalité A; = Aj; il faudrait avoir 'égalité 3k + 1 = k + 3. Or cette derniere égalité
n’est vérifiée que dans le cas ot1 £ = 1. Par conséquent, si la face F; de 1'élément pere n’est pas

rectangle, alors nous avons bien :

| fil # | fisl



96 CHAPITRE 7. OPERATEURS D'INTERPOLATION ET D’EXTRAPOLATION

Lorsque nous utilisons la discrétisation Qj, si nous voulons appliquer 1'opérateur d’interpo-
lation 7.19 nous devons utiliser la formule suivante :

nb_faces Nyy
Qhe 1 1 ij
T N (k) = 1 D) Ul fil | ®i (7.33)
h Nfb ZZI |E‘ jzo hklJg

7.3 Apport du nouvel opérateur d’interpolation

Dans cette partie, nous allons mettre en lumiere ce qu’a apporter 1'utilisation du nouvel opé-
rateur d’interpolation défini par 7.18.
Reprenons la figure 7.2. Sur les éléments fils, ajoutons les points suivants :

a : milieu du segment S, 5; d : milieu du segment S35,
b : milieu du segment S; Sy; e : milieu du segment S,S; F
¢ : milieu du segment S5,55; f : milieu du segment S5.5

La figure 7.5 illustre ces ajouts. Sur 1’élément pere, rajoutons :

Fy
€ d
K,
Fy Fy
f Ky c
Ky K,
S S
F a F b Iy

FIG. 7.5: Tllustration des nouveaux ajouts.

— A :milieu du segment /)P (A est confondu avec F3);
— B :milieu du segment P, P, (B est confondu avec Fy);
— C:milieu du segment P, P, (C est confondu avec F}) .

Rappelons que nous avons un champ vectoriel u;, a divergence nulle, défini sur chaque élément
fils. Soit uy'? le champ vectoriel défini sur 1’élément pere & partir de 1'opérateur défini dans [22].
Nous avions constaté que la divergence de uy? n’était pas nulle.

Introduisons a présent le champ vectoriel u;*” défini sur 1'élément pere a partir de l'opérateur

d’interpolation que nous venons de décrire. Pour cela nous avons besoin des informations sui-
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vantes : .
u(a) = (8) u(b) = %
4

: 1

u(c) = 61 ) u(d) = _§

5 5

ue) =| % u(f)=| 4

4 2

A présent nous pouvons appliquer la formule 7.29. Nous obtenons alors :

3 3 T
wr @)= | werd=| 1 wro =] (7.34)
8 8 8
Apres interpolation, il vient : X '
wer = |3 " ﬁ T2 (7.35)
~3 + ix -y

Un rapide calcul nous donne la divergence :
Vg™ =1-1=0

Nous avons bien la divergence de u}“" qui est nulle.

7.4 Résultats numériques

741 2D
Considérons le probléme suivant

Probleme 23 Soit Q) le carré unité défini sur [0,1] x [0, 1]. Nous cherchons un couple (u,p) , a valeur
respectivement dans R? et R, tel que :

—Au+Vp = f dans
V-u = 0 dans €)
U = Upyyg Surof

Otion a posé:

f:< 2 % cos(z) * sin(y) )

et rd =
—2 % sin(x) * cos(y) Hoord <

cos(x) * sin(y) )

—sin(x) * cos(y)
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Alors, la solution analytique de ce probleme est donnée par

. ( cos(x) * sin(y) ) et p=0 (7.36)

—sin(x) * cos(y)

La pression étant définie a une constante pres, TRIO_U impose p = 0 sur un élément. Notons que
nous utilisons la version étendue de la méthode V EF.

Maillons 2 avec, pour commencer, quatre mailles. Puis raffinons le maillage quatre fois de suite
(nous obtenons alors 256 mailles).Le maillage obtenu est présenté par la figure 7.6 A chaque ité-

¥Y-Axis 1 1.

-’Uﬁﬂlz i

— 00365

04317

— 02269

e 002214
T - . 1.0 Me: 08412
0.0 0.5 1.0 X-Axis Min: 0.02214

FIG. 7.6: Maillage de (2 et la norme du champ de vitesse obtenue apres le lancement de la simula-
tion.

ration, aprés avoir résolu le probleme avec un niveau de raffinement donné, le module AMR de
TRIO_U interpole l'inconnue pour la définir sur les maillages "péres", plus grossiers. La figure
7.7 regroupe plusieurs illustrations de la divergence du champ de vitesse sur différents niveaux
de réffinement du maillage (résultats obtenus via I’opérateur d’interpolation mis en place dans ce
chapitre). Sur le maillage le plus fin est calculé le champ de vitesse u;. Sur le maillage intermé-
diaire est calculé 7} ®¥(u;,) et enfin sur le maillage le plus grossier, c’est ) “¥ (1) F¥ (uy,)) qui est
calculé. Le solveur utilisé pour cette simulation est un solveur de type Uzawa dont le seuil a été

fixé a le — 10.

Maintenant, étudions le comportement de 'erreur, calculée en norme L?, en fonction de la taille
moyenne des mailles. Pour cela langons la résolution du probleme 23 en imposant le raffinement
de I'ensemble du domaine 2 de maniére homogene. La figure 7.8 représente le comportement
de l'erreur en fonction de la taille des mailles de (2, en échelle logarithmique. En échelle loga-
rithmique, nous nous attendons a avoir une pente de 2. Sur la figure 7.8 nous avons tracé le
comportement de la fonction z* car en échelle logarithmique, la pente de 2% est de 2. La pente de
la courbe de I'erreur obtenue est d’environ 1.99026, soit approximativement 0.48% de différence
par rapport a la pente de la courbe de 2.
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o- |I\\\IIIII|I\IIIIIII‘\ 0. |||||\\||||||II\\\II|I
T . s 3 5 s .
0.0 0.5 1.0
7027002
i = U2re—
230911 .2.5206 11 g . .
i . — 307%e-12
-7 S 1292811
5B800e-13 3.310e-13
38508-12 _
1
1176211 -3.017e-12
6221212
-6.305e-12
2410511
-1,6298-11 Max: 2.5268-11 ME’-‘;{’%%%E}EE
Max: 2,309e-11 Min: -2.410e-11- -0, 2
Min: -1.629e-11

FIG. 7.7: Illustration de la divergence, calculée aux éléments, des interpolés successifs du champ
de vitesse.

10

‘erreur_norme_L2' ——
ks

(I o

0,001 |

Erreur en norme L2

0,0001 F

le-05 |

le-0B

0,01 L B 1
Taille dez maille=s

FIG. 7.8: Comportement de l’erreur en norme L.

74.2 3D

Intéressons a présent a un probleme en 3 dimensions.
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Probleme 24 Soit Q) le cube unité défini sur [0,1] x [0, 1] x [0, 1]. Nous cherchons un couple (u,p) , a
valeur respectivement dans R3 et R, tel que :

—Au+Vp = f dans )

Vou = 0 dans )
U = Upypg Surof?
Otion a posé:
3 x sin(x) * cos(y) * sin(z) sin(z) * cos(y) * sin(z)
f =1 —3%0.5x%cos(x) * sin(y) * sin(z) et Wpora = | —0.5 % cos(z) * sin(y) * sin(z)
3% 0.5 x cos(x) * cos(y) * cos(z) 0.5 % cos(x) * cos(y) * cos(z)

Alors, la solution analytique de ce probleme est donnée par
sin(x) * cos(y) * sin(z)
u= | —0.5x%cos(x)* sin(y) * sin(z) et p=20 (7.37)
0.5 % cos(x) * cos(y) * cos(z)

Nous allons, comme dans le cas 2D, partir avec un maillage initial relativement grossier, puis le
raffiner au fur et a mesure. Intéressons-nous a la divergence du champ de vitesse, une fois celui-ci
interpolé. La figure 7.9 regroupe plusieurs illustrations de la divergence du champ de vitesse sur
différents niveaux de raffinement du maillage. Comme dans le cas 2D, sur le maillage le plus fin
est calculé le champ de vitesse u,. Sur le maillage intermédiaire est calculé ) #%'(uy,) et enfin sur
le maillage le plus grossier, c’est ) %' (7)E¥' (u;,)) qui est calculé.

Le solveur utilisé pour cette simulation est un solveur de type Uzawa dont le seuil a été fixé a

le — 10.

Maintenant, étudions le comportement de 'erreur, calculée en norme L?, en fonction de la taille
moyenne des mailles. Pour cela langons la résolution du probleme 24 en imposant le raffinement
de I’ensemble du domaine 2 de maniere homogene. La figure 7.10 représente le comportement
de l'erreur en fonction de la taille des mailles de (2, en échelle logarithmique.

La pente de la courbe de 1’erreur obtenue est d’environ 1.85 alors que, comme dans le cas 2D,
nous nous attendions a avoir une pente de 2. Nous avons donc approximativement 7.5% de dif-
férence par rapport a la pente de la courbe de 2.

Ce résultat n’étant pas satisfaisant, nous avons relancé ce cas test avec le code regu au début du
DRT (avant qu’il n'y ait la moindre modification) et nous obtenons le méme résultat. Deux pistes
restent encore a explorer :
— abaisser le seuil du solver Uzawa;
— raffiner davantage pour étudier le comportement de I’erreur avec des mailles encore plus
fines.

7.5 Opérateur d’extrapolation mis en place par Eli Laucoin

Nous venons de voir comment a été construit le nouvel opérateur d’interpolation permettant
de définir 'inconnue sur I'élément pere a partir des données disponibles sur les éléments fils.
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O

' IBse R ' 151811

—1.007e-11

' 372e-1

— 8.2082-12 —2041=-11

. 1611812 1.3642-12 3706212

.:—0.8539—12 o —-5.561e-12 - —-1.300e-1N
-1.532e-11

-1.248e-11

-2.971e-11
Max: 1.854e-11 Meie: 1.5182-11 Mee 2.7122-11
Mim: -1.532e-11 Min: -1.2482-11 Min: -2.8712-11

FIG. 7.9: Illustration de la divergence, calculée aux éléments, des interpolés successifs du champ
de vitesse.

'erreur_norme_L2' ——
it

0lp

001 p

Erteur en norme L2

0,001

f.0001

0.1

Taille des mailles

FIG. 7.10: Comportement de l’erreur en norme L?.

Rappelons que les opérateurs mis en place dans [22] manipulent les valeurs des champs incon-
nues (scalaires ou vectoriels) aux sommets des éléments, et non pas aux barycentres des faces
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(resp. arétes). Dans cette structure de données, chaque sommet se trouve dupliqué autant de fois
que le nombre d’éléments auxquels il appartient.
Etudions la méthode proposée dans [22] pour définir un champ vectoriel u, sur les éléments fils

Py F5

3 Ky Fy

K() KS Kl

By P Fy F Fy

FIG. 7.11: Elément pére (gauche) et son découpage en quatre éléments fils (droite)

(Ff;); a partir des données disponibles sur I'élément pere K. La figure 7.11 illustre, en 2D, un
élément pere et ses quatre éléments fils issus du raffinement de I'élément pére.

Soit u;, un champ vectoriel défini aux sommets de 1'élément pére. Afin d’extrapoler u; sur les
sommets des éléments fils, la méthode proposée dans [22] consiste a appliquer les relations sui-
vantes :

u,(Fo) = up(Fy) 5 wp(F1) = % (un(FPoy) +up(P1))
uh(Fg) = uh(Pg) ) uh(F3) = % (uh(Po) -+ uh(Pg)) (738)
u,(F5) =up(P) uy,(F'4) = 2 (up(P1) +up(P))

En 3D, le principe reste exactement le méme.

En appliquant les relations 7.38, nous conservons la linéarité du champ vectoriel, et le champ
vectoriel ainsi défini sur les éléments fils sera identique au champ vectoriel défini sur 1’élément
pere. L'opérateur d’extrapolation mis en place dans [22] conserve donc la nullité de la divergence
d’un champ vectoriel. Cependant, il ne faut pas oublier que nous manipulons , via un change-
ment local de discrétisation, les valeurs de l'inconnue aux sommets. Rien n’assure la continuité
de l'inconnue aux barycentres des faces (resp. arétes). Pour assurer la continuité de I'inconnue
aux barycentres des faces (resp. aréte), la méthode proposée dans [22] consiste a calculer la va-
leur aux barycentres des faces (resp. aréte) comme étant la moyenne des valeurs de 1'inconnue
aux sommets encadrant la face (resp. aréte) , et ce, pour chaque élément séparé par la face (resp.
aréte).

Illustrons nos propos par un exemple. La figure 7.12 montre deux éléments triangulaires n’étant
pas issus du méme élément pere.

Supposons qu’apres l'étape d’extrapolation, nous ayons un champ vectoriel u;, défini aux som-
mets (en 1'occurence Sy et S;). Dans le cas illustré par la figure 7.12, u;, posséde deux valeurs sur
chacun des sommets Sy et S;, une valeur associée a I’élément K5, et une autre associeé a 1’élément
K. Notons u,,(S;)|k, la valeur de u;, au sommet S; associé a I'élément K. Aussi, pour calculer uy,
en M, la méthode proposée dans [22] est la suivante :

1

u, (M) = : (un(S0)| Koy + Wn(S1) K5y + 1n(So0)|ro + 1n(S1)] ) (7.39)

Ainsi la continuité de u;, est assurée en M, en revanche rien n’assure la conservation de la nullité
de la divergence.
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S5

K Ko

S

FIG. 7.12: Deux éléments fils n’étant pas issus du méme élément pere.

On se propose donc de définir un nouvel opérateur d’extrapolation qui traitera le champ inconnu
aux barycentres des faces (resp. arétes).

7.6 Construction du nouvel opérateur d’extrapolation

Nous allons étudier comment construire un opérateur d’extrapolation qui, une fois appliqué
a un champ vectoriel, conservera la nullité de la divergence de ce dernier. Dans ce qui suit, l'in-
connue sera définie aux barycentres des faces (resp. aréte).
Soit u un champ de vitesse a divergence nulle, défini sur I'élément pére K.
Dans ce qui suit les faces de I’élément pere seront notées (F;); tandis que les faces des éléments
fils (K1), seront notées ( o).
Rappelons également que par définition du raffinement du maillage, dans 1'ensemble des faces
(fm)m, se trouvent les faces issues du raffinement d’une face F;. Nous noterons ces faces : (f;;);.
Autrement dit, les faces (f;;); forment un recouvrement de la face F;, et plus précisément nous
avons les propriétés suivantes :
— achaque face F; de I’élément peére correspond un nombre d (d = 2 en 2D et d = 4 en 3D) de
faces des éléments fils, ( f;;);, qui la recouvrent;
— a chaque face f;; d'un élément fils Ky, tel que 0K s, N IK,, # (), correspond une unique face
F,; de I’élément pere telle que 'on ait f;; C F;;
— a chaque face f;; d'un élément fils Ky tel que 0Ky, N 0K, = (), ne correspond aucune face
de I’élément pere .
Remaquons également que, si f,,, € 0K, la relation suivante est vérifiée :

m i 1

Dans la suite, 7, (uy,) (encore noté 71 ¥ (uy,)) représentera le champ vectoriel uy, extrapolé vers les
éléments fils (K1), a partir de 1’élément pere K.
Pour définir 'opérateur 7, (u;) nous allons commencer par considérer le cas ot les mailles sont
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des simplexes, puis nous passerons au cas ol les mailles sont des parallélogrammes ou des paral-
1élépipedes.
7.6.1 Définition de 7, sur les triangles

Ftudions la propriété suivante :

Propriété 16 Soit u;, un champ vectoriel défini sur un élément peére K,. Dans le cas out f,, € 0K, F;
est l'unique face de I'élément K, telle que f,, C Fj. Soit FJ¥P I'aréte appartenant a 0K, parallele a f,,.
L’opérateur d’extrapolation ), défini par les relations :

me S 8Kp, /f ’ﬂ'h(uh) = “J;:“ /F uy
me ¢ 8Kp s /f Wh(uh) |fm‘

~E] o

uy

conserve la nullité de la divergence de w;, sur les éléments fils.

Preuve de la propriété 16 :
Commengons par remarquer que nous avons :

| fm] 1

=-  sif, € ik,
||]{Z“ ‘f | (7.41)
] = pi si f, ¢ 0K,

Mlustrons a I'aide de la figure 7.13 ce qu’est I'aréte F*? par rapport a l'aréte f,,.
Maintenant, vérifions que 7, (u;,) est bien a divergence nulle sur les éléments fils (K ;); issus du

opp
FP

Jm

FIG. 7.13: Illustration de l’aréte Fpof’p.

raffinement de 1'élément pére K,. Deux cas de figures se présentent a nous : soit 1"élément fils
possede au moins une aréte sur 0K, soit il ne possede aucune aréte sur 0K,.

Supposons que Ky, ne posseéde aucune aréte sur 0K,. En notant n le vecteur normal unitaire
extérieur a Ky , il vient alors :

1 1
V~7rh(uh): / ’ﬂ'h(uh)'l’l:—/ u,  -n-—— V-uh
Ky, 0K sy, d 0Ky d Ky
0
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Supposons maintenant que Ky, posséde au moins une aréte sur 0K, il vient :
V'?Th(llh) = / Wh(uh)'l’l
Bka

= Z/Whuh n—i—Z/ﬂhuh

ka

f €0Kp fm¢OKp
AN RS S B
fmeaK f ¢oKp” o
1/
= —= u, -1
d Jok,
1
= - V- up
dJk,
=0

Le champ vectoriel défini sur les éléments fils a partir de 1'opérateur m, est bien a divergence
nulle. ¢

Remarquons que la définition donnée par la propriété 16 de l'interpolé assure que le champ de
vitesse obtenu est bien continue au milieu des arétes des éléments fils : ceci est important car on
pourrait bien avoir deux éléments péres voisins qui soient raffinés de facon identiques et donc
qui doivent respecter cette contrainte.

Remarque 7.6.1 La formule proposée ici permet de retrouver localement le champ inconnu vectoriel
initial quand on applique successivement un raffinement défini a I’aide de I'opérateur d’extrapolation ci-
dessus puis un déraffinement défini a I'aide de l'interpolateur d’interpolation défini dans ce document. En
effet, notons w1t I'opérateur d’extrapolation que nous venons de définir et wl'¥ l'opérateur d’interpolation
défini en 7.18 , nous avons :

Ifml
meeaKp,/ P (ay) uy,
fm o ~|F

VF; € 0Kp, / 7EP (uy,) :Z/ u
F; j i

L’application successive de ces deux opérations redonnent bien localement le champ vectoriel initial.

et

Remarque 7.6.2 L'interpolateur proposé ici ne préserve toutefois pas la linéarité d'un champ vectoriel
passé en arqument. Il préserve cependant les constantes.

7.6.2 Définition de 7}, sur les tétraedres

Intéressons-nous maintenant a la définition de 1’opérateur d’extrapolation lorsque nous utili-
sons des tétraedres.
Soit u;, un champ vectoriel donné a divergence nulle sur 1’élément pere K,,. Commencons par in-
troduire quelques notations. Par soucis de cohérence, nous reprendrons les notations introduites
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dans [22] : x; désigne un sommet de I'élément pere Kp, z;; le milieu de l'aréte de Kp dont les
extrémités sont z; et ;. Les éléments fils K, pour k = 1...8 sont définis dans [22] par la donnée de
la liste de leurs sommets selon la convention suivante :

Ky = |z, o1, To2, To3) K5 = |To2, T23, T13, T12

K7 = |x13, 03, Toz2, To1

[ ] [ ]
Ky = [zo1, 71, 112, 13] K6 = [Xa3, T13, To3, T2
Ky = [xoz,xlz,x%iﬂzs] [ ]

[ ] [ ]

Ky = (203, 713, T23, v3)  Kg = [T12, Toz, To1, T13

Pour simplifier les notations, les faces des éléments fils K, seront également données par la liste
de leurs sommets.

Nous souhaitons définir 1'opérateur d’extrapolation de maniere identique a celle utilisée dans
le cas des triangles. Pour cela, introduisons les grandeurs numériques (F'L;);—; 4 définies de la

maniere suivante : )
FL,=- uy, - n
d Jsm»

ou f désigne la face de 1’élément pere Kp opposé au sommet z; et n le vecteur normal unitaire
extérieur a Kp.
Nous avons bien stir la relation :

ZFLZ-:O

Afin d’associer a une face des éléments fils K, 'une des grandeurs F'L; nous utiliserons la nota-
tion suivante :

[951,9512,9513] [952,9512,9523] [953,9513,9523] [$01,I02,$03] = [$12,$13,$23]
[IB 9502,9503] [IB 9502,9523] [IB 9503,9523] = [5501,9512,9513] = [$02,$03,$23]
[95 3701,9503] [95 3701,9513] [95 3703,9523] = [$02,$12,$23] = [$017$03,$13]
FLS [IBO,IB01,IB03] [xl,xm,xw] [IB2,IB02,IB12] [5503,9513,9523] = [$01,$02,$12]

Nous remarquons que, contrairement au cas des triangles, nous n’avons pas pu associer une des
quantités F'L; a chaque face des éléments fils. C’est le cas de certaines faces des éléments fils
intérieurs a I’élément pére (i.e. les éléments K5, K¢, K7 et Ky).
Introduisons alors I'ensemble suivant :

— Y : Ensemble des faces f,, nappartenant pas au bord de 1'élément pere 0K, et qui ne soit

paralléle a aucune face F; se trouvant sur 0K,,.

Pour déterminer quel flux I'opérateur d’extrapolation devra imposer sur les faces appartenant a
I’ensemble Y, nous allons tenter de satisfaire la contrainte de divergence nulle sur les éléments fils
suivants (ici, repérés par leurs faces) :

Ks : o2, T13, T2s|, |Toz2, T12, T23|, [To2, T12, T13), |T12, T13, T23

s sl sl ]
K¢ : |23, 713, $23], [$02> €13, $23], [$02> Zo3, $23], [$02> X3, 57513]
K7 [w02, T3, $13]7 [$01, Z03, $13]7 [$017 Z02, $13]7 [$017 L02, 9503]

J: J: J: ]

Ky : [$01>$02,$12 y [ X025 L12, T13], [L01, L12, L13], |L01, L02; L13

On voit que parmi cette liste de faces que 4 n’appartiennent pas a 'ensemble Y. Nous allons donc
donc chercher 4 valeurs telles que les 4 conditions de divergence nulle sur les éléments fils Ky
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pour k£ = 5...8 soient vérifiées. Soient o, 3, v et 0 les flux que 1'opérateur 7, imposera sur les
faces [roz2, T13, Ta3] , [To2, T12, T13) , [To1, To2, T13) et [zo2, Tos, x13]. Nous aboutissons alors au systeme
suivant :

a+pB=FL +FLy
—a+8=FLy+ FLy= — (FL, + FLs)

—§+~=FL + FLs
—B—~=FLy+ FLy= — (FLy + FL3)

e

Remarque 7.6.3 La présence de signe ”-" tient au fait que pour une face interne donnée et pour les deux
éléments fils internes possédant cette face, le sens du vecteur normal unitaire sortant associé a cette face
change d'un élément fils a I'autre.

La matrice associée au systeme linéaire précédent est de rang 3 (la derniére de la matrice s’écrit
comme l'opposé de la somme des trois premieéres) et le membre de droite est dans I'image de
la matrice. Il existe une infinité de solutions au systeme 7.42, dont une solution particuliere est
donnée par :

=L+ FLg
=0
=FLy+ FLg
=0

o 2 @ R

La définition de 'opérateur d’extrapolation en 3D est donnée par la propriété suivante :

Propriété 17 Soit uy, un champ vectoriel défini sur un élément pere K,. Soit F* la face appartenant a
0K, et parallele a f,,. Soit 7, I'opérateur d’extrapolation défini par : m,, défini par les relations :

1
Vfm € 0K, , / m(up) = g/ up,
fm I

Vo telle que f,, & OK,etf, ¢Y | / mh(uy) = é/ w,
fm Ff’pp

meEY,/’/Th(llh)'l’l =0
fm

Ot © est un scalaire valant o, 3, v ou 0 suivant la face considérée. Alors ), conserve la nullité de la
divergence de y, sur les éléments fils.

Preuve de la propriété 17 :

Dans le cas ou I'élément fils posséde une face appartenant a I’ensemble Y, rien n’est a démontrer
puisque nous avons calculer les flux a imposer de telle maniére a conserver la nullité de la diver-
gence du champ vectoriel uy,.
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Intéressons-nous plutot a un des éléments fils K, avec k compris entre 0 et 4, alors :
V~7rh(uh) = / Wh(uh)'l’l
8ka

- Y [ mwowe X [ wwen

fmG@KP m fm ¢ 8KP
fm @Y
- e Y L,
fm€OKp fom ¢ 0K p
fm @Y
! / u n
= — ht
d Joxp
1
= - V- uy
d Jk,
=0

Notons que dans le cas ou f,, € 0K, I'indice i de I'expression F'L; est le méme que l'indice 7 qui
désigne la face F; (vérifiant f,, C F;).

Le champ vectoriel défini sur les éléments fils & partir de 'opérateur ;, est bien a divergence
nulle. ¢

7.6.3 Définition de 7, sur les parallélogrammes

Dans cette partie, on se propose de généraliser la définition de 'opérateur d’extrapolation 7,
défini dans le cas des simplexes, afin de pouvoir nous en servir dans le cas des parallélogrammes.
Nous allons donc définir un opérateur d’extrapolation adaptée pour la discrétisation VD F et un
autre adapté pour la discrétisation Q..

Reprenons les notations de la partie précédente et introduisons z,, le sommet se trouvant au
milieu de 1’élément, comme illustré par la figure 7.14.

Soit u;, un champ vectoriel a divergence nulle sur 1’élément pere K,,. Introduisons les grandeurs
numériques (F'L;);—; 4 définies de la maniére suivante :

1
FLi:a/Fiuh-n

Afin d’associer a une aréte (repérée par ses sommets) des éléments fils K, 1'une des grandeurs
F'L; nous utiliserons la notation suivante :

FLg [l’o, 5502] = [55027 1’2]
FL, = [l’o, 5501] = [5501, 1’1]
FLy = [x9, T3] = [223, 73]
FLz= [1’1, 5513] = [5513, 1’3]

Nous constatons que, comme dans le cas des triangles, toute aréte qui ne se trouve pas sur 0K, est
parallele a au moins une aréte de I'élément pere. Seulement, contrairement au cas des triangles,
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o) T23 €3
ng Kf3
T M
T2 T13
Kfo Kfl
Lo Zo1 x

FIG. 7.14: Découpage d’un élément pére en quatre éléments fils.

toute aréte qui ne se trouve pas sur 0K, est parallele non pas a une seule aréte de I'élément pere,
mais deux. Par conséquent, nous ne savons pas, a priori, quel flux imposer le long de ces arétes.
Comme précédemment, pour déterminer quel flux 1’opérateur d’extrapolation devra imposer sur
les arétes [xo1 zarl[xo2 xarl[x2s xar] et [x13 2], nous allons tenter de satisfaire la contrainte de
divergence nulle sur ’ensemble des éléments fils.

Soient a, 3, v et J les flux que l'opérateur 7, imposera [zo1 za][ro2 2am]l2es xu] et [x13 zar] -
Nous aboutissons alors au systeme suivant :

a+B= FLy+FL,

—B+4+~= FLy+ FL,

—y+d6d= FLy+ FLj

—a+0= FL3+ FI,
Le systeme ci-dessus est bien posé car bien que la matrice soit de rang 3 (la derniére de la matrice
s’écrit comme l'opposé de la somme des trois premieres), le second membre appartient bien a

I'image de la matrice. Par conséquent il existe une infinité de solutions (due a la présence d'un
noyau pour la matrice), dont la particuliere :

a= 0

8= FlLy+ FL,
v= FLy— FLs
0= FLy— FLs

La définition de 1’'opérateur d’extrapolation dans le cas de l'utilisation de la discrétisation VD F
est donné par la propriété suivante :

Propriété 18 Soit u, un champ vectoriel défini sur un élément pere K,. Soit n le vecteur normal unitaire
extérieur a K. Soit w) P I'opérateur d’extrapolation défini par :

1
meeaKp,/ 7/ PE(uy,) - n :—/uh-n

me¢aKp, / Wh(uh)-n =0

Im
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Ot © est un scalaire valant o, (3, -y ou & suivant la face considérée. Alors ’ﬂ'VDF conserve la nullité de la
divergence de wy, sur les éléments fils.

La définition de 'opérateur d’extrapolation dans le cas de l'utilisation de la discrétisation Q}, est
donné par la propriété suivante :

Propriété 19 Soit u, un champ vectoriel défini sur un élément pere K,. Soit n le vecteur normal unitaire
extérieur a K,,. Soit w2V I'opérateur d’extrapolation défini par :

Vfm € 0K, / QINC (y :l/uh
fm d I

me ¢ (9Kp s / Wh(uh)QlNc ‘n =06

Im

QINC

Ot © est un scalaire valant «, (3, -y ou § suivant la face considérée. Alors conserve la nullité de la

divergence de uy, sur les éléments fils.

Les preuves des propriétés 18 et 19 sont semblables aux preuves des propriétés 16 et 17.

7.6.4 Définition de 7, sur les parallélépipédes

Dans cette partie, on se propose de généraliser la définition des opérateurs d’extrapolation

Ty PE et x9N définis dans le cas des parallélogrammes. En reprenant les notations introduites

precedemment, il nous est possible de définir les faces du parallélépipede pere K, en fonction des
sommets, comme suit :

Fy = [:Eo, T2, X4, 1’6] Fy = [IBO, Ty, T3, IB2]
Fy = [x0, 21, T5, T4] Fy = [21, 73, 77, T3]

Fy = [x9, x3, x7, x6] F5 = [24, @5, 27, 6]

Intéressons-nous au cas aux facesportées par les éléments fils (Ky;);. Comme dans le cas des
parallélogrammes, toute face f; n’appartenant pas a dK, est parallele a deux faces de 1’élément
pere K,,. Par conséquent, nous ne savons pas, a priori, quel flux imposer le long de ces faces.
Douze faces sont dans ce cas. Afin de les repérer, introduisons les notations suivantes : x,;; est
le barycentre de la face F; et z), est le barycentre de 1'élément pere K. Les faces portées par les
éléments fils, n’appartenant pas a 0K, sont les faces suivantes :

[5501, Tni, T, 1’M2] [l’Ml, X923, TM4, IBM] [37M2, Tprry, TMs, 3745] [-TM> Tpra, Ter, CUMs] (7-42)
[Toa, Taa2, Tar, Tago]  [Tars Tsis Tz, Ta] o [Tao, T, Taras Te2] [T, Tas, s, Taa] o (7.43)
[xoz, Ty, TM, JCMO] [JTMl, x13, TM3, JCM] [xMo, Tny, TMs, $46] [xM, Tp3, Ts7, $M5] (7-44)

Comme précédemment, pour déterminer quel flux 1'opérateur d’extrapolation devra imposer sur
ces faces nous allons tenter de satisfaire la contrainte de divergence nulle sur I’ensemble des
éléments fils.

Soient (cv); , (5;): et (7;); les flux que I'opérateur 7, imposera sur les faces décrites respectivement
en7.42,7.43 et7.44.

Introduisons maintenant les grandeurs numériques (F'L;);—; ¢ définies de la maniere suivante :

1
FLi:a/Fiuh-n
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Nous aboutissons alors au systéme suivant :

agt+Bo+vw= FL3+FLi+FLs ; —ag— P —n= FL+ FLy+ FLj
—ay — o+ = FLo+FL +FLy ; —a1—B3+1n= FLi+FL3+ FL,
—ao+ By —v2= FLy+ FLy+ FLy s+ 01 —v3= FlLy+ FL3+ FLj
—az+ [y +y2= FLy+ FLi+ FLs ; az+ B3 +73= FL3+ FLy+ FLs

La matrice associée a ce systéme est de rang 6 et le second membre est dans 1'image de la matrice.
Notons qu'’il existe une infinité de solutions.

INC
VDF 7TQ

Les opérateurs d’extrapolation 7; “* et sont définis par les propriétés suivantes :

Propriété 20 Soit u;, un champ vectoriel défini sur un élément pere K,. Soit n le vecteur normal unitaire
extérieur a K. Soit w}' ¥ 'opérateur d’extrapolation défini par :

Vf € K, / vDr( :1/uh.n
me§§c9Kp,/ WXDF(uh)-n =0
fm

O © est un scalaire valant («;);, (3;); ou (v;); suivant la face considérée. Alors ) P¥" conserve la nullité
de la divergence de uy, sur les éléments fils.

Propriété 21 Soit u;, un champ vectoriel défini sur un élément pere K,. Soit n le vecteur normal unitaire
extérieur a K,,. Soit 2N I'opérateur d’extrapolation défini par :

Yfm € 0K, / QNG (y :1/ uy,
fm d F;

megéﬁKp,/ 7@V ,) n =06

Jm

QLINC

Ot © est un scalaire valant (cv;);, (B3;); ou (7;); suivant la face considérée. Alors ) conserve la nullité

de la divergence de uy, sur les éléments fils.

Les preuves des propriétés 20 et 21 sont semblables aux preuves des propriétés 16 et 17.

Conclusion de ce chapitre :

Alors que jusqu’a présent, lors d'une étape de déraffinement, rien ne garantissait la conservation de la nul-
lité de la divergence d’un champ vectoriel, nous venons de mettre en place un opérateur d’interpolation qui
assure, justement, la conservation de la nullité de la divergence du champ vectoriel sur lequel il s’applique.
Comme nous I'avons remarqué en introduction, le fait de conserver la nullité de la divergence d’un champ
vectoriel lorsque le maillage se modifie, permet d’économiser une étape de projection qui peut coilter cher en
temps de calcul.

Nous avons également proposé la construction d’un opérateur d’extrapolation permettant de conserver la
nullité de la divergence d’un champ vectoriel sur les éléments fils.
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Chapitre 8

Etude de la positivité du schéma numérique
de convection amont

La propriété de positivité est treés importante car de nombreuses équations de la physique

(notamment celles sur la température) garantissent la positivité de leurs variables au cours du
temps. Il est donc souhaitable que les schémas numériques discrets que 1’on propose conservent
cette propriété physique. Dans ce chapitre, nous allons donc vérifier si les schémas numériques
mortars possedent cette propriété.
Dans TRIO_U, la matrice de masse est diagonale que ce soit en 2D ou en 3D (car lumpée). En re-
vanche, ce n’est plus le cas lorsque nous utilisons la méthode des éléments joints. On se propose
donc d’étudier quel impact cela a sur la positivité du schéma numérique de convection. Pour cela,
nous n’allons considérer pour 'exemple qu'une équation de transport de scalaire passif dont la
vitesse de transport est connue. Nous supposerons que le schéma numérique adopté pour repré-
senter I'opérateur de convection est un schéma amont et nous allons étudier le comportement
du schéma numérique mortar pour chacun des deux espaces V}, décrits dans le chapitre 5. Enfin
nous ferons I'hypothese importante que le schéma temporel utilisé est un schéma de type Euler
explicite.

8.1 Schéma numérique de convection

Dans la suite, on notera 3 la vitesse transportante associée a I’opérateur de convection, et N le
nombre de problémes locaux.
Introduisons les formes bilinéaires my,(.,.) et [, (.,.) :

N
VTh € Vh, V'Uh c Vh, mh(wavh) = Z (Tflf’vflf)LQ(Qk)

k=1

N
Yy, € Vh, lh(’l)h, T}?) = —dt Z(ﬁ . VT]:L’k, ’U}k;)Lz(Qk) + mh(T}?,vh)

k=1

Ou 7} rerprésente la valeur de 7}, au temps n.
Remarquons que ce que nous venons d’écrire le schéma de convection centré, pour obtenir le
schéma de convection amont il faut ajouter un terme de diffusion. Compte tenu des hypotheses
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faites ci-dessus , le schéma numérique mortar que 1’on étudie a la forme suivante :

VT, € Vi, You, € Vi, an(T7 vp) = Uy (s, T)) (8.1)
Ot la forme bilinéaire ay(., .) se réduit a :

VT € Vi, Yo, € Vi, an(Th, vp) = mp(Th, vg)

En notant M et —K les représentations matricielles de (., .) et de 'opérateur de convection dans
la base canonique de V},, le systéme 8.1 peut se réécrire sous la forme matricielle suivante :

Uptt = (Id +dt M'K) Uy (82)

Ou U} est la représentation de u} dans la base canonique de V},.

Or ce schéma respecte la contrainte de positivité si et seulement si les coefficients extra-diagonaux
de la matrice M~ K sont tous positifs.

On supposera dans la suite que le produit KU" est positif. Nous allons donc porter notre attention
sur la matrice M.

8.2 Matrice de masse M

Dans cette partie nous allons exhiber les matrices de masse associées a chacun des espaces V},
et exhiber leurs propriétés respectives.
Nous rappelons que les différentes discrétisation de V}, sont présentés dans le chapitre 5.
Par soucis de simplification, on se place dans le cas 2D et nous supposerons que nous utilisons
une discrétisation de type V EF' (hypotheses importantes).

8.2.1 Premiere caractérisation de V},

Nous aurons besoin des notations suivantes. On notera (I>§ une fonction de base de V}, associée
a une face interne f; de Q et on notera ®} une fonction de base associée a une face fine f;, d’un
bord mortar.
Enfin, on notera M;;, M, Mrr et Mrr, les sous-matrices de M associées aux interactions entre
respectivement les couples (1, 1) i, (BF, @) )ik, (D}, Pf)ji et (D5, L) -
Précisons la forme de la matrice M;;. Dans ce cas, nous constatons que :

En effet deux cas se présentent :
— soit les supports des deux fonctions sont disjoints (dans un méme domaine ou dans deux
domaines différents) et dans ce cas le résultat est trivialement nul,
— soit ce n’est pas le cas, et les deux fonctions de forme coincident avec les fonctions de base de
’élément fini de Crouzeix-Raviart et sont donc naturellement orthogonales pour le produit
scalaire L?.
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Pour les mémes raisons, nous avons
I &0\ _ . -
ah(cbj,cbk) =0; VjetVk

En regroupant ces deux séries d’information, on en déduit que M;; est une matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, tandis que M;r et Mr; = M} sont nulles.
Il ne nous reste plus qu’a étudier la sous-matrice Mrr. Pour mieux appréhender les résultats, nous
allons étudier l'interaction des fonctions de forme de V}, associées aux faces fines mortar dans le
cas du maillage de la figure (8.1). On voit alors facilement que compte tenu du maillage :

ah(q>1;> CDZ) = ah(qﬁ’ (I)g) =0
ah(®g> CI)Z) = ah(q)ga (I)g) =0
4 Q
6
5
1
3N 2
Q

FIG. 8.1: Illustration de deux domaines portant deux maillages raffinés a des niveux différents

Par contre, nous avons, par définition des fonctions de base de V},, et en désignant par U3 la
fonction de base du levc/ locale au domaine 2, et associée a la face 3 :

1 1
an(®Y, Py) = (O], @) 120, = (5‘1’3, 5“1]3)L2(Ql)

Remarquons que sur le domaine €2, les supports des fonctions @] et ®} sont disjoints.
On se propose de calculer (%\113, %\113) r2(0,) en utilisant la formule d’intégration suivante :

_ Kl
/ch = izlcp(Mi) (8.3)

Ot les points (M;); sont situés aux barycentres des arétes de la maille K. La formule 8.3 permet
d’intégrer de maniere exacte des polynomes de degré 2.
La fonction V5 étant une fonction de base de 1’élément fini de Crouzeix-Raviart, nous avons

1 K]
ol = / Wy)? = (8.4)
/Q =2 4 Ql( 3) 12

A l'aide des symétries du maillage, nous avons de plus :

ah(q>£> Cbg) = ah(qﬁ’ (I)g)
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Ainsi que :
an(P], D7) = ap(Py, ¥y) = ap (P}, D)) = an(P5, 3)

On se propose maintenant de calculer a;,(®], ®}) a 'aide de la formule 8.3. La fonction @] étant
une fonction de base de I'élément fini de Crouzeix-Raviart nous avons :

o [ orp . IKI K] _5IK]
fabr= [ @hee [ @G =2 85

Posons a = a;, (P}, ®}) et b = a, (P}, D}). Par conséquent, Mrr est une matrice diagonale par bloc
et telle que chacun des sous-blocs M} adopte la configuration suivante :

; a b
Mrr:(b a)

D’apres les relations 8.5 et 8.4 il apparait que nous avons a > b > 0. L'inverse des matrices M.

est facilement calculable : . )
i\l a —
Whee) = T3 (—b a )

Il est alors facile de voir que les matrices M. ne sont pas monotones puisque leurs inverses
contiennent des coefficients extra-diagonaux strictement négatifs. La positivé du schéma n’est
donc pas assurée.

8.2.2 Seconde caractérisation de V},

Notons CIDJI» une fonction de base de V}, associée a une face interne f; de €2 et on notera CIDE une
fonction de forme associée a une face grossiére fj, d"un bord mortar.
Précisons la forme de la matrice M;;. Dans ce cas, il est facile de voir que :

ainsi que
an(®5, @) =0 ; Vj et Vk

pour les mémes raisons que celles évoquées au paragraphe précédent sur la premiere caractérisa-
tion de V.

En regroupant ces deux séries d’information, on en déduit que M;; est une matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, tandis que par symétrie, M, et My; sont
nulles.

Il ne nous reste plus qu’a étudier la sous-matrice Mrp. Par définition du raffinement de maillage
et des fonctions de forme, il est facile de voir que pour tout entier j et k tels que j # k, on a:

ah(cbjr,cbg) =0

Par conséquent, Mpr est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont strictement
positifs. La positivé du schéma est donc assurée.
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Conclusion de ce chapitre :
Suivant la caractérisation de I'espace V, la posisitivité du schéma numérique peut ne pas étre conservé.
Dans le module AMR, et plus particulierement dans la classe MORTAR_ EXCHANGER , il est possible
de déterminer un coté de la frontiere mortar appelé maitre et un autre coté appelé esclave. Ce choix est
important car il peut influer sur la positivité du schéma numérique.
Rappelons que dans le chapitre 5 nous avons montré que nous avons existence et unicité de la solution,
quelle que soi la caractérisation de ’espace V,.
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Chapitre 9

Prise en compte des conditions limites sur
les bords de type Mortar

Lors de la résolution d'un probleme faisant intervenir la méthode des éléments joints, le do-
maine d’étude ) est composé de plusieurs sous-domaines sur lesquels sont définis différents
maillages.

Sur un sous-domaine donné est défini un probléme local que nous résolvons, de maniere tota-
lement indépendante des autres problemes posés sur les autres sous-domaines. Il est donc né-
cessaire d'imposer des conditions limites au niveau des frontieres séparants deux sous-domaines
(que I'on notera frontieres de type mortar). Cependant, dans le cadre de 'utilisation de la méthode
des éléments joints, il est important de faire attention aux conditions limites utilisées sur les fron-
tiéres de type mortar.

Dans ce chapitre, nous allons voir quelles conditions sont a éviter, et quelles sont les solutions
dans le cadre de l'utilisation de la méthode VEF.

9.1 Equation hydraulique

Dans ce qui suit, nous nous plagons dans le cadre de 'utilisation de la méthode étendue de
VEF.
Jusq’a présent, dans le module AMR, une pression p = p, était imposée le long des frontiere de
type mortar. Soit I" une frontiere de type mortar, lorsqu’un utilisateur souhaite imposer une pres-
sion pg le long de I', TRIO_U prend en compte cette condition limite de deux maniéres différentes :

— de maniere forte (condition limite essentielle) ;

— de maniere faible (condition limite naturelle)
Apres avoir brievement expliqué la différence entre une condition limite essentielle et une condi-
tion limite naturelle, nous verrons laquelle est a privilégier dans le cadre de l'utilisation des élé-
ments joints.

Lorsque 1'utilisateur impose, de maniere forte (condition limite essentielle) la valeur de la pres-
sion le long de la frontiere I alors cette condition se trouve intégrée a la construction de 1’espace
de discrétisation. Par conséquent, sur les noeud du maillage appartenant a I', la pression est im-
posée par la relation p = py.

On se propose de montrer, via une illustration, en quoi le fait de traiter cette condition limite
comme une condition limite essentielle est a banir lorsque nous utilisons la méthode des élé-
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ments joints.

Soit ) le carré unité. Effectuons une décomposition en deux sous-domaines et maillons-les de
maniere différente, comme indiqué par la figure 9.1. Notons 052 le bord du domaine 2 et I'y; la
frontiere séparant les deux sous-domaines. Remarquons que la frontiere I'y;, de type mortar, a

0.0

FIG. 9.1: Découpage du domaine (2. La frontiere entre les deux sous-domaine a pour équation
Yy = .

pour équation y = .
Considérons le probleme suivant :

((;—l; —Au+Vp = (z,y)! dansQ

Vu = 0 dans 2 9.1)
u = (z,—y)" surdQ

u = (zr,—y)" dans alinstant initial

les solutions de 9.1 sont données par :

u=(zr,-y)" et p= % (= +9°) 9.2)

En prenant p, = 0 cela revient donc a imposer p = 0 le long de la frontiere I',;. L’évaluation de la
solution analytique pour la pression, le long de la frontiere I'); ne vaut pas 0. Par conséquent, la
pression n’est pas correcte, et cela a une conséquence sur le champ de vitesse qui, comme l'illustre
la figure 9.2, n’a rien a voir avec la solution analytique.

La figure 9.2 est une capture d’écran réalisée apres 20 itérations (nous rappelons que nous avons
initialisé le champ de vitesse a (z, —y)’, qui se trouve étre la solution analytique).

Afin de nous assurer que ce mauvais résultat provient de la prise en compte de la condition
limite p = po, avec py = 0, le long de I'j; de maniere forte, nous allons résoudre de nouveau le
probleme 9.1. Cette fois-ci, la condition p = p, le long de la frontiere I'), est prise en compte de



9.1. EQUATION HYDRAULIQUE

m— 3354

— 255806 .

1,338

05599

-0.4280
Max: 3.554
Mir: -0.4350

121

o 1.601
— 06460

-0.3088

-1.204

2218
Max: 1.601
Mir: -2.218

FIG. 9.2: Champ de vitesse obtenu apres 20 itérations de résolution de 9.1 lorsque la condition
p = 0 sur I'y; est forte. La composante z se trouve a gauche et la composante y se trouve a droite.

maniére faible. Cela revient a ajouter a la formulation variationnelle du probleme que 'utilisateur

souhaite résoudre la relation :

[ [
Q Q

Nous obtenons alors la pression désirée et, comme illustré par la figure 9.3, le champ de vitesse

1.000

—0.7500

0.5000

0.000
Mo 1.000
Mir: 0.000

g 0.000

—-0.2500

-0.5000

-0.7500

Min: -1.000

FIG. 9.3: Champ de vitesse obtenu lors de la résolution de 9.1 lorsque la condition p = 0 sur I'y,
est faible. La composante z se trouve a gauche et la composante y se trouve a droite.

est également celui attendu.

Pour une équation hydraulique, lorsque nous utilisons la méthode des éléments joints, il est im-
portant de prendre en compte les conditions limites du type p = py de maniere faible.

Solution

Pour ne plus qu’il y ait d’utilisateurs qui se trompent, nous avons implémenté la condition limite
Frontiere_ouverte_ pression_ imposee_ mortar, qui dérive de la condition limite de type Neumann,
afin que la contrainte p = p, le long des frontiére de type mortar soit prise en compte de maniere
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faible automatiquement.
Pour cela nous avons modifié les fichiers suivants :
— Solv_M_VEF;
— AssembleurPP1B;
— AssembleurPP1BUtil ;
— Op_Div_VEFP1B_Elem;
— OpConvEFP1INCStab ;
— OpGradVEFP1Fa

9.2 Equation thermique

Jusqu’a présent, dans le module AMR, la condition limite de TRIO_U Frontiere_ouverte T_ext
(avec T_ext = 0) était appliquée le long des frontieres de type mortar. Cette condition limite a
la particularité de prendre comme argument une température, que I’on nomera 7;,;. En utilisant
cette condition limite le long des frontiéres de type mortar, nous introduisons artificiellement
une température 7.,, le long de cette frontiere, et c’est précisément cette température que vont
convecter les opérateurs de convection.

Nous allons montrer, via un exemple, que cette condition limite est a banir le long des frontieres
de type mortar. Reprenons le domaine d’étude illustré par la figure 9.1 mais avec un raffinement
plus grossier.

Imposons a lintérieur du domaine €2 un champ de vitesse de 0.1 m.s~
temps. Nous avons donc

1 constant au cours du

u= (0.1, 0)

Nous imposons le terme source : f = 1 et fixons le pas de temps §t = 1le~2s. Résolvons le probleme
suivant :

a—T—i—u-VT:f dans 2

ot
T =x sur0f) (9.3)
T=xz dansQat=0

La figure 9.4 montre le résultat de la simulation a convergence. Notons qu’a l'instant initial nous
avons imposé sur I’ensemble du domaine (2 la solution analytique, mais au cours des itérations,
nous nous en éloignons.

En étudiant la figure 9.4, nous nous apercevons que nous sommes tres loin de la solution analy-
tique T'(z,y) = .

Notons que l’argument 7., n’intervient seulement lorsque nous utilisons des opérateurs de convec-
tion. Par conséquent, cela est transparent dans le cas des problemes de type Laplace ou Stokes.

Solution

Nous avons rajouté un type de condition limite , reconnu par TRIO_U , nommé Neumann_sortie_libre_mortar,
puis nous avons modifié 'implémentation des opérateurs utilisés pour les applications présen-

tées dans ce document, afin que chaque face (resp. aréte) possédant ce type de condition limite,

soit traitée comme une face interne.
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FIG. 9.4: Résolution du probléme 9.3 en imposant une température extérieure nulle le long de la
frontiere I, .

Conclusion de ce chapitre :
Nous venons de mettre en évidence qu'il était important de modifier les conditions limites portant sur
les frontieres internes de type mortar. A présent, pour la discrétisation V EF, ces conditions limites ont été
changées, ce qui permet, par exemple dans le cas d"une équation hydraulique, de pouvoir capter correctement
le terme source.
Notons que la continuité du flux entre les différents sous-domaines est assurée par les multiplicateurs de
Lagrange.
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Chapitre 10

Probleme lié a I'implémentation du Q}VC

Nous n’avons pas pu introduire la discrétisation Q}, dans le module AMR.
Ce chapitre en explique les principales raisons. Pour plus de simplicité nous ne nous intéresserons
qu’au probleme de type Laplace.
Dans un premier temps, nous présenterons le probléme auquel nous sommes confrontés, sans
rentrer dans les détails informatiques, puis nous nous intéresserons a la structure informatique
mise en place par Eli Laucoin lors de sa thése, et enfin nous verrons quels sont les points bloquants
a I'implémentation de la discrétisation Q. dans le module AMR.

10.1 Présentation du probléeme

Dans le code développé par Eli Laucoin, les valeurs des inconnues sont exprimées successive-
ment aux sommets des mailles, puis aux barycentres des faces (resp. arétes).
Dans le cas ot nous utilisons une discrétisation de type P}, (les valeurs des inconnues sont expri-
mées aux barycentres des faces), nous pouvons passer, localement , & une discrétisation de type
Lagrange (P!, les valeurs des inconnues sont exprimées aux sommets).
En effet, notons Fp:1 et Fp: les espaces vectoriels, locaux & chaque maille, dans lesquels vivent
les fonctions de base utilisées respectivement, avec les éléments finis de type P}, et P'. L'espace
Fpy . est engendré par {1, z, y} en 2D et par {1, z, y, 2z} en 3D, tout comme l'espace Fp:. Par
conséquent, les deux espaces, Fp}v o et Fp1, sont égaux.
Loacalement (sur chaque maille), nous pouvons alors passer d"une discrétisation de type P' a une
discrétisation de type Py, et vice-versa.

Remarque 10.1.1 Soit T}, un champ scalaire discrétisé aux barycentres des faces. Notons 7, (1},) la dis-
crétisation du champ T), aux sommets. Introduisons Ngq qui vaut 3 en 2D et 4 en 3D. En reprenant les
notations utilisées dans le chapitre 7 nous avons :

Naai

m(Th) = Yoy "F (Th)os
=1

Maintenant regardons ce qu’il se passe lorsque nous utilisons une discrétisation de type VDF
(discrétisation basée sur 1'utilisation de 1’élément fini de Raviart-Thomas, les valeurs des incon-
nues vectorielles sont alors exprimées aux barycentres des faces) . Rappelons qu’avec une telle
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discrétisation, les mailles ne sont plus des simplexes, mais des rectangles ou des pavés.
Localement, nous pouvons nous permettre de passer d'une discrétisation de type Q' a une discré-
tisation de type V DF'. En effet, notons RT et Fq: les espaces vectoriels, locaux a chaque maille,
dans lesquels vivent les fonctions de base utilisées respectivement, avec les éléments finis de type
Raviart-Thomas et Q'. L'espace RT|, est défini par la relation 10.1

{(ay + agz, by + boy)'} dans le cas 2D.

RT, = 10.1
0 { {(ay1 + asx, by + bay, ¢1 + 22)'} dans le cas 3D. (10.1)

Ot les coefficients aq, as, by, ba, c1co sont des réels.

Quant a lui, I'espace local a chaque maille, F: est engendré par {1, z, y, zy} en 2D, et par {1,
x,y, z, vyz, } en 3D. Ces deux espaces ne sont pas égaux, cependant Fg: contient chaque compo-
sante de 1’espace RT. Lorsque 1'on souhaite obtenir la valeur d"une inconnue vectorielle sur un
barycentre d"une face (resp aréte), nous ne gardons que la composante normale de I'inconnue. Par
conséquent nous pouvons, localement, passer d'une discrétisation de type Q' a une discrétisation
de type VDF, et vice-versa.

En revanche, ce n’est plus le cas si on décide d’utiliser une discrétisation de type Q} pour expri-
mer les valeurs des inconnues aux barycentres des faces (resp. arétes).

Notons Fq1 . et Foi les espaces vectoriels, locaux & chaque maille, dans lesquels vivent les fonc-
tions de base utilisées respectivement, avec les éléments finis de type Qy et Q'. L'espace Fg1
est engendré par {1, z, y, 2? — y*} en 2D et par {1, z, y, z, * — y*, 2> — 2%} en 3D. Par conséquent,
nous ne pouvons nous ramener a un cas exhibé ci-dessus. Les deux espaces ne sont pas égaux et
aucun ne contient l'autre.

Nous pourrions alors construire des fonctions de base vivant dans 'espace Q' et dont les évalua-
tions au barycentre des faces (resp. arétes) valent certaines valeurs préalablement fixées. En nous
placant en 2D, nous allons montrer que la construction de telles fonction est impossible.

Considérons le carré unité et essayons de construire la fonction dont 1’évaluation au barycentre
de l'aréte numéro 0 vaut 1 et 0 sur toutes les autres arétes. Notons M:i les coordonnées du bary-
centre de I'aréte numéro i. Supposons que 1'on ait M0 = (0;0.5) , M1 = (0.5;0) , M2 = (1;0.5) et
M3 = (0.5;1) . Etant donné que nous cherchons une fonction de la forme A + Bz + Cy + Day, ot
les coefficients A, B, C, D sont a déterminer, il nous faut résoudre le systéme suivant :

1 0 05 0 A 1
105 0 0 B 0

= 10.2
1 1 05 05 C 0 (102)
105 1 05 D 0

Or la matrice du systéme 10.2 n’est pas inversible. De plus, le rang de cette matrice est 3 et le
second membre n’appartient pas a 'image de la matrice.
I est donc impossible de construire de telles fonctions de base.

Pour ces raisons nous ne pouvons pas, localement, passer d’une discrétisation de type Q' a une
discrétisation de type Q. et vice-versa.
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Une solution consiste a occulter ce changement de discrétisation locale, mais comme le montrent
les paragraphes suivants, nous nous sommes heurtés a des difficultés techniques.

10.2 Structure mise en place par Eli Laucoin

Lors de I'initialisation des différents champs, via la fonction initialize _ fields de AMR _ PROBLEM
_ BASE (en méthode virtuelle) et qui est implémentée dans AMR _ LAPLACE_ PROBLEM, les va-
leurs des inconnues sont calculées aux sommets des éléments du maillage, et sont stockées dans
un tableau de taille (nb_mailles * nb_sommets * nb_comp) ot nb_mailles , nb_sommets et nb_comp
resprésentent respectivement :

— le nombre de mailles initiales dans le domaine d’étude;

— le nombre de sommets par maille;

— le nombre de composantes de 1'inconnue.
Notons que chaque sommet est dupliqué autant de fois que le nombre de mailles auxquelles il
appartient.
Dans un deuxieme temps, afin de faire les calculs nécessaires a la résolution du probleme, la fonc-
tion initialize_unknown, implémentée dans AMR _ LAPLACE_ PROBLEM, permet d’exprimer les
valeurs des inconnues aux barycentres des faces (resp. arétes), a partir des valeurs des inconnues
aux sommets des mailles.
Une fois le calcul achevé, la fonction finalize_unknown, implémentée dans AMR _ LAPLACE_
PROBLEM, stocke les valeurs de I'inconnue aux sommets (dans le méme tableau de taille nb_mailles
*nb_sommets * nb_comp ).
Notons également que I'implémentation de la méthode interpolate de AMR _ FIELDS _ BASE (mé-
thode virtuelle), a comme donnée les valeurs de I'inconnue aux sommets. Il est donc nécessaire de
les exprimer aux barycentres des faces pour appliquer la formule d’interpolation présentée dans
ce DRT (formule 7.18), puis d’exprimer le résultat aux sommets (de nouveau).

10.3 Points bloquants rencontrés

Lors de la premiére étape, qui consiste a initialiser les champs a 1’aide de initialize_fields,
implémentée dans AMR _ LAPLACE PROBLEM, il nous faut les coordonnées des barycentres des
faces (resp. arétes) pour évaluer I'inconnue en ces points. Malheureusement il est impossible d’ac-
céder a un objet de type ZONE _ VEF et d’accéder directement aux coordonnées des barycentres
des faces. En revanche nous avons acces aux coordonnées des sommets. Pour une maille donnée,
nous pouvons également déterminer les numéros des sommets qui appartiennent a cette maille.
Il serait donc envisageable de calculer les barycentres des arétes. Cependant, rien n’indique com-
ment numéroter les faces de maniere cohérente avec le reste du code. Cette méthode nous parait
donc extrémement risquée.

Pour éviter ce probleme, il faudrait avoir acces a une ZONE _ VEF. Or cet objet est créé une fois

les problémes locaux initialisés, via initialize_ local_problems implémenté dans AMR _ PROBLEM _
BASE.
Mais il est impossible de déplacer I'appel de initialize _ fields apreés celui de initialize_ local_problems.
En effet initialize_ local_problems va appeler complete_ local_ proxies qui va déterminer le nombre de
sous-champs présents dans le domaine. Or aucune information n’est disponible si les champs ne
sont pas initialisés.
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Une solution serait de séparer 1'initialisation des champs et 1’évaluation de l'inconnue. Ainsi,
en évaluant 1'inconnue aux barycentres des faces (resp.arétes) apres avoir initialisé les problemes
locaux, il serait possible d’accéder a un objet de type Zone_V EF' et donc de récupérer les coor-
données des barycentres des faces (resp. arétes).

Une tentative de mise en place d'une telle structure a été réalisée durant ce DRT, mais nous nous
sommes heurtés a un probléme lors de l'initialisation des probléme locaux. Faute de temps, nous
n’avons pas plus appronfondi cette piste.

Conclusion de ce chapitre :
Si nous voulons pouvoir résoudre, via le module AMR, des problemes en utilisant la discrétisation Q}VC, il
est nécessaire de repenser la structure de donnée mise en place dans le module AMR.



Annexe A

Méthodes numériques utilisées

La méthode des éléments joints a comme intéréts (parmis d’autres) de permettre :

— le raffinement de maillage adaptatif;
— l'utilisation de différentes méthodes numériques sur un méme domaine.

Pour cette raison, il est important d’étudier la mise en oeuvre de la méthode des éléments joints
sur différentes types de discrétisations.

Rappelons que TRIO_U ([10], [11]) propose essentiellement deux méthode numériques :

— la méthode des Volumes-Différences Finies (VDF);
— la méthode des Volumes-Eléments Finis (VEF).

Toutes deux appartiennent a la famille des méthodes de volumes finis, mais elles se distinguent
par la notion d’approximation sous-jacente.

La méthode VDF repose sur le formalisme des différences finies, ot I’'on remplace les dérivées
partielles par des différences finies en utilisant des formules de Taylor, alors que la méthode VEF
repose sur le formalisme des éléments finis, a savoir une approximation variationnelle du pro-
bleme.

La différence la plus notable est que la méthode VDF suppose que le maillage soit une grille car-
tésienne, ce qui n’est pas le cas de la méthode VEF.

Les bases de la méthode VEF de TRIO_U sont présentées en détail dans les travaux de la these
de PEmonot [16]. Tl s’agit en quelque sorte d’une réinterprétation de la discrétisation par élé-
ments finis, dans un cadre de volumes finis. L'idée est d’associer a chaque degré de liberté un
volume de controle, et de réinterpréter les intégrations par parties de la méthode des éléments finis
comme ’écriture de lois de conservation sur ces volumes de controle. Les intéréts de coupler une
approche volumes finis et une approche éléments finis sont multiples :

— l"approche volumes finis est particuliéerement bien adaptée aux lois de conservations utili-
sées en thermohydraulique (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
'énergie) ;

— l'approche élément finis fournit un cadre mathématique cohérent et parfaitement établi ;
Nous présenterons chacune des discrétisations proposées par TRIO_U. Puis nous verrons qu’il
est possible de voir la méthode VDF comme une méthode éléments finis, ce qui permet d’utiliser
la méthode des éléments joints sur la discrétisation de type VDFE.

129
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A.1 Discrétisation VEF

Lorsque nous travaillons avec la discrétisation V E'F, nous utilisons la discrétisation P}, cela
signifie que nous nous servons de 1'élément fini de type Crouzeix-Raviart. Détaillons ce qu’est cet
élément fini :

L'élément géométrique de référence est le triangle unité (2D) ou le tétraédre unité (3D) et est noté

Ky . Notons ﬁIP’}\,C I'espace vectoriel engendré par {1, z,y} dans le cas 2D et par {1, z, y, z} dans

le cas 3D, dont une base est {fi}i:o,.m,.
Soit EP}VC I'ensemble des Nb + 1 formes linéaires, notées (6;) i—o.n», qui a toute fonction de base

appartenant a 1 associe sa valeur moyenne le long d’une face (resp. aréte). Autrement dit, si
IP>NC‘

nous notons ®; ;. np les fonctions de base associées au simplexe de référence alors la relation

suivante est vérifiée :
Les points M, (<;<xs , sont situés sur les centres de gravité des faces (resp. arétes).

Si on ne s’intéresse qu’au simplexe de référence K alors I’élément fini de Crouzeix-Raviart est
défini par le triplet {Kp1 _, Fp1 ., Xp1 }.

Introduisons un simplexe quelconque, noté Ky , et définissons une transformation affine bi-

jective envoyant Kpy  dans Kp:  que I'on note Gp . L’ élément fini Crouzeix-Raviart associé a

NC

Kp,

FIG. A.1: Illustration de la transformation Gp:  permettant de passer du simplexe de référence a
un simplexe quelconque

un simplexe quelconque est défini par le triplet { Kp1__, Fp1 . Xp1 _}, avec:

KP}VC = gIT}VC(KP}Vc)A A
fP}VC :{fogﬁg}ic , fEFP}vc}
EP}VC = (0y)i=zo.nb; 0i(f) =0(f o QP}VC)  Vfe ‘Fp}vc

A.2 Discrétisation Q)

Comme pour le cas de I'élément fini de Crouzeix-Raviart, avec la discrétisation de type QL ,
I'inconnue est discrétisée aux milieux des arétes (resp faces).
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Soit K1, un quadrangle (resp un hexaedre) quelconque. Nous allons définir sur la maille K¢
un repere local. Dans le repere local, un point sera déterminé par ses coordonnées exprimées en &

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.
.
.
.
-
.
.
.
.
s <
.
.
.
.

Ms

M

FIG. A.2: Tllustration du repere local définit sur une maille quelconque.

, n et ¢ sil’on se trouve dans un cas 3D. Définissons les vecteurs u, v et w qui seront les vecteurs
de la nouvelle base (locale a une maille quelconque K QL C).

Soit G le centre de gravité de K. En 2D, définissons les points M, et M; comme étant les centres
de gravité de deux arétes de K. Alors les vecteurs u et v sont les vecteurs reliant G a M, et G a
M;s. Dans le cas 3D, les vecteurs u, v et w sont définis de maniere analogue.

Introduisons Fol.r I’espace vectoriel engendré par {1, ¢, 7, 2—n*} dans le cas 2D et par {1, £, 7, ¢, &%~
n*, &% — (?} dans le cas 3D, dont une base est { f; }i—o.ns- Soit St I'ensemble des Nb + 1 formes
linéaires, notées (o;) ;—o.np, qui a toute fonction de base appartenant a ]—"@}VC associe sa valeur
moyenne le long d'une face (resp. aréte). Autrement dit, si nous notons ®; ;. les fonctions de
base associées a Ko, alors la relation suivante est vérifiée :

1
J J

La notation |I';| représente la surface (resp. la longueur) de la face (resp. aréte) ;.
L élément fini de type Q. associé a K  est défini par le triplet { Kt , Fou ., Yot }-

Plus de détails sont disponibles dans [30]
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A.3 Elément fini de Raviart-Thomas

Nous allons faire une rapide présentation de 1’élément fini de Raviart-Thomas (pour plus d'in-
formations, se reporter a [17] page 40), en nous concentrant sur le cas ol les mailles sont des rec-
tangles ou des pavés.

L’ élément de référence, K pr est un carré (2D) ou un cube (3D).
Introduisons Frr, l'espace vectoriel défini par

BT — {(a1 + asx , by + bey)'} dans le cas 2D.
0 {(a1 4+ asx , by + bay , ¢1 + 22)'} dans le cas 3D.

Ot (a1, ag, by, by, ¢1, ¢2) € RO. Soit {f:}io.np une base de RT,,.

Soit X pr I'ensemble des Nb + 1 formes linéaires, notées (6;) i—o..nb, qui a toute fonction de base
appartenant a }fTO , pour une face f donnée, associe la moyenne, sur la face f, de sa composante
normale. Autrement dit, si nous notons ®; ;_,_xs les fonctions de base associées a Ky et n rle
vecteur normal extérieur associé a la face numéro f, alors la relation suivante est vérifiée :

1 / .
— | ®,-n; =6 (A.3)
|Fj‘ r; ! ’

Ou la notation |I';| représente la surface (resp. la longueur) de la face (resp. aréte) j. L'élément
tini de Raviart-Thomas associé a I'élément géométrique de référence Ky est défini par le triplet
{Krr, RTo, YR}

Introduisons un élément géométrique noté Kpry, qui est un rectangle (resp. pavé), et définissons
une une transformation affine, bijective, envoyant Kz dans Ky que 1'on note Gry.

gRT KRT

FIG. A.3: Tllustration de la transformation Gy permettant de passer du carré de référence a un
rectangle quelconque

Puisque Grr est affine elle s’écrit
Grr = BX +b
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Ou B est la jacobienne de Gry et b un vecteur constant. En utilisant la transformation de Piola
alors 1" élément fini de Raviart-Thomas associé a Kpr est défini par le triplet { Krr, Frr, Xrr},
avec :

Kpr = Grr(Kqy,)
B (fog,;;) fe }?TO}
1
det(B)

1= | Gt
Yrpr = (0i)izo.no; 0i(f) =0 (

B(ngRT)) , Vf € RT,

Remarque A.3.1 On se propose d’étudier I'expression de la matrice

1
det(B)

B (A.4)

Plagons-nous dans le cas 2D. Notons h,, et h, respectivement la largeur et la hauteur de la maille rectan-
gulaire Kpr. Nous avons alors
B_ hy 0
0 hy

Il vient alors :

! 0
P
det(B) 0 1
ha
. 1
Nous constatons donc qu’a un facteur de dilatation pres le long des axes principaux, la matrice dei(B) B
&

peut étre percue comme l'identité.

A4 Equivalence VDF - Raviart-Thomas

Nous nous proposons de montrer 1’'équivalence entre les méthodes de volumes finis em-
ployées dans Trio_U et rassemblées sous le terme générique VDF et les méthodes d’éléments
finis construites a 1’aide de 1’élément de Raviart-Thomas. Cette démarche est essentielle car en
interprétant le VDF comme une méthode d’éléments finis, il sera plus facile de faire rentrer les
schémas numériques associés dans le cadre des méthodes d’éléments joints usuelles, développées
a partir d'un formalisme éléments finis.

A.41 Hypotheses de base

Dans la suite, nous supposerons le domaine (2 polygonal, convexe, borné quelconque. Ce do-
maine est de surcroit supposé étre recouvert en dimension 2 par des rectangles alignés avec les
axes (Ozx), (Oy) et en dimension 3 par des pavés également alignés avec les axes (Ox), (Oy), (Oz)
tous identiques a une translation pres : on définit ainsi une quadriangulation 7, de €2.

Notons K les mailles apppartenant a 7,,. De la méme facon, les faces, arétes (lorsqu’il y a lieu de
distinguer aréte et face) et sommets de 73, seront notés respectivement f, e et v.

La lettre x en gras désignera en regle général un vecteur position et lorsqu’elle sera suivie d"une
des lettres K, f, e ou v, elle désignera plus particulierement la position respectivement de la
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maille, de la face, de 'aréte ou du sommet correspondant. La lettre u désignera sauf mention du
contraire la vitesse de I’écoulement et la lettre p la pression du fluide.

Définissons wy, le volume de contrdle associé a la face f. Soit n; le vecteur normal extérieur a la
face f. Soit h la longueur (resp. surface) d’une maille dans la direction de n alors nous avons :

wii={x €RY, ||x — xf||oo < h}

La figure A.4 illustre ce qu’est wy en 2D (surface hachurée).

A.4.2 Equations pour le VDF

Dans tout ce qui suit, nous noterons n le vecteur normal extérieur a la frontiere du volutie
de contrdle que 'on étudie. En VDF, seules les vitesses orthogonales aux faces du maillage sont
calculées tandis que la pression est discrétisée aux éléments.

Les équations de Navier-Stokes incompressibles sous leurs formes conservatives sont intégrées
sur les volumes de contrdle w; pour la conservation de la quantité de mouvement et sur les mailles
K pour la conservation de la quantité de matiere, ce qui nous donne le systeme suivant :

[ 5+ Srtmus [ mo— [
wy ot &ufan Owy wy
0

u-n =
K

Pour pouvoir comparer les méthodes d’éléments finis et VDF, nous allons employer la méthodolo-

gie développée par P. Emonot dans sa thése (voir [16]). Celle-ci consistant a comparer les matrices

des opérateurs pour chacune des discrétisations, nous allons exhiber ici les matrices pour le cas
VDE

Par soucis de simplicité, on se place dans le cadre 2D mais le raisonnement qui suit s’applique
tout autant au cas 3D. On supposera également que la face f;; considérée est interne et parallele
a l’axe (Oy) sachant que les opérations suivantes s’appliquent de la méme fagon sur les faces in-
ternes paralleles a 'axe (Ox) et les faces de bord.

Matrice de masse

Par construction du schéma numérique, il est facile de voir que la matrice de masse est diago-
nale et que ces coefficients diagonaux sont les volumes des wy.

Matrice du laplacien

Nous avons a calculer pour le wy,; associée a la face f;;, la grandeur suivante :

[
awfij (9n

La figure A .4 illustre les notations que nous allons utiliser.
Nous avons deux mailles rectangulaires, et nous notons f;; la face séparant ces deux mailles. En
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FIG. A.4: En hachuré, le volume de controle associé a la face f;;.

hachuré se trouve le volume de controle associé a la face f;; que I'on note wy,, (wy,; est a cheval
sur les deux mailles).

Les points M5 sont portés par les faces f45. Notons h, et ( resp. h,) la largeur (resp. hauteur)
d’une maille.

Soient e, et e, les vecteurs de la base canonique de R?. Notons également u(/;;) 1’évaluation de
u au point M;;.

En rappelant que nous avons

Nous pouvons écrire :

/ u = —/ Vu-el,—i—/
awfij an if%,j I

1+%-,j

Vu~e$—/ Vu-ey+/ Vu-e,
fi’j,% oy

Z»]+%

Ju Ju Ju Ju
= hy (%(fwr%,]) - a_x(fzé,])) + hy (a_y(fz,ﬁ;) - a_y(fmé))

Or le gradient de u pour les faces du volume contrdle sont calculées a 1’aide des différences finis
centrées :

g_‘;(f%j) - hix(u(Mm,j) —u(M;))
iy s) = (M) — ()
g_‘yl( fen) = hiy(u(Mi,jH) —u(M;,)
g_;l(fmé) _ hiy(u(Mi,jl) —u(M; ))



136 ANNEXE A. METHODES NUMERIQUES UTILISEES

D’oul en revenant a 1’expression initiale :

/ ou _ u(Miny) = 20(Mij) + uMiory) | W(Mijer) = 20(Miy) +0(Mij-)
Qwy,

on Y Iy h

Y

—hh u(Miy1 ;) —2u(M; ;) +a(M; ;) | a(M;j0) —2u(M;;) +u(M; ;1)
= hyhy h% -+ h§
B u(Miy1;) —2u(M;;) +u(M;_1;) | w(Mjq1) — 2u(M; ;) +u(M; ;1)
- ‘wfij h2 + h2

x Y

On reconnait, au facteur volumique |w;;| pres, 'expression du laplacien obtenu a ’aide des diffé-
rences finis usuelles.

Matrice de l’opérateur gradient

I

; ; :fi+1/2,j
| f’L] |
i1 Kit1
1

FIG. A.5: La pression est constante sur les mailles K, _; et K; ;.

Nous avons a calculer pour le volume de controle wy,; associé a la face f;;, la grandeur sui-

]ij

Puisque nous ne devons calculer que la composante selon e, du gradient, il vient :

[ om= [ ver [ e
g, £ £

1=, 1+%,J
= hy <pz'+§,j _pi—é,j) e
Or la pression étant constante par maille, nous pouvons écrire :

Pivlj = PKiy;

Dilj = PKiy;

D’ou en revenant a I’expression originale :

PKiy1; — PKi_1
/ pn = hgh, . e,
Qwy, z

PKiy1; — PKioy
efL'
h

Nous retrouvons donc, au facteur volumique |w;;| pres, 'expression du gradient de pression ob-
tenue a l’aide des différences finis.

= |wy|
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Matrice de l’opérateur divergence

Nous avons a calculer, pour le volume de controle wy,; associé a la face f;; :

/ u-n
&ufij

En utilisant les notations introduites précédemment :

/ u~n:/ u~n+/ u-n+/ u~n—|—/ u-n

i—% i+d .5 ij+3
= hy (WM g ) =M,y )] e+ Ry (WM jp0) = u(M;, y)) ey
hoh, (ux(MiJr;,j) - u:c(Mzeé,j) N uy(Mi,jJr%) - uy(Mi,j§)>

&,

= ‘wfij

On retrouve dong, au facteur volumique |wy, | pres, 'expression de la divergence de la vitesse
obtenue a 'aide des différences finis.

Maintenant nous allons nous intéresser a I’élément fini de Raviart-Thomas.

A4.3 Equations pour I’élément fini de Raviart-Thomas

Rappellons que les degrés de liberté utilisés par cet élément fini sont les moyennes sur les faces
des composantes normales de la vitesse et les valeurs moyennes de la pression sur les éléments
du maillage. De plus et compte tenu des hypothéses faites au début de ce papier, les fonctions de
base ®;; de cet élément fini sont sur un élément quelconque K de 7, sont de la forme :

@, = (a7 + az)dy, (biy + ba)dy, (c12 + ¢2)8,)"

ol a1, ag, by, by, c1 et c; sont des constantes qui ne dépendent que de 1'élément considéré et les
fonctions d,, 6, et 6. valent 0 ou 1 selon que la face f;; est alignée respectivement avec les axes
(Ox), (Oy) ou (Oz).

Définissons une orientation fixe pour chaque face de 7,. Nous supposerons donc que les faces
perpendiculaires a I'axe (Ox) auront leur vecteur normal de référence orienté selon e, , les faces
perpendiculaires a 1’axe (Oy) auront leur vecteur normal de référence orienté selon e, et les faces
perpendiculaires a I'axe (Oz) auront leur vecteur normal de référence orienté selon e,.

Matrice de masse

Remarquons que l'interaction de deux fonctions de base définies sur des faces orientées diffé-
rement se réduit a 0. Il nous suffit donc de regarder 'interaction de fonctions de base associées a
deux faces orientées de la méme facon et dont l'intersection des supports est non vide. Et méme
dans ce cas, seules les faces appartenant a un méme élément K peuvent se voir. Par conséquent et
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pour simplifier le raisonnement, nous ne regarderons que deux faces d"un méme élément orien-
tées selon (Ox).

Commengons par calculer les coefficients extra-diagonaux de la matrice de masse. Ainsi en re-
marquant que les fonctions de base considérées ne dépendent que de la variable y et en utilisant
le théoreme de Fubini, il vient :

/ Oy D= ) hw/ i Py
K, fij,fi,j+1€K K K, fij,fi,j+1€K Vi Vi j+1

Nous nous sommes donc ramenés a une intégration 1D pour un polynome de degré 2. Pour cal-
culer cette intégrale, nous allons utiliser une formule d’intégration numérique approchée valable
uniquement pour les polynéme de degré 1 : la formule du trapeze. A I'aide de ce choix, il vient :

> /K DB, =0

K, fij,fi,jr1€K

En répétant ces opérations pour le calcul des coefficients diagonaux de la matrice nous trouvons :

/ D - Bij = |wij|
K

On retrouve donc bien la matrice de masse du VDE.

K, fi;€K

Matrice du laplacien

Pour montrer 1’équivalence de 1'opérateur de diffusion avec le schéma VDF, nous invitons le
lecteur intéressé a se reporter a [19].

Matrice de I’opérateur gradient

La forme bilinéaire associée au gradient de pression est :

< Vp, ¢ij >= — Z / pV . q)ij
K

K, fi]'GK

Soit encore :

<Vp, ®; >= — Z pK/ ®;-n
oK

K,fijEK

Selon la convention d’orientation choisie, il est facile de voir que dans ce cas :

PKit1; — PKioyy
efL‘
h
PKit1; — PKioyy
e(lf
hy

< Vp, ‘I)Z‘j > = hxhy

= |wi]

On retrouve la méme expression du gradient qu’en VDFE.
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Matrice de l’opérateur divergence

La forme bilinéaire associée a la divergence est la suivante pour une fonction ¢ constante par
morceaux quelconque fixée :

—<q,V-u>=— Z /qV-u
K

K, fi;eK

Ce qui s’écrit encore pour une maille K;; donnée :

—<1K,V-u>:/ u-n

BKij

Ou n est le vecreur normal extérieur a la maille K;;.
Cette expression est la méme que celle calculée en VDE.

Conclusion de ce chapitre :
Nous venons de comparer les matrices associées a des opérateurs pour la discrétisation V DF et celle as-
sociée a l'élément fini de Raviart-Thomas. 1l en ressort que les matrices sont identiques, par conséquent
nous pouvons interpréter la discrétisation V D F comme étant la discrétisation associée a I'élément fini de
Raviart-Thomas.
Ceci est important car le formalisme utilisé par la méthode des éléments joints repose sur I'utilisation d’élé-
ment finis. Nous pouvons donc utiliser la méthode des éléments joints avec la discrétisation V DF.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Nous sommes partis des travaux effectués par Eli Laucoin lors de sa thése. Ces travaux avaient
abouti a la mise en place d'un module AMR permettant la résolution, via la discrétisation V EF",
du probleme de Stokes.

Nous avons alors modifié le module AMR afin qu’il puisse proposer la résolution de problemes
thermohydrauliques. C’est-a-dire des problemes possédant plusieurs équations couplées, et dont
les équations portent un terme de convection. Nous avons également rendu possible 1"utilisation
de la discrétisation V DF, notamment en introduisant le raffinement de mailles rectangulaires.
Cependant l'intégration de la discrétisation VV DF' dans le module AMR n’a pas pu aboutir com-
pletement a cause des difficultés techniques énoncées dans le chapitre 4. Nous avons tout de
méme montré qu’il était possible de résoudre une équation de type Darcy avec un terme source
non nul. Un tel probleme peut étre vu comme un probleme de Stokes sans terme source. Du coup,
une fois les difficultés, liées aux opérateurs différentiels, surmontées, la résolution d"un probleme
de type Navier-Stokes est envisageable.

Un opérateur d’interpolation, utilisé pour définir un champ (scalaire ou vectoriel) sur des mailles
plus grossiéres lors d'une phase de déraffinement a également été mis en place. Cet opérateur a la
propriété intéressante de conserver la nullité de la divergence d"un champ vectoriel. Cela permet
d’économiser une étape de projection généralement tres cotiteuse.

Perspectives
Ajout de nouvelles discrétisations

La possibilité de résoudre numériquement un probléme de type Darcy en utilisant la discréti-
sation V DF est un premier pas vers la résolution d"un probleme de type Stokes avec cette méme
discrétisation. Cependant, beaucoup de travail reste encore a réaliser avant de pouvoir résoudre
un tel probléme avec la discrétisation V DF'.

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 10, I’ajout de la discrétisation Q} n’est pas immédiate
et nécessite de repenser la structure de donnée mise en place dans le module AMR afin d’éviter
d’étre obligé de passer par les valeurs des inconnues aux sommets pour avant I’étape d’interpoal-
tion.

Couplage des discrétisations

141
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Une fois que les problémes évoqués dans le paragraphe précédent seront levés, une piste de tra-
vail intéressante serait I’étude de la mise en place du couplage entre différentes discrétisations.
Par exemple un couplage entre la discrétisation V EF et V DF nécessite de se poser des questions
sur la maniere de traiter la pression. En effet dans la méthode étendue de V E'F, la pression est
discrétisée en partie avec 1'élément fini P' Lagrange , alors que dans la discrétisation VDF), la
pression est constante par maille.

Nouvelle approche de la méthode des éléments joints

Dans le chapitre 5, nous avons introduit une base des espaces V}, et D;, qui ne sont rien d’autre
que les noyaux des formes bilinéaires by (., .) et ¢(., .). Ces formes linéaires assurent la continuité
de la solution entre les différents sous-domaine.

Introduisons X, I'espace dans lequel nous cherchons 1'inconnue de notre probleme. L'approche
primale de la méthode des éléments joints repose sur le fait que les contraintes de raccordement
de I'inconnue entre les différents sous-domaines sont incluses dans 1’espace X},. Par conséquent,
les fonctions de base de X}, doivent appartenir au noyau de la forme bilinéaire de b, (., .). Or nous
sommes capables de construire de telles fonctions. La mise en place d'une approche primale est
donc théoriquement réalisable.

Remarquons que la mise en place d'une telle approche nécessite de recoder les opérateurs diffé-
rentiels de TRIO_U car les fonctions de base auront été modifées par rapport aux discrétisations
utilisées par TRIO_U.

Il serait intéressant d’étudier les difficultés liées a la mise en place d’un telle méthode et aux avan-
tages que cela peut apporter au module AMR.

Raffinement automatique et critéres

Le module AMR offre la possibilité de raffinement, ou déraffiner, automatiquement des zones
du domaine d’étude d’apres les informations fournies par un estimateur d’erreur. Lorsque nous
résolvons un probléme qui ne comporte qu’une seule équation, nous n"avons qu’un seul estima-
teur (associé a I'inconnue de notre équation). Ce dernier peut donc juger, seul, de 1'utilité ou non
de modifier le maillage.

Lorsque nous résolvons un probleme possédant deux équations couplées, avec une inconnue par
équation, deux estimateurs d’erreur sont attachés a notre probleme. Dans ce cas, comment déter-
miner s’il faut modifier le maillage ou non? Les deux inconnues n’ayant pas forcément le méme
comportement, si nous faisons le choix de ne considérer que l'indicateur le plus contraignant,
nous risquons de raffiner la totalité du maillage. Au contraire , si nous ne prenons en compte que
I'indicateur le moins contraignant, nous risquons alors de ne pas atteindre une précision satisfai-
sante sur au moins une des inconnues.
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