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Chapitre 1

Introduction.

1.1 Contexte général.

.....

des réacteurs comparés a d’autres moyens de production d’énergie et la st-
reté de ces mémes réacteurs. Ainsi, la plupart des besoins industriels dans
le domaine de I’énergie nucléaire sont étroitement liés & ces deux intéréts
particuliers. Par exemple, ’amélioration de la prédiction des départs d’ébul-
lition nucléée fait partie des besoins prioritaires puisque ce phénomeéne est
directement lié¢ a l'efficacité du combustible. D’une maniére similaire, 1’esti-
mation de la température du fluide dans la cuve du réacteur, lors d’un choc
thermique pressurisé, est un élément important quant a la durée de vie des
composants critiques d’une centrale.

Ainsi, I’analyse des besoins industriels a fait naitre un besoin de modéli-
sation et de simulation d’écoulements d'un mélange de deux fluides. Dans le
cas d’ébullition nucléée, le flux critique de chaleur est, pour 1'heure, construit
par corrélations des grandeurs moyennes de ’écoulement. Or les dites cor-
rélations sont limitées par les conditions expérimentales et la géométrie des
configurations tests. Pour pallier & ces défauts, il est envisageable de penser
qu’une prédiction plus générale du flux de chaleur critique peut étre obtenu
a l'aide de paramétres thermohydrauliques , calculés & partir d’un code dédié
au diphasique. Les chocs thermiques pressurisés, quant a eux, interviennent
lors des injections de sécurité qui servent a refroidir rapidement le coeur d’un
réacteur : dans ce type d’injection forcée, certaines parties de la cuve sont

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.

soumises a de forts gradients de température qui peuvent induire la création
de fissures fragilisantes. Ainsi, allonger la durée de vie de la cuve revient a
savoir comment évaluer plus précisément 1’évolution de la température du li-
quide lors des injections, et par 1a méme, & limiter ’appartion des fissures. Or
seules des méthodes numériques adaptées aux écoulements diphasiques sont
aptes a rendre compte des phénomeénes complexes qui régissent la physique
des injections de sécurité.

Il est possible de donner de nombreux autres exemples dans lesquels la
physique des mélanges de deux fluides joue un réle prépondérant (pour cela,
nous renvoyons au papier [1]). Il est donc important de proposer des solutions
numériques efficaces aux problémes générés par ce type d’écoulement.

1.2 Contexte de la thése.

Les écoulements que nous chercherons a traiter dans la suite de cet ex-
posé sont modélisés par les équations de Navier-Stokes “instationnaires” non
linéaires et linéaires, soit respectivement :

ou—vAu+ (u-V)u+Vp=1£f dans Q
V.-u=0 dans

u(t)|apo = 0 condition aux limites

AA,.\/.\
—_ = e
I O I R
N’ e’ N’ SN

u|;—o = up condition initiale

ou—vAu+Vp=f dans
V-u=0 dans

u(t)|apo =0 condition aux limites

—~ o~~~
—_ =
o g O Ot
e’ N’ N’ N

ul;—o = up condition initiale
ol ) est le domaine de ’écoulement.

Ces équations possédent naturellement quelques propriétés remarquables.
Tout d’abord, elles sont conservatives localement et globalement : ceci est dii
a leurs constructions mémes, dont de nombreux ouvrages traitent abondam-
ment (pour quelques rappels simples voir entre autre [32] ou [14]) et dont,



1.2. CONTEXTE DE LA THESE. 13

par conséquent, nous ne rappelerons pas le principe. C’est d’ailleurs pour cela
que 'on parle généralement des équations (1.1) et (1.5) comme des équations
de conservation de la quantité de mouvement et de (1.2) et (1.6) comme des
équations de conservation de la masse. Ensuite, les termes de convection en
(u- V)u s’interprétent comme de simples termes de transport, du fait qu’ils
n’introduisent pas d’énergie dans le systéme. En effet, I’écoulement étant, par
définition de I'incompressibilité d’un fluide de densité constante, a divergence
nulle, un simple calcul nous montre que ’énergie L? du terme de convection

est nulle :
/ (u-Viu-u= Z/ u,;0;u;u,
0 R4S

1
=Y [ ui)

— Jqo 2

i.j

1
=3 [ g

T Joa 2

=0

Discrétiser ces équations tout en respectant au mieux ces différentes pro-
priétés souléve alors un certain nombre de difficultés. La premiére d’entre
toutes est de respecter la contrainte d’incompressibilité d’un point de vu
discret : une fagon simple et relativement peu cofiteuse de répondre & cette
question a été apportée par M. M. Crouzeix et P.-A. Raviart a I’aide d’une
méthode d’éléments finis qui porte désormais leurs noms.

Pour définir rapidement cette discrétisation, il nous faut supposer que le
domaine de I’écoulement ait été au préalable approché par une triangulation
7 dont les éléments K sont des triangles en dimension deux d’espace et des
tétrahédres en dimension trois. Ensuite, les vitesse et pression discrétes sont
définis de telles sortes que le probléme discret approché ait un sens d’un point
de vue mathématique (cf. chapitre (Ch 2) pour de plus amples rappels, no-
tamment sur la définition exacte des espaces discrets employés) et telles que
la vitesse discréte soit & divergence nulle par élément K de 7.

Toutefois, au regard des autres propriétés des équations de Navier-Stokes
rappelées précédemment, cet élément fini particulier présente quelques in-
suffisances : certes, moyennant quelques efforts calculatoires, nous pouvons
démontrer qu’il satisfait la propriété de conservativité évoquée plus haut (cf.
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[7] et [14] pour une analyse détaillée), mais pour 'essentiel il ne satisfait
aucune des autres particularités des équations (1.1)-(1.2) ou (1.5)-(1.6). Pire
encore, il introduit un certain nombre d’erreurs numériques supplémentaires.

Commencons par signaler ’erreur qu’introduit cet élément fini sur 'opéra-
teur de diffusion. Dans le cas continu, et puisque nous considérons un écoule-
ment a divergence nulle, un calcul simple nous montre que la relation suivante
est vérifiée :

Au=V- (Vu + Vut)

Il suffit pour cela de remarquer que nous avons en fait :
V-Vu*'=VV.-u=0

Or comme il est signalé dans [14], cette derniére égalité n’est pas vérifiée
pour une vitesse a divergence discréte nulle discrétisée a l'aide de I’élément
de Crouzeix-Raviart : cette identité non vérifiée introduit des artefacts numé-
riques indésirables, dus aux discontinuités des vecteurs vitesse (cf. [14] pour
une discussion approfondie sur le sujet).

Mais, les défauts de I’élément fini de Crouzeix-Raviart ne s’arréte hélas
pas a cela. En effet, la différence de degré entre les polynémes qui servent &
définir la vitesse dicréte (des polynomes de degré 1) et la pression discréte
(des polyndmes de degré 0) induisent la création de courants parasites, c’est-
a-dire de vitesse “supplémentaire” totalement artificielle. Afin d’illustrer plus
clairement ce propos, évaluons les équations de Navier-Stokes instationnaires
dans le cas des conditions initiales particuliéres suivantes :

()

Les solutions élémentaires sont alors données par :

1
Ui = ( Y > p=—5"+7)

X

Dans ce cas, c’est en effet la pression qui “absorbe” complétement le terme
en (u- V)u et permet donc de vérifier les équations. Dans le cas discret, le
terme de convection est un polyndéme de degré 1 qui ne peut évidemment
pas étre captée par la pression, puisque celle-ci ne contient pas ces mémes
polyndémes. Du coup, le gradient de pression et le terme de convection ne
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s’équilibre plus, interdisant & la dérivée temporelle de la vitesse d’étre nulle,
et donc a la vitesse discréte de se stabiliser naturellement a la solution donnée
ci-dessus (celle-ci appartient pourtant a I’espace dans lequel évolue la vitesse
discréte).

La situation précédente n’est toutefois qu’un cas tout a fait particulier de
la configuration suivante. Si dans les équations (1.1) ou (1.5) nous imposons
un terme source f s’écrivant comme le gradient d’une fonction ® quelconque,
les solutions normalement obtenues sont une vitesse nulle et une pression p
valant exactement ®. Dans le cas discret, lors de 'utilisation des éléments
finis de Crouzeix-Raviart par exemple, cette situation n’est en régle générale
jamais vérifiée : si @ est réguliere (un simple polynéme de degré 1 suffit en
fait), la pression discréte ne peut étre égale & ® et du coup, le terme source et
le gradient de pression ne s’équilibrant pas, la vitesse devient spontanément
non nulle.

L’ensemble des défauts relevés précédemment nous incite & construire
de nouvelles méthodes, voire de nouvelles discrétisations, qui s’attacherait
a éliminer ou au pire & repousser a un ordre supérieure les erreurs numé-
riques évoquées. En dimension deux d’espace, une réponse a d’ores et déja
été apportée a un certain nombre de ces problémes a ’aide de I’élément fini
PINC/Py+ P, développé dans [14] : I'idée, qui résulte des constatations pré-
cédentes, consiste & enrichir la pression de I’élément de Crouzeix-Raviart, a
I’aide de polynomes d’ordre 1, et & définir une forme bilinéaire de divergence
discréte particuliére. Ces deux éléments mis bout-a-bout nous ont permis
d’accroitre (grace a de nouvelles démonstrations) la consistance de ’espace
des vitesses discrétes a divergence discréte nulle Vi, par rapport a son ho-
mologue continu, Iespace des vitesses (continues) & divergence nulle V. La
conséquence directe de cette consistance, est que les courants parasites n’ap-
paraissent plus que pour des polynémes d’ordre deux (ce qui est un gain
substantiel comparé a la situation initiale) et que nous sommes en mesure
d’espérer des propriétés de superconvergence trés intéressantes. Toutefois, cet
élément fini si particulier ne posséde plus les mémes arguments en dimen-
sion trois d’espace : en effet, aucune propriété de consistance particuliére de
V1 n’apparait alors, ce qui nous empéche de prétendre a des résultats aussi
probants qu’en dimension deux. Aussi, une nouvelle question se fait jour na-
turellement : peut-on retrouver en dimension trois des résultats analogues a
ceux obtenus dans le cas de la dimension deux ?
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Outre cela, la nouvelle forme bilinéaire de divergence discréte introduite
induit la propriété remarquable suivante : si uy est une vitesse & divergence
discréte nulle et iy, son projeté sur I’élément fini P, de Lagrange, alors I’éner-
gie introduite par le terme (uy - V)uy, - Gy est nulle. Par conséquent, 1'idée
la plus naturelle consiterait a introduire la forme de convection “modifiée”
(up - V), plutdét que la forme standard (uy, - V)up, et & seule fin de mieux
respecter les propriétés des équations de Navier-Stokes originales. Mais com-
ment peut-on introduire ce nouveau terme dans une formulation mathéma-
tique, de sorte que celle-ci soit bien posée ?

Enfin, nous proposerons d’employer ces différentes techniques dans le
cadre d’une application particuliére : ’écoulement & bas Mach d’un mélange
de deux fluides quasi-compressibles. Pour cela, il nous faudra montrer que,
sous ces hypothéses, les équations régissant 1’écoulement du mélange peuvent
se comprendre comme une série de deux équations de type Navier-Stokes
emboitées, auxquelles nous pourrons donc appliquer les différentes méthodes
évoquées plus haut.



Chapitre 2

Les problémes a résoudre.

2.1 Introduction.

Dans ce mémoire, nous allons proposer une modélisation des écoulements
diphasiques a bas Mach, basée sur les équations de Navier-Stokes. Aussi,
nous proposons dans un premier temps de définir de maniére générale ces
équations et d’en donner quelques propriétés mathématiques. Ensuite, et
puisque nous nous intéresserons également a la résolution numérique des
équations de Navier-Stokes, nous définirons le contexte discret dans lequel
nous nous placerons dans la suite et donnerons quelques notations qui seront
utilisées tout au long de ce mémoire.

2.2 Equations de Navier-Stokes pour un écou-
lement incompressible.

Les équations de Navier-Stokes modélisent 1’écoulement d’un fluide in-
compressible : ces équations nous permettent a chaque instant de déterminer
I’état du fluide, & travers sa vitesse u et sa pression p .

Les équations de Navier-Stokes sont établies & partir des équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement, et s’écrivent (en
considérant que le fluide considéré est de densité constante dans le domaine

17



18 CHAPITRE 2. LES PROBLEMES A RESOUDRE.

Q2 de I’écoulement, i.e. incompressible) :

ou—vAu+(u-Viu+Vp = f (2.1)
Veu = 0 (2.2)

u(t)|lsgn = 0 condition aux limites  (2.3)

ul—g = up condition initiale (2.4)

ol Jf2 est la frontiére du domaine 2.

Le systéme d’équations précédent se simplifie dans le cas ot le terme non
linéaire peut-étre négligé (écoulement a faible vitesse par exemple), et 1'on
obtient alors les équations de Stokes “instationnaires” :

ou—vAu+Vp = f (2.5)
V-ou = (2.6)

u(t)logn = 0 (2.7)

uli—o = up (2.8)

Enfin, nous pouvons également considérer le probléme de Stokes station-
naire :

—vAu+Vp = f (2.9)
V-u = 0 (2.10)
u‘aQ = 0 (2.11)

2.3 Existence et unicité d’une solution au pro-
bléme de Navier-Stokes.

2.3.1 Rappel sur les espaces fonctionnels.

L’existence et 'unicité d’une solution des systémes d’équations aux déri-
vées partielles précédents est une question délicate qui nécessite un certain
nombre de rappels et de notations.

Dans tout ce qui suivra, les notations suivantes seront reprises. On sup-
pose que le domaine {2 de I’écoulement est un polygdne convexe en dimension
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d = 2,3. On note L(Q2) - plus simplement L? - Pensemble des fonctions a
valeurs réelles dont la puissance ¢ est intégrable : ||.||o, est alors la norme
associée a cet espace. Parmi ces espaces, on notera (.,.) le produit scalaire
de L? et ||.|| sa norme associée.

On introduit également les espaces fonctionnels suivants :
H™Q):=H" = {vel?*; e l?® Ya0<l|al <m}
HMQ):=H = {vel?; dywel* Ya0<|a| <m; v]sg =0}

Ces espaces fonctionnels sont des espaces de Hilbert une fois dotés du
produit scalaire suivant :

(U, V), ::/ Z Oqtt Oqv dS2
Q || <m

A ce produit scalaire correspondent des normes et semi-normes notées
respectivement ||.||, et |.|m.

On pourra aussi utiliser le produit scalaire et la norme suivants définis
1 .
sur H par :

(u,v)1 := (Vu, Vo) = Z (O;u;, 0jv;)
1<i,j<d
july = |Vull = (Vu, Vo)?

En effet, |.|; est bien une norme sur H, suite a l'inégalité de Poincaré

ci-dessous, vérifiée lorsque le domaine de I’écoulement €2 est borné :
1
0 > 0| Vu € Hy [lul] < ~oluly

Lorsque les espaces fonctionnels précédents sont étendus & des fonctions a
valeurs dans R?, les notations adoptées sont les mémes & ’exception de la no-
tation des espaces eux-mémes qui seront repérés en gras; ainsi Hg := [H}]|%.
Bien siir, la définition des normes et produits scalaires est 1égérement modi-
fiée puisqu’il faut désormais également sommer sur le nombre de dimension
de la fonction vectorielle considérée.
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On définit également les sous-espaces suivants :

ngz{vem/vdﬂ =0}
Q
Vi={veH;|V -v=0}

Enfin, on désignera par L9(0,T; X) avec X espace de Banach, 'espace
des fonctions ¢t — f(t) : (0,7) — X telles que :

f est mesurable pour la mesure dt

T q
1l zsoirsx) = ( / ||f(t)||3(dt> < +o0

Quand aucune confusion ne sera possible, on notera plutdt L2(X).

2.3.2 Formulation variationnelle.

Les rappels précédents vont nous permettrent de définir les formulations
variationnelles associées aux problémes (2.1)-(2.2), (2.5)- (2.6) et (2.9)-(2.10).

Pour cela, on introduit les formes bilinéaires a(.,.) et b(.,.) continues
respectivement sur Hy x Hj et H§ x L2 définies par :

a(u,v) = v(Vu,Vv)
b(v,q) = (¢,V-V)

On définit également la forme trilinéaire c(.; ., .) continue sur Hy x H x Hg
par :

((w-V)v,w) = ((u-V)w,v))

DN | —

clu;v,w) =

Les propriétés élémentaires de cette forme trilinéaire s’énumérent ainsi
pour tout u,v,w € Hj :

c(u;v,v) 0

1 1 1 1 1 1
le(w; v, w)| + le(w;w, V)| < e([[u]|2[|al[F[[v][s + [Vl [[v]IF [l [) w2 |[w]]}

IAINA

le(w; v, w)| < df[ul[i]|v]i|lw]]
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Avec ces notations, la formulation variationnelle des problémes (2.1)-
(2.2), (2.5)-(2.6) et (2.9)- (2.10) s’écrit : chercher (u,p) € Hy x L3 tels que
Vt > 0 et V(v,q) € Hy x Lg on ait respectivement :

(Ou,v) +a(u,v) — b(v,p) —b(u,q) + c(u;u,v) = (f,v)
u(0) = ug

(O, v) +a(u,v) = b(v,p) —b(u,q) = (f,v)
u(0) = ug

a(u,v) = b(v,p) —b(u,q) = (f,v)

2.3.3 Hypothéses et théoréme d’existence.

Afin d’expliciter le résultat d’existence et d’unicité de la solution du pro-
bléme de Navier-Stokes (2.1)-(2.2), nous allons faire quelques hypothéses sur
la régularité du domaine de I’écoulement et sur les conditions initiales du
probléme.

Hypothése 2.3.1 On suppose le domaine de l’écoulement ) suffisamment

régulier pour que, quel que soit le terme source f € L2, la solution (u,p) du
probleme (2.9)-(2.10) vérifie :

(u,p) € (HgNH?) x (Lg N HY)
[[ull2 + [[pl]1 < c|[lf]]

ol ¢ est une constante qui ne dépend que v et €.

Hypothése 2.3.2 On suppose que la vitesse initiale ug et le terme source f
vérifient :

uy €V, f,0,f € L°(0, +o0; L?)
[[uol]y +stt>uo)(llf|l +|[of]]) < C

ou C' est une constante indépendante du temps.
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Remarque 2.3.1 Dans la suite de ce mémoire, cette derniére hypothése sera
toujours vérifiée car nous travaillerons sur des termes sources, constants au
cours du temps.

Grace a ces hypothéses, on peut établir le théoréme d’exitence et d’uni-
cité pour le probléme de Navier-Stokes (2.1)-(2.2) -et donc également pour
le probléme de Stokes instationnaire (2.5)-(2.6)- dont la démonstration est
donnée dans [22],[23], [24],[25] :

Théoréme 2.3.1 Sous les deux hypothéses précédentes, le probleme (2.1)-
(2.2) avec ses conditions initiales admet une unique solution (u,p) qui satis-
fait de plus les estimations suivantes :

t
()] + Ve5°t/0 ™ |lul[} ds < e™*"[Juo[* + 65°CF

t
()]} + 6_5“/ e (||0pal[* + [l + [|pl[7) ds < &
0

t
() (I3 + [lP@F + o)) + 6‘5°t/0 ™7 (s)||Opulf} ds < &

t
7()*[|oma(®)|[y + 6‘”/0 e™(s)* ([0 (O)|[3 + [|0p1[; + [|0eul[*) ds < &

pour tout t > 0, o 7(f) = min(1,1), d = 75 et ol k est une constante

ne dépendant que des conditions initiales et de ().

2.4 Discrétisation du probléme de Navier-Stokes.

La résolution numérique du probléme de Navier-Stokes nécessite 'intro-
duction d’un probléme approché, défini sur des espaces de dimensions finies.
Dans ce paragraphe, on va donc décrire toutes les variables discrétes que nous
serons amenés a utiliser ultérieurement, lors de la définition et de 'utilisation
de schémas discrets sensés résoudre le probléme initial.

2.4.1 Notations générales.

On suppose que le domaine de I’écoulement €2 est recouvert par une famille
de maillages (75),.; uniformément réguliere au sens de la définition de [6] :
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un maillage 7, élément de (75),., est composé de triangles pour d = 2 (ou
de tétrahédres pour d = 3) notés K, vérifiant les propriétés suivantes :

— Dintersection de deux éléments distincts de 7}, , si elle n’est pas vide,
est réduite soit & un point commun, soit & une aréte commune, soit a
une face commune en dimension trois.

— on suppose également que le rapport du diamétre hy d’un simplexe K

sur le diamétre px de la sphére inscrite est borné indépendamment de
K et de 7}, :

h
o |VK L <o
PK

Enfin, on va supposer que le maillage 7, vérifie une hypothése supplémen-
taire non standard, introduite notamment dans [14] :

Hypothése 2.4.1 On suppose que pour chaque triangle K du maillage, il
existe au moins deux arétes qui n’appartiennent pas au bord 02 du domaine de
l’écoulement ), pour d = 2. Lorsque d = 3, on suppose qu’il existe également
deuz faces pour chaque K qui n’appartiennent pas au bord OS).

On utilisera également les notations abrégées suivantes : s désignera un
sommet du maillage 75, a une aréte et f une face. Lorsque I'on voudra
plus particuliérement considérer ces grandeurs pour un élément donné K, les
notations seront juste affublées d'un indice K. Enfin, on écrira z,, z, et xy
pour respectivement les coordonnées du sommet s, le barycentre de I'aréte a
et de la face f.

2.4.2 Espaces de discrétisation.

Soit maintenant un maillage 7, de (73),., quelconque fixé. Nous allons
introduire différents espaces discrets approximant Hg et L2 : on notera v les
fonctions vectorielles et ¢ les fonctions & valeurs réelles. On désignera égale-
ment par P;(K), 'ensemble des polynémes de degré [ définis sur I’élément K,

et par Pj(K) un vecteur en dimension d, dont les composantes appartiennent
toutes a P(K).

On rappelle la définition de l'espace discret non-conforme Xy, dit éga-
lement espace de Crouzeix-Raviart (cf. [28]), approchant I’espace H} en di-
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mension, respectivement, deux et trois :
Xp:={vel?|VK eT,, vlg € P1(K)

Vz,, v continue en z, et v(z,) = 0si z, € 00 }

XhII{VEL2|\V/K€%,
v|k € P1(K) Vg, v continue en xf et v(zy) =0sizp € 00 }

On utilisera également une approximation conforme de H§ que I’on notera
X}, et dont la définition est :

Xp:={veCl’|VK €T, vlg € P1(K) v est nulle sur 9Q}

Pour définir des approximations discréte de Lg, nous allons tout d’abord
introduire des espaces intermédiaires. Soit donc :

M) ={qe L*|VK €T, qlx € Po(K)}
M!:={qeC’|VK €T, qlx € P(K)}

On notera M), 'approximation discréte de L2 et 'on envisagera par la
suite plusieurs choix, parmi lesquels :

MN L
M, N L
(M) + M) N L§
Remarque 2.4.1 Dans la suite de ce mémoire, nous étudierons préféren-

tiellement le dernier des choix présentés ci-dessus.

A chacun de ces espaces discrets correspondent une norme et un produit
scalaire naturels. Ainsi sur 'espace de pression M, on utilisera la norme ||.||
et son produit scalaire induit. Pour I'espace X}, , on ne peut utiliser direc-
tement la norme |.|; car toutes les fonctions de X}, ne sont pas continues et
n’appartiennent donc pas a Hp.

Par conséquent, on introduit le produit scalaire et sa norme induite, dé-
finis sur Xy, par :

(uh,vh)h = (Vuh, VVh) = Z (Vuh,Vvh)QK

KETh

1
2
[[Villn = <§ |Vh‘iK>

KeT,
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On renvoie & [28] pour la démonstration des propriétés de ||.||, sur Xy, ,
qui reposent essentiellement sur l'inégalité de Poincaré discréte ci-dessous
(toujours dans le cas ot Qest borné) :

Iy > 0| Vvi € Xy [[Va|| < 70l Val|n

Remarque 2.4.2 L’espace Xy, est contrairement ¢ Xy , un sous-espace de
H}, et par conséquent la norme naturelle pour Xy, serait plutét la norme
||.||1. Mais, la norme ||.||n définie sur tout Xy, , coincide avec ||.||; sur Xy :
il est donc indifférent d’utiliser l'une ou l'autre sur Xy, .

2.4.3 Propriétés d’approximation des espaces discrets.

Les espaces discrets que ’on a défini ici, vérifient en outre les propriétés
d’approximation suivantes V(v,q) € (H*NH) x (H' N L2) :

inf ||V—Vh||h S Ch||V||2
vhEXh
inf |[v—ulli < chllvll,

VhEXh

inf |lg—qil| < ch
Jof flo—all < chllglh

Notons au passage que la derniére inégalité est vérifiée quelque soit 1’es-
pace de pression discréte M), choisi.

2.4.4 Deéfinition des formes bilinéaires discrétes.

Aux formes bilinéaires continues introduites plus haut, correspondent des
formes bilinéaires discrétes que nous définirons ici et qui seront constamment,
utilisées par la suite. Nous rappelons également quelques propriétés de ces
formes bilinéaires discrétes, utiles pour le reste de I’'exposé.

On introduit donc les formes bilinéaires ay(.,.) et by(.,.) définies respec-
tivement sur X;, x Xy et Xy x M), par les relations suivantes :

ap(up, vp) = v Z (Vup, Vvn)k == v(an, vi)n

KeTy,

bn(Vhyqn) = b(vi,qn) + Z /[Vh -1 gido

e€Ty €
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ol e est une aréte en dimension deux et une face en dimension trois, [.]
est le saut d'une fonction a travers e avec le signe approprié et ou M et
qn € M, vérifient :

My, == (My 0 L§) + (M, N LY)
@ = dp + @ ah € My N LG, g, € M, N LG
Notons d’ores et déja que lorsque ay(.,.) et by(.,.) sont restreintes a Xy, ,

ces formes bilinéaires sont consistantes aux formes bilinéaires a(.,.) et b(.,.)
définies plus haut.

Le théoréme suivant a été établi par [4] et [14] mais sachant qu'il en sera
fait un usage constant par la suite, il semble utile de le rappeler :

Théoréme 2.4.1 Les formes bilinéaires ap(.,.) et by(.,.) sont uniformément
continues sur respectivement Xy, X Xy et Xy X My. Plus précisément, cela
signifie qu’il existe des constantes c1, ¢y indépendantes du pas h du maillage,
telles que l’on ait :

SHENIANAIR

Ca| [Vl [nlgnll

Vup, v € Xp; ap(up, Vi)

<
Vvh € Xn, qn € Mp; bp(Vih,qn) <

Enfin, il est indispensable que la forme bilinéaire by(.,.) satisfasse égale-
ment une condition de type Babiiska-Brezzi sur ’espace produit Xy, x Mj,.
Sébastien Heib a pu montrer dans sa thése ([14]) que d’une part cette condi-
tion est bien vérifiée et que d’autre part, cette condition est indépendante du
pas du maillage h. Comme nous utiliserons par la suite ce résultat, nous en
profitons pour en rappeler 'énoncé, repris de [14] :

Théoréme 2.4.2 La forme bilinéaire by,(.,.) vérifie une condition de Babuska-
Brezzi discréte uniforme sur Xy, X My. C’est-a-dire qu’il existe une constante
c3 indépendante du pas h du maillage telle que l'on ait :

b
Vo € My sup h (Vh, Qh)

> csl|qnl|
vhEXp , vh#0 HVhHh

Enfin, on construit deux formes bilinéaires supplémentaires by(., .) et b (., .)
définies respectivement sur Xy, x (Mp N L2) et Xy, x (M} N L), comme suit :

bO("han?,) = bh(Vh,q;)L)
bi(Vh.qy) = bu(Vh,qp)
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Compte tenu de leurs définitions, ces deux nouvelles formes bilinéaires vé-
rifient naturellement 'uniforme continuité et la condition de Babtuska-Brezzi
discréte uniforme.
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Chapitre 3

Ecoulement diphasique.

3.1 Introduction.

Ce chapitre est dédié a la description du modéle mathématique utilisé
pour décrire le comportement d’'un mélange constitué de deux fluides. Dans
le cadre de cette thése, ce modéle est celui dit & une pression, ot chacun des
fluides est a ’équilibre thermodynamique, c’est-a-dire encore sous une méme
unique pression p.

En outre et afin de simplifier ’ensemble du discours, nous ferons égale-
ment ’hypothése supplémentaire suivante :

Hypothése 3.1.1 L’écoulement du mélange diphasique est isotherme c’est-
a-dire a lieu a température T' constante.

Toutefois, cette restriction n’est pas obligatoire et la supprimer ne modifie
pas profondément, la démarche qui va suivre.

Essayons maintenant de définir précisément la notion de “mélange” de
deux fluides. Mathématiquement, cette idée se traduit par la donnée de deux

fonctions a;(z), i = 1,2 -appelées taux de présence- définies sur le domaine
2 de I'écoulement, a valeurs dans [0, 1] et telles que :

iai(m) =1 VzxeQ (3.1)

29
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3.2 Equations moyennées.

A un fluide donné est associé un systéme d’équations de Navier-Stokes,
qui traduit I’évolution au cours du temps de certaines grandeurs physiques
caractéristiques : sa vitesse u et sa densité p. Ce systéme d’équations s’écrit
simplement sous la forme suivante :

Op+V-(pu)=0
d(pu) + V- (pu®@u)+ Vp=pg+ V- (u(Vu+ Vu'))

ot la densité p = p(p), est une fonction donnée par la thermodynamique
et u est la viscosité dynamique.

Dans le cas d'un mélange de deux fluides, les équations ci-dessus sont
modifiées afin de tenir compte des taux de présence «; (). Plus précisément et
compte tenu du modéle adopté, nous avons les systémes d’équations suivants :

O(aipi) + V - (ipim) = (=1)""'T(ay, p) (3.2)
O (aipiw) + V- (ipiws @ ) + o, Vp + (—1)"*'r
= ;P + A\ (aiui(Vui + Vuit)) (33)

avec

1 : indice du fluide, et valant 1 ou 2

pi . densité du fluide i strictement positive, fonction de p, %’;f =€ >0
Wi+ viscosité dynamique du fluide i strictement positive

u; : vitesse du fluide i

I' . terme source de changement de phase

7 : terme de transfert de quantité de mouvement défini plus loin

p . pression

Ce systéme appelle déja une remarque. Pour cela, considérons la situation
simple, d’un liquide (de I'eau par exemple) placé sur une plaque chauffante.
Tant que la température est inférieure a la température d’ébullution du li-
quide, aucun changement de phase ne se produit. Par contre dés que 1’on
atteint la température d’ébullition, des bulles se forment dans le corps du
liquide ou au contact des parois chauffées : dans ce cas, nous obtenons par
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simple échauffement, un mélange de deux fluides. Supposons maintenant que
nous souhaitions utiliser les équations (3.2) et (3.3) pour d’écrire le compor-
tement de notre bifluide au moment précis ou les bulles se forment. Compte
tenu de la forme des équations, nous avons donc besoin de connaitre (entre
autre) la vitesse initiale des bulles au moment de leur création. Or celle-ci
nous est totalement inconnue. De plus, il est probable que, selon quune bulle
se forme le long des parois chauffées ou dans le corps du liquide, les vitesses
initiales aient un comportement bien différent. La situation d’une phase éva-
nescente (qui apparait ou disparait) est donc particuliérement problématique.
Aussi dans la suite de ce chapitre, nous ne considérons que des écoulements
dans lesquels les deux phases existent partout a tout temps t et telles que
leurs caractéristiques essentielles (vitesse, pression ...) soient définies en ¢ :

O<ao <1

3.3 Nouvelle formulation.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous négligerons les termes de diffusion
dans chacune des phases : les coefficients de diffusion dynamique p;(p) seront
négligés par la suite.

Nous souhaitons dorénavant introduire les nouvelles variables suivantes :
la vitesse du mélange u, la vitesse de frottement entre les fluides d(u), la
pression p et la quantité A dont les expressions littérales sont simplement
données par

_ apiuy + GppoUn
p
d(u) :=u; —us
A= 1In(a;) — In(as)

avec p 1= a1p; + aapo, tandis que les densité des fluides p;(p).

L’introduction de la variable A peut sembler arbitraire mais présente tou-
tefois un grand intérét, qui pour la clareté de I'exposé sera énoncé plus tard.

Nous utiliserons également la vitesse moyenne de mélange u, comme
parameétre du probléme. En effet, cette derniére posséde, sous certaines hy-
pothéses particuliéres, des propriétés intéressantes que nous détaillerons plus
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loin dans ce chapitre. Afin de définir complétement cette vitesse moyenne
de mélange, nous donnons dés & présent sa définition et accessoirement son
expression en fonction de nos nouvelles variables :

U, := ajuy + apuy = u — QMcS(u) (3.4)

)
avec 0 := ajag et §(p) := p1 — p2 .

Introduisons a présent une identité remarquable fort utilisée dans la suite.
Si aq, as, by et by sont quatre réels quelconques alors pour tout réel ¢ 1’égalité
suivante est vérifiée :

a1by + azby = (a1 + az)(dby + (1 — @)ba) + ((1 — P)ar — gaz)(by — ba) (3.5)

Enfin, nous aurons besoin d’utiliser les constantes ¢; qui sont les inverses
du carré des vitesses de propagation du son ¢; au sein des fluides 7. Ces
vitesses s’obtiennent par les relations suivantes :

=01 (3.6)

2
()

€ 1=
! dp ¢

Il nous reste donc & établir les équations régissant le comportement de
ces nouvelles variables a partir des équations (3.2). Ceci fait 'objet des pa-
ragraphes qui suivent.

Remarque 3.3.1 Ces quelques notations mous permettent déja d’évaluer
I’énergie cinétique du mélange des deux fluides a l’aide des variables intro-
duites ci-dessus. En effet, nous avons par définition de l’énergie cinétique E..
du mélange :

2

ou ||.||e est la norme euclidienne usuelle.

Eeim 5 [ aupillm] 2+ azpalfual 2 0
Q

Or, nous avons avec les notations introduites :

9 (1/2 2 042 2
/p||uui do =/ 27222 (413 g), + Ly |2 4 22 g2 dO2
Q Q 1Y P P

0 7 0
[ o222l e = [ 2" g )+ L 4 P2 2
Q P @ P p p
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1l nous suffit de faire la demi-somme des deuz relations précédentes pour
finalement obtenir :

1 .
Ee= [ ollull? + Al5ta) 2 a2
Q

on p = 0—”1;2.

3.3.1 Equations de masse.

Nous allons maintenant établir les équations de masse sur nos nouvelles
variables u et d(u).

Nous commencons par séparer les taux de présence «; des équations de
masse (3.2), par dérivations succesives. Nous obtenons alors les équations,
apres division par p, p2 :

r
8t041 + Oélv -uyp +ug - VOél = p_ — (8,5 ln(pl) +uq - Vln(pl)) (37)
1

r
(9toz2 + a2V - Ug + Uy - VOCQ = _p_ — Q9 (at 111(/)2) +ug - \Y ln(pz)) (38)
2

Introduisons ensuite les constantes ¢; définies par (3.6) et la pression afin
d’écrire le systéme suivant :

r
&gozl + Oélv -up +ug - VO(I = p— — % (atp +uy - Vp) (39)
1 1
r
Oyova + oV - ug +ug - Vo = _p_ - % (Op +uy - Vp) (3.10)
) )

en notant que :

_ aln(ﬂi)@ _ &

In(p: .
Vin(p;) = 0 I;;Pz) Vp = %Vp

Nous divisons ensuite chacune des équations (3.9) -(3.10) par «; de fagon
a obtenir des expressions en fonction des In(c;). Nous cherchons ainsi a faire
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apparaitre notre nouvelle variable A\ décrite auparavant.

r
On(e) +V-u +wp - Vin(a) = — — L@p+uw-Vp)  (3.11)
101 P1
T
Oln(ay) + V- -uz+uz-Vin(ap) = ——— — @ (Op +uz-Vp) (3.12)
QP2 P2

Nous procédons ensuite en deux étapes disctinctes. Nous commengons
tout d’abord par faire la différence entre les équations (3.11) et (3.12).

Par définition des variables A et d(u), nous obtenons alors une équation
de “masse” sur d(u) :

oA+ V- -6(u)+ (ur-Vin(ay) —uz - Vin(aw)) =
I —
Uype—pa, (6_2112 _ 6_1111) v (3.13)
P P1P2 P2 P1

ol 0 := ajay et p:= 6%.

Nous allons maintenant employer 1’expression (3.5) pour simplifier 1’écri-
ture du systéme précédent. Pour cela nous remarquons que :

u;-Vin(ay)—ue-Vin(az) = d(u)-(eVin(ay) + oy Vin(az))+us-VA (¢ = as)
Or toujours avec (3.5), nous pouvons simplifier quelque peu I'écriture :

asVIn(ag) + a1 Vin(ay) = (g VIn(ag) + aaVin(ay))
+ (a3 — a})V (In(an) — In(az))
= (Vag + Vag) + (g — 1) VA
= —0(a)VA

avec 0(a) 1= oy — as.

D’ou finalement, il nous devient possible d’écrire :

r
OAN+V-d6(u)+uy- V= E+78tp+u7-Vp (3.14)
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avec

‘: P1€2 — P2€1
' P1P2
w, = p1e2l2 — P2€1Uq
P1P2
uy = u, — 0(@)d(u) = asuy + ajuy

En remarquant que d;a; = 00, A\, nous obtenons 1’équation d’évolution de
A

r
0oy + 60V -6(u) +uy-Vag =46 (;+’y@tp+u7~Vp> (3.15)

Remarque 3.3.2 Nous pouvons d’ores et déja constater que lorsque les ¢;
sont tres petits, les parametres v et u, sont trés proches de 0 et donc négli-
geables.

Faisons désormais la somme des équations (3.9) et (3.10) afin d’obtenir
une équation de “masse” sur notre vitesse de mélange u. Comme la somme des
taux de présence «; est une constante, nous avons facilement par définition
de u:

V-u+edp = 3p) —uE-Vp+V-(9M5(u)) (3.16)
P1p2 P
avec cette fois :

_ Qq€1p + Qiegpy

P1P2
€1 poly + a€gprUa

T P1P2

Il ne nous reste donc plus qu’a établir des équations de “quantité de
mouvement” sur u et §(u).

Remarque 3.3.3 Cette remarque est analogue a la précédente, a savoir que
lorsque les €; deviennent négligeables, il en devient de méme pour les para-
métres € et u..

Remarque 3.3.4 Nous aurions pu également préciser le lien existant entre
les vitesses u.,, u. et nos variables u et é(u).
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00(p)o(e) — plarez + arer)

u, = yu, + Py d(u)
e 1 PO —E0(p) s i — 00 P sy o POLE) — E(p) e
e = Mot P1P2 66( ) ( f P 6( )) " P1P2 96( )

avec 0(€) := € — €3 el € := ay€1 + agés.

3.3.2 Equations de quantité de mouvement.

La facon de procéder pour obtenir lesdites équations de “quantité de mou-
vement” reste identique a celle développée dans le paragraphe précédent.

Tout comme dans le paragraphe ci-dessus, nous séparons les vitesses u;
des équations de quantité de mouvement (3.3) par dérivations successives.
Ceci nous conduit naturellement & considérer les égalités :

O(ipia;) + V - (ipin; @ wy) = ayp; (Opu; + V - (3 @ u3))
+ i (O (aips) +ui - V(aip;))
=op; (O + V- (0 @ uy) — u;(V - w5))
= a;p; (O + (uy - V)uy)

aprés avoir réinjecté les équations de masse (3.2), pour obtenir le passage
de la premiére ligne a la seconde.

Dés lors, il devient envisageable de reformuler les équations de quantité
de mouvement (3.3) sous une forme plus réduite, quitte & diviser par «;p; :

1

oy + (uy - V)uy + —Vp+ T _ g (3.17)
P1 Q01
1

dug + (ug - V)ug + —Vp— —— =g (3.18)
P2 Q202

Cherchons maintenant & exprimer 1’équation de “quantité de mouvement”
associée a 0(u). Pour cela, nous faisons la différence des équations (3.17)-
(3.18) afin d’obtenir :

1 1
() + (01 Vs — (g W)z + 7 = L
prx
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en ayant posé 6(p) 1= p1 — pe, pg = %-

Il nous reste & exprimer les termes non linéaires en fonction des paramétres
qui nous intéressent (avec (3.5) et ¢ = aw) :

(ug - V)ug — (ug - V)ug = (uy - V)d(u) + (6(u) - V)u,
en utilisant (3.4) pour le passage a la seconde égalité, et en notant égale-

ment (a) := a; — ag = 201 — 1.

Ce qui donne en réunissant tous les termes :

96(1) + (uy - VIS() + (6(u) - Vg + o7 = —Vp  (3.19)
P pe

De la méme maniére, nous allons établir une équation d’évolution sur u a
'aide des équations (3.3). La somme des équations (3.3) nous donne, compte
tenu de la définition de u :

pou +udp + V- (prug @ ug) + V- (agpeuz @ ug) + Vp = pg

Remarquons que la sommation des équations (3.2), nous simplifie un peu
I’écriture :

poru—u(V-pu) + V- (prur @ uy) + V- (agpouy @ ug) + Vp = pg

Enfin, les termes non linéaires se réexpriment sous la forme suivante, en

utilisant (3.5) avec ¢ = <24

a1 @ Uy + Qopally ® Uz = (a1p1U1 + agpoz) @ (duyg + (1 — ¢)ug)
+ ((1 = ¢)arpiur — paspous) ® (U — ug)
=pu®u+ pi(u) ®(u)

Réunissant toutes ces estimations, nous trouvons finalement :
poru+ (pu-Viu+ Vp=pg — V- (pé(u) ® j(u))

Soit en divisant par p :

du+ (u-V)u+ %Vp =g — %V - (po(u) ® é(u)) (3.20)
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3.3.3 Systéme final.

Nous commencerons par formuler I’hypothése suivante :

Hypothése 3.3.1 Nous supposons que le terme T peut s’écrire :
7=CVa; avec C >0 réel (3.21)
Remarque 3.3.5 Nous aurions également pu choisir :
T=CVa; + Cy(u) avec Cy > 0 réel
sans que cela change fondamentalement la suite des résultats.

Dés lors, en réunissant toutes nos équations sur nos nouvelles variables,
nous obtenons le systéme d’équations particulier suivant :

1 1
Ju+ (u-Viu+ ;V ~(po(u) ®d(u)) + ;Vp =g (3.22)
r _
V- -u+edp= ——ue-Vp—FV-(ﬁ(S(u)) (3.23)
P# P#
Cp 1
d0(u) + (uy - V)d(u) + (6(u) - V)u, + — VA= —Vp (3.24)
P1P2 P#
r
V-d(u)+ oA +uy- VA= E—i—fyﬁtp—l—uv-Vp (3.25)

avec, nous le rappelons :

P1€2 — P2€q Q€102 + Qp€apPy
0:=aiag; v = ————; €:=

P1P2 T P1P2
~ P1P2 P1P2
pi=0—=; pyg = "< p:=aip1 + aps
p T 6(p)
0 )
U, := Uy + QoUs; Uy := QoUy + QqUsz; i = 0M
p
p1€2l2 — pa€iUy (1€1 0201 + Qo€2P1 U2
u, = ;U 1=

P1P2 P1P2
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En effet, 'équation (3.24) est obtenue a I’aide de la relation Zle a; =1,
qui nous permet d’écrire 1’égalité suivante :

1 1
—VOél = VOél
0 109
1 1
= —Va, — —Va,
(5] (6]
= V(In(ay)) — V(In(az))
=VA

Remarque 3.3.6 Dans le cas ou les deux fluides sont quasi-compressibles,
les paramétres €; sont trés faibles et trés petits devant les vitesses u; des
fluides. Par conséquent, et compte tenu des notations introduites plus avant,
nous obtenons :

ce qui nous autorise a négliger tous ces termes dans les équations (3.22)-

(3.25).

Nous allons commencer par souligner I'importance de la constante C', dé-
finie dans la relation (3.21) explicitant le lien entre le parameétre 7 et le taux
de présence «;. En effet, si cette constante est strictement nulle, alors les
équations (3.22)-(3.23) et (3.24)-(3.25) sont mal posées dans le sens ot il ne
peut y avoir d’équilibre entre les fluides.

Pour illustrer ces dires, nous allons procéder & une démonstration par
I’absurde. Faisons donc I'hypothése supplémentaire (outre I'incompressibilité
des fluides) que le mélange des deux fluides atteint un état d’équilibre a un
temps donné t" : cela signifie que pour tout temps ¢ supérieur a t", nous
avons u; = up = 0. Par définition de nos variables, nous obtenons donc
u = §(u) = 0, pour tout ¢ supérieur a ¢".

Or sous les hypotheéses introduites ici, I'’équation (3.22) nous permet d’ob-
tenir facilement le gradient de pression a 1’équilibre :

Vp =pg #0
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Par conséquent, sous la contrainte C' = 0, 1’équation (3.24) se réécrit
également sous la forme :

Ce qui donne, lorsque les deux fluides n’ont pas la méme densité, 0,0(u) #
0, relation contraire & la notion d’équilibre présupposée.

Cet exemple nous montre que le paramétre C' est bien indispensable a la
modé¢lisation envisagée et qu’il doit étre choisi non nul.

Maintenant que nous avons établi que la constante C' de (3.21) ne pouvait
étre nulle pour espérer atteindre un état stationnaire, nous allons essayer de
caractériser les solutions analytiques stationnaires de (3.22)-(3.23) et (3.24)-
(3.25), dans un cadre monodimensionnel.

Dans la situation d’un équilibre en régime stationnaire monodimension-
nel, nos systémes d’équations se réduisent donc a la simple expression sui-
vante :

9.p = 8- (3.26)
Cpo.A =6(p)g- (3.27)

Il devient alors envisageable de calculer analytiquement les solutions de
ce nouveau systéme d’équations. Ainsi, nous obtenons :

i(p)
A= —>g.z+c¢
C 8.2 A
S5
p=p8.2+Cln(1+ ecr%gzz) +cp
1
a1 =

[
1 + e(ckf%gzz)

ol ¢y est une constante associ¢e a la masse globale, et ¢, une constante
arbitraire due a 'incompressibilité.

1L v vari )

Pour donner une idée du comportement des diverses variables en fonction

du parametre de “raideur” C', nous avons tracé le profil de ces variables pour

diverses valeurs de C', dans le cas d’un mélange eau/vapeur d’eau 4 300°C et
)
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a pression de 8 MPa.

Dans le cas particulier de deux fluides incompressibles, la courbe repré-
sentant le taux de présence « est claire : plus le paramétre C tend vers 0,
plus on tend vers une fonction de Heaviside. Il nous devient possible alors
d’interpréter C' comme un parameétre “raidisseur” d’interface : lorsque C' est
grand, nous voyons un mélange de deux fluides dont I'interface se répartie sur
une grande portion du domaine de 1’écoulement. Nous passons continument
d’un fluide a 'autre. A I'inverse quand C est petit, I'interface entre les deux
fluides tend a se réduire a un point de sorte que nous passons brutalement
d’un fluide & un autre (discontinuité).

La pression, quant & elle, posséde un profil de plus en plus “raide”. Pour un
grand C, la pression du mélange est une courbe manifestement C' de sorte
que le passage d’'un fluide a l'autre se fait de maniére trés réguliére. Pour
un paramétre C' petit, la pression semble tendre vers une courbe possédant
un point de non dérivabilité, intersection de deux droites dont 1'une posséde
une pente trés forte et 'autre trés faible : ainsi, lorsque nous passons d’un
fluide a I'autre (qui dans ce cas sont trés nettement séparés), la pression reste
continue mais ne s’accroit plus de la méme fagon (discontinuité de la dérivée).

Enfin, la variable \ est une fonction linéaire en fonction de z dont la pente
tend vers l'infini lorsque le paramétre C' de (3.21) décroit.

Dans le cas de deux fluides quasi-compressibles, la situation devient plus
complexe encore. Dans ce cas, les densités des fluides p; et po dépendent
de la pression : les solutions des équations (3.26)-(3.27) possédent alors un
comportement bien plus complexe.

L’analyse des solutions du systéme monodimensionnel précédent suggeére
encore une chose : nous constatons que quelle que soit la valeur du parameétre
C, le produit C\ reste toujours égal au méme polynéme. Nous avons ob-
tenu ainsi un invariant du systéme diphasique. Ceci suggére donc de prendre
comme variable non pas A mais A définie par :

A=C\
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Taux de présence

| T
— =712
— C=500
C=250
I — C=100 |
3!
(=]
[}
e
20,5 -
[}
o]
o
g
0 . | | .
1 -0,5 0 0.5 1

F1G. 3.1 — Variation du taux de présence o, en fonction de C', avec g, = 9.81
p1 = T12 et d(p) = 566.
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Pression

Pression

1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

F1a. 3.2 — Variation de la pression p en fonction de C avec g, = 9.81 p; = 712
et d(p) = H66.
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En introduisant alors A dans (3.22)-(3.25), nous obtenons le systéme sui-
vant :

1 1
Jdu+ (u-V)u+ ;V ~(po(u) ®d(u)) + ;Vp =g (3.28)
" .
V-u+edp = ——ue-Vp+V-(£6(u)) (3.29)
P# P#
~ 1
9,6(u) + (uy - V)(u) + (6(u) - V)u, + -2 Vi = —Vp (3.30)
P1pP2 P#
~ ~ r
CV-d(u)+ A +uy- VA= % + Cvop+ Cu, - Vp (3.31)

Or lorsque nous faisons tendre C' vers 0 de fagon a obtenir des interfaces
entre fluide raides, les termes C'V -6(u), Cy0;p et Cu, - Vp tendent a devenir
nuls. Dans ce cas limite, le systéme ci-dessus se simplifie une nouvelle fois :

1 |
ou+ (u-V)u+ ;V - (po(u) ® d(u)) + ;Vp =g (3.32)
. _
Voutedp=——u - Vp+V- (L) (3.33)
P P
-1
9,5(u) + (uy - V)5(w) + (6(u) - V)u, + —2-Vi= —Vp (3.34)
P1P2 P#
I+ uy - VA = % (3.35)

ol T est la limite de CT lorsque C' tend vers 0.

Nous remarquons que 1'équation (3.35) est alors une simple équation de
transport sur A.
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Nous allons maintenant tacher, d’obtenir une idée de démonstration (d’un
point de vue formel uniquement) de I’existence et 1'unicité d’une solution au
systéme d’équations (3.32)-(3.35) sur un intervalle de temps [0,7] ou T est
un réel quelconque fixé. Pour cela, nous découpons cet intervalle en une série
de N sous-intervalles [t", t""!] disctincts de longueur §t , avec par définition
t0 := 0 et tN*! := T'. Pour toute variable U, nous noterons U™ son évaluation
au temps t" : ainsi a t" fixé, U™ sera une fonction définie sur €2 et a valeur
dans R ou dans R?, avec d la dimension du probléme.

Sans entrer plus avant dans les détails, nous supposerons avoir défini
deux espaces fonctionnels continus V et () tels que nous puissions introduire
le probléme variationnel suivant : trouver u™*t, §(u®t1) dans V et p"t1, A+
dans @ tels que

a (U™t v) = 5t by (p"tt,v) =6t (Fi,v) VeV (3.36)
bi(u™™,q) = by(6(u™),q) VgeEQ (3.37)

as(6(u™), v) — 6t by (A" v) = =6t by(v,p"™) + 6t (Fs,v) W eV

(3.38)
Ot by (6(u™1), q) + as(A\"*,q) = 6t (Fi,q) YgeQ (3.39)
oll nous avons posé C > 0 et les égalités suivantes :
() _ (PP —
a,l(ll, V) T (p u, V)a CLQ(U,V) T ( n u, V)a a3(pa Q) T (p7 q)
. A 1
b1<V7 Q) = (V ’ Vap)v b2<V7 Q) = (V : (5_”"> 7Q)7 b2(v7 Q) = b2<ﬁ_nv’ q)
#

et ou les F; sont les termes sources dans lesquels nous avons regroupé
tous les termes évalués au temps t".

Ensuite, aux formes bilinéaires a,(.,.) nous associons les opérateurs (dé-
finis positifs) A; définis par :

(Au,v) :=a;(u,v) Yu, veV
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Nous définissons les opérateurs B;, B!, By et B de maniére analogue :

(Biv,q) = (v,Blq) :=bi(v,q) YWEV,qeQ
(Byv,q) = (v, BLq) :==by(v,q) WeV,qgeQ

Nous supposerons de plus que la forme bilinéaire b, (., .) vérifie une condi-
tion de type inf-sup sur V x @), c’est-a-dire qu’il existe une constante 5 > 0
telle que pour tout ¢ dans (), nous ayons :

bi(v,q)

vev [[Vlv

> Alalle (3.40)

Ceci signifie entre autre que lopérateur B est injectif sur @ :
VgeQ|Bjg=0)=q=0 (3.41)

De maniére analogue 35 est un opérateur injectif, car il vérifie une inéga-
lité inf-sup similaire a (3.40), dont la constante § dépend du rapport Z—:.
#

Dés lors, nous constatons qu’il nous est possible de réécrire nos équations
sous la forme d’un systéme “matriciel” trés simple du type LX = F, avec :

A —6tBL 0 0
s | B0 Bs 0
| o sB 4, —stB
0 0 CO8tB, A,

u11—1—1

o pn+1

X = 5(un+1)

5\n+1

et ot F est le vecteur (F;)i1<i<4 auquel nous rajoutons les termes évalués
au temps t".

Puisque par définition, les opérateurs A; sont définis positifs et donc inver-
sibles, il nous devient possible de résoudre le systéme précédent. En effet, la
derniére ligne du systéme matriciel, nous donne A"*! en fonction de §(u™*?) :

AN =6t A (Fy — CBio(ut)) (3.42)
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Par suite, nous obtenons a I’aide de la troisiéme ligne du systéme matri-
ciel, 'expression de 9 (u™*1) en fonction de p"*™!, grace a la substitution de
A1 par Iexpression (3.42) :

O(u) = (g + Cot *BLAT By) ™ (Fy — ot Bip™! + 0t *BiA; F )

= —0t AT'Blp"t + F
(3.43)
car 'opérateur A est inversible, C B! A;' B, étant positif.

La premiére équation du systéme matriciel nous fournit ’expression de

u™*! en fonction de p"*! :

u™tt =6t ATIBIptt 4 5t AN

- (3.44)

=6t A{'Bip"tt + F

Il nous reste a substituer, dans la deuxiéme équation du systéme “matri-

ciel”, 6(u™™!) par son expression en fonction de p"™! (3.43) ainsi que u™*!
en fonction de p"*! pour obtenir une évaluation de p"*! :

1 A =z -
p = —g(BlAl‘lBi + By AT BTV Fy + BIF — BoF (3.45)
car, Vopérateur By A7 Bt 4+ B, A BL est inversible, grace a la condition
inf-sup sur by (., .).

A ce stade, nous pouvons faire quelques commentaires. Tout d’abord,
nous constatons que ces systémes d’équations ressemblent beaucoup, dans
leur forme, & des systémes d’équations de Navier-Stokes sur les variables
(u,p) et (5(u),5\) couplées. De plus, il apparait possible d’obtenir des so-
lutions aux équations (3.36)-(3.39), et ce & partir d’'une méthode d’Uzawa.
Cette technique étant particuliérement utilisée pour la résolution des équa-
tions de Navier-Stokes classiques, cela ne fait, de plus, que renforcer I'idée de
similitude entre nos équations d’écoulement d’un mélange de deux fluides et
les dites équations de Navier-Stokes.

L’introduction de la variable A dans les équations d’écoulement proposées
présente un avantage important : par construction, A est un réel quelconque,
c’est-a-dire ne subit aucune contrainte, contrairement aux taux de présence
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a;, dont nous rappelons qu’ils doivent se situer entre 0 et 1. Du coup, la
résolution numérique de ces nouvelles équations d’écoulement n’en est que
plus facile. Ensuite, il est tout a fait possible de reconstruire, a partir de la
valeur \ calculée, les taux de présence «; satisfaisant les diverses contraintes
évoquées : il nous suffit de réutiliser la définition de A en fonction des taux
de présence (rappel : X := (In(ay) — In(ay)) /C) et de noter que la fonction
introduite est une bijection des réels vers le segment ouvert (0,1). Le fait
que les équations proposées nous garantissent que les taux de présence a; ne
peuvent jamais valoir 1 ou 0 est également un point important : ceci nous
assure de ne jamais rencontrer la situation de phase évanescente, et par la
méme, de tomber dans les difficultés discutées un peu plus haut.

3.4 Comparaison avec le modéle deux pressions
de Neptune.

Le modele d’écoulement diphasique étudié dans le projet Neptune (cf. les
articles [1],[21],[34],[35], [33]), est un modéle dit & deux pressions : chacun des
fluides ¢ posséde une pression p; qui lui est propre. Les équations qui résulte
de ce modéle sont les suivantes, lorsqu’il n’y a ni terme source de transfert
de masse, ni terme de diffusion :

o +v™ - Va,; = (=1 B(p1 — p2)
O(cipi) +V - (qipiu;) =0
Oi(aipiug) + V- (aipiuy @ uy) + V(aup;) — PV, = aipig
W(iEr) + V- (ui(E; + p)w) 4+ p™Oha; = Tiv™

ou E; désigne ’énergie totale du fluide 7, oll § est un paramétre de re-
laxation et ou vi"* p désignent respectivement la vitesse et la pression
interfaciales du modéle définies.

Ces derniéres sont d’ailleurs définies par les équations suivantes :

vt = g + (1 — p)ug
int . (1 = p)arpy + pagps
(1 —p)ay + pay
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ou les a; sont des paramétres dont les expressions sont données dans [1]
et p est tel que :

pw=0ouu =1
Q11
P
Dans la suite, nous supposerons que les conditions d’écoulement sont

telles que les équations d’énergie (3.49) ne sont pas nécessaires pour fermer
le systéme d’équation (3.46) -(3.48).

Ce qui nous intéresse est de montrer les similitudes entre ce modéle a
deux pressions et le nouveau modéle proposé précédemment. Remarquons
que sous I’hypothése d’absence de transfert de masse, les équations de masse
du modéle Neptune et les équations (3.2) de notre modéle sont identiques, si
bien qu’en effectuant sur (3.47) les manipulations décrites dans les premiers
paragraphes, nous retombons sur nos équations de masse (3.23)-(3.25) en u

et d(u).

Les équations de quantité de mouvement du modéle Neptune (3.48) dif-
ferent des équations initiales (3.3) par les termes suivants :

V(aipi) — p™Va; = a;Vp; + (pi — p"™)Vay

Ainsi, si nous effectuons la somme des équations (3.48) afin d’obtenir
une équation de quantité de mouvement pour la variable u, nous obtenons a
nouveau l'équations (3.22), a ceci prés que le terme %Vp est remplacé par :

%Z (V(aipi) - pmtvaz‘) = %V(Z ip;) (3.50)

De méme, en effectuant des manipulations analogues pour obtenir une
équation de quantité de mouvement sur §(u), nous obtenons avec le modéle
Neptune, la relation (3.24) ou les termes en éVp et p?—p‘;V)\ sont remplacés
respectivement par :

1 1
—Vpg - —Vp1 (351)
P2 P1 ‘

aapa(pr — p"™) + arpr(pa — ™)

VA (3.52)
P1pP2
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Considérons le cas ot le paramétre de relaxation (3 tend vers l'infini. Ceci
contraint le modeéle Neptune & converger vers un modéle & une pression p, et
dans ce cas :

pr—Pp
p2—p
P —p
Deés lors, le terme (3.50) se comporte a la limite comme suit :
! Z V(aipi) = p™'Va; — EVp
p - p
De méme, a la limite, les termes (3.51) et (3.52) deviennent :

1 1 1
—Vpy — —Vp — —Vp

P2 P1 P#
azpa(pr —p™) + onpr(p2 —p™) 0
P1P2

Nous retrouvons donc exactement les équations du modéle d’écoulement
diphasique proposé précédemment, lorsque la constante C' tend vers 0.

Enfin, il ne nous reste plus qu’a comparer les équations de transport de
phase du modele Neptune (3.46) des équations de transport de de phase de
notre modéle (3.15). Nous ne nous intéresserons qu’a la vitesse de transport
du taux de présence a; : la vitesse de transport vi™* proénée par le modéle
Neptune est identique a la vitesse u, proposée dans ce mémoire si et seule-
ment si le paramétre p est égal & an. Or dans l'article de référence [1], les
valeurs proposées pour u ne coincident jamais avec as : ¢’est 1a une différence
importante entre les deux modéles.

3.5 Conclusion.

Nous avons pu montrer que dans le cas d’écoulement & bas Mach de
deux fluides quasi-compressibles, les équations modélisant le dit écoulement
peuvent se mettre sous la forme générique suivante :

1
V-u=0
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9,8(u) + —L—VX = 5(p)g + f2
pP1p2

Cv'é(u)+8t5\+u,\~V5\:O

ou f; et f3 sont des estimations supposées connues des termes suivants :

£~ —(u- V)u— %v (35(w) ® 6(w)
fo = —(uy-V)i(u) — (6(u) - V)u,

Nous avons interprété, ensuite, ces systémes d’équations comme des sys-
témes d’équations de Navier-Stokes emboitées via des termes de couplage :
les solutions de ces équations, dans une situation d’équilibre monodimension-
nel, sont trés réguliéres mais possédent des taux d’accroissement locaux trés
grands et donc des variations locales importantes.

Ce sont ces équations que nous cherchons a résoudre numériquement : or
lors de leur résolution & 'aide d’un systéme approché , il n’est pas possible
de capter exactement ces variations locales : la solution numérique calculée
n’étant pas strictement égale a la solution physique, ’erreur commise se pro-
page au calcul des vecteurs vitesses discrets qui du coup ne sont plus égaux
aux vecteurs vitesses continus (nuls, par hypothése). Les erreurs numériques
sur les vitesses, appelées courants parasites, ainsi produites font que numé-
riquement , nous ne sommes pas a 1’équilibre physique.

Remarquons dés a présent que ’erreur numérique introduite dépend trés
fortement des espaces discrets utilisés. En effet, les erreurs numériques (et
donc les courants parasites) sont d’autant plus importantes que les espaces de
polynémes contenus dans les espaces de discrétisation sont de faibles degrés :
aussi, si nous ne pouvons empécher 'existence d’erreurs, nous pouvons tout
de méme essayer de les diminuer au maximum en augmentant le degré des
polynoémes contenus dans nos espaces de discrétisation. Ce point particulier
fait I’objet des chapitres suivants.
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Chapitre 4

Un nouvel espace de pression.

4.1 Introduction.

Dans le chapitre (Ch 3), nous avons souligné I'importance de travailler
sur des discrétisations contenant des polyndémes de degré élevé. Ce chapitre
est destiné, dans un premier temps, a illustrer plus en détail et au travers
d’exemples simples, I'importance de cette notion. Ensuite, nous présenterons
de nouvelles discrétisations dans le but de satisfaire ce nouveau critére d’exi-
gence et montrerons leurs propriétés mathématiques les plus remarquables.

4.2 Discrétisations et courants parasites.

Qu’entendons-nous par courants parasites? Prenons le cas particulier
d’une équation aux dérivées partielles donnée et dont la solution est une
fonction u de valeur nulle. L’expression courant parasite, intimement liée &
la notion de discrétisation, signifie simplement que ’erreur commise entre la
solution u et son approximation discréte, notée uy, obtenue par discrétisation
de ces mémes EDP, est strictement non nulle : u;, est donc différent de u. Par
abus de langage, c’est cette erreur que nous appelons courant parasite (voir
aussi [18]).

Pour illustrer plus clairement ce propos, prenons l’exemple simple des

33
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équations de Darcy suivantes, ou les inconnues sont u et p :

u+Vp=~f sur(
V-u=0 sur( (4.1)
u-n=0 sur 0

Une formulation variationnelle possible de (4.1) est de rechercher u dans
L2et p dans H' N L solutions de :

(u,v) + b(v,p) Z éﬂ v) Vel (4.2)

b(u, q) Vge H'N L}
en ayant posé :
b(v,q) ;== (Vq,v) Vg€ H'NL; Vv eL?

Nous considérerons par la suite que le terme source f s’écrit sous la forme
particuliere f = V@, ou ¢ est une fonction donnée supposée trés réguliére.
Dés lors, dans ce cas précis, il devient évident que la solution de (4.2) est
donnée par :

u=0p=9o

Fixons dorénavant des espaces discrets Xy, et M), approchant respective-
ment ’espace des vitesses continues et 1’espace des pressions continues, et
discrétisons le systéme (4.2). Nous obtenons un probléme (discret) dont les
solutions uy, et p; doivent vérifier :

(un, Vi) + bn (v, pn) = (f,vn) Vvn € Xy

4.3
bp(un, qn) =0 Vg, € M, (43)

ot nous avons by(.,.) ~ b(.,.), et ol by(.,.) vérifie également des condi-
tions de continuité et une inégalité de type inf-sup.

Sous ’hypothése que toutes les conditions requises pour assurer 1’exis-
tence et 'unicité d’une solution & (4.3) soient effectivement vérifiées, il est
trés probable, pour peu que ® ¢ M}, que nous obtenons p, # ®, donc p, # p
et en conséquence uy # u = 0.

Mathématiquement, ’exitence d’une telle erreur vient du fait que I’espace
L2n’est pas correctement décomposé en la somme de I'image d'un gradient
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Var: vitesse_som_dom
DB: carre.meshty

Cycle: 1

Time: ©5.000e-06

Pc levels (1@e-3)

5. 1680
.5220
.8760
.2300 2.8
.58u0
.9380
.2920
.6460

. o000

Max: ©2.885168 @.6
Min: -6.980e-15~

u |
8 8 = = N W W E

Y Axis (m

4] 2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

user:fortin
Mon Nov 7 16:11:34 2885

TAB. 4.1 — Module des courants parasites avec f = Vo et ¢ = 22.

discret et 'image d’un rotationnel discret. En effet, le systéme d’équations
(4.3) peut se réécrire sous la forme des deux équations de projection sui-
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vantes :

(uh,Vh) = (f,Vh) VVvh € Vi
bn(Vi, pn) = (£, vi) Vo, € Vi
Vi = {vn € Xp | bu(vn,qn) =0 Vg, € My}

L’espace Vy, s’interprétant comme l’ensemble des vitesses a divergence
discréte nulle (et donc moralement comme l’ensemble des vitesses images
d’un rotationnel discret) et son orthogonal comme I’ensemble des vitesses
images d’un gradient discret, 1’existence de courants parasites signifie qu’il
existe un angle entre V -ensemble des vitesses & divergence continue nulle-
et Vy, qui tend a étre d’autant plus grand que M), est petit.

Cette erreur est toutefois estimable facilement. Ainsi, et toujours sous les
mémes hypothéses, il nous est possible de montrer que, dans ce cas particu-
lier :

[lu = un|| = |lun]| = O(R*) (4.4)

ol h est le pas du maillage et k le degré des polynémes contenus dans M.

En effet, I'analyse d’erreur classique nous permet d’obtenir la série d’in-
égalités suivantes :

Jup|)? = (V(® — qr), un) < |® — gul1][unl|] Van € M,

Or par hypothése, M contient les polynémes de degré k, d’ou la majo-
ration :
||un|| < ch¥|® |1y

ol c est une constante indépendante du maillage.
La situation est pire encore, dans le cas d’écoulements instationnaires.

Pour le comprendre, considérons les équations de Darcy continues et discrétes
correspondantes :

(Opu(t),v) + e(u(t),v) + b(v,p(t)) = (Vo,v) Vv e L2
b(u(t),q) =0 Vge H'NL]

uj—o =0
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(Orun(t), vi) + €(un(t), vi) + bp(Vi, pu(t)) = (VO,vi) Vvi € Xy
br(un(t),qn) =0 Vg, € My

Up|i=0 = 0
ol € > 0 est une constante quelconque fixé.

Si dans le cas continu, la vitesse u reste identique a la condition initiale,
il n’en est, une fois de plus, pas de méme pour le cas discret. En effet, si
nous intégrons en fonction du temps les équations de Darcy instationnaires
discrétes, nous obtenons alors :

t

(un(t), vn) + /:0 €(un(s), vh) + bn(Vn, pr(s)) ds =t(Ve®,vyp) Vvip € Xy
bn(an(t),qn) =0 Van € M,

upli—o = 0

D’ott en remplagant vy, par le vecteur uy(t), nous obtenons ’équation
d’énergie :

t
lonl [ lhanlE(s) ds = ¢(9(@ = g1) )

Et donc également :
[lun|[* < H(V(® — gn), un)

Ce qui nous donne une croissance linéaire en temps de ’erreur suivant la
formule :

[lu(t) — un(t)[] = |lun(t)[] = O(th*)

Il est donc trés importantde limiter au maximum I'impact de ces courants
parasites, sur nos solutions discrétes.

Pour maitriser ces énergies parasites, une approche classique consisterait
alors & introduire un terme de diffusion supplémentaire dans les équations
(4.3) avec un coefficient de diffusion adapté, mais cette technique modifie de
fait les équations discrétes, si bien que nous n’approchons plus exactement
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le systéme d’équations initiales.

Une autre solution qui vient a I’esprit pour limiter la présence de courant
parasite, serait de considérer des espaces de vitesses discrétes Xy, contenant
des polynémes de degré k > 2, et des espaces de pressions discrétes M,
contenant des polynomes de faible degré (0 ou 1). En effet, nous pourrions
croire qu’en augmentant la taille de ’espace Xy, , nous serions plus consistant
avec l’espace des vitesses continues et par conséquent, plus consistant avec
I’espace V des vitesses continues & divergence nulle. Or un exemple trés
simple montre qu’une telle idée n’est pas viable. En effet, soit (u, p) solution
de 'équation aux dérivées partielles suivantes :

—Au+ (u-V)u+Vp=0 dansQ

u:z( y ) sur O0f2
—x

Les solutions sont évidemment données par :

ur:( Y );pzé(x%r’tf)

—X

Dans ce cas particulier, le gradient de pression compense exactement
I'opérateur de convection appliqué a u. Or lors de la discrétisation, 'opé-
rateur de convection discret (uy - V)uy est un polyndéme de degré 2k — 1 :
comme la pression discréte est de bas degré, son gradient discret ne compen-
sera pas exactement l'opérateur de convection discret. En conséquence, la
vitesse discréte uy ne pourra pas étre égale a la solution u : il y a création de
courants parasites, méme dans le cas ot I'espace Xj, contient des polynémes
de degré élevé.

Une autre approche consisterait a s’appuyer sur la remarque suivante :
nous avons vu a l'aide de (4.4) que les courants parasites ont leurs énergies qui
dépendent directement du degré des polyndémes contenus dans Mj,. Plus celui-
ci est élevé, plus ’erreur commise est petite et donc plus les courants parasites
sont négligeables. Il peut donc étre intéressant de forcer M), & contenir des
polyndomes de haut degré, sachant qu’en contrepartie la condition inf-sup sera
plus difficile & vérifier et établir.
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4.3 Propriétés en dimension 2.

Ce paragraphe consiste & démontrer les propriétés particuliéres de ’espace
discret des pressions lorsque nous travaillons en dimension 2. Pour cela, nous
allons donner quelques définitions et/ou rappels, qui nous servirons ensuite
dans un certains nombres de démonstrations.

4.3.1 Définitions.

Nous allons utiliser quelques espaces discrets particuliers. Nous appelle-
rons dans la suite Py (K), 'espace des polynémes de degré inférieur ou égal
a k sur ’élément K du maillage 7}, .

Ensuite, nous définissons 'espace M} selon la relation suivante, ot K
désigne un élément quelconque du maillage 7j, :

My :={q € L* | VK, q|x € Po(K)} (4.5)

Un élément de cet espace sera noté ¢f) et appartient évidemment & es-
pace L2

Nous utiliserons également un second espace discret de pression, noté MF
et dont nous donnons I’expression :

M= {qeC’| VK, q|x € P.(K)} (4.6)

Un élément de cet espace sera noté g et par définition de MF, ¢F est un
élément de H'.

En dimension deux, ’espace discret de pression que nous utilisons effec-
tivement dans ’ensemble des chapitres de cette thése, est ’espace M), dont
I'expression découle directement de M et M. Ainsi, nous avons la relation :

M, == (My + M;) N L§ (4.7)

Tout élément de M) sera noté ¢, dans la suite de ce chapitre, dont la
décomposition selon M) N L et M, N L peut s’écrire :

an=q,+q q, €M NLy g € M N L (4.8)
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Remarquons enfin que ¢ est seulement un élément de L.

Rappelons maintenant 1’expression de la forme bilinéaire de divergence
discréte by (., .), et qui est définie sur X}, x M, par :

br(Vh, qn) = Z/ (viVa, — V- vi) dQ (4.9)
~ JK

Cette forme bilinéaire vérifie une condition inf-sup uniforme de type
Babtiska-Brezzi dont la démonstration est donnée dans [14]. De plus, elle
vérifie une condition d’uniforme continuité démontrée également dans [14].
Nous pouvons toutefois montrer qu’elle posséde des propriétés de continuité
plus forte encore :

Théoréme 4.3.1 La forme bilinéaire by(.,.) est continue sur Xy x (M) +
MF) N L3. Plus exactement, il existe une constante c, indépendante du pas
du maillage h, telle que l’'on ait :

Vi € Xn,Van € (M) + M) N Ly [br(vi, qn)| < cf|vallnllanl|  (4.10)
Preuve du théoréme:

La démonstration suivante s’appuie sur des arguments similaires a ceux
développés par Bernardi et Hecht dans [4].

Soit donc un vecteur vy, de Xy, quelconque fixé, et un élément g, de (MY +
MF)YNLE quelconque fixé. Nous écrirons également cet élément sous la forme :
Gn = dh + dn; dh € My; g € Mj;

Ainsi, commengons par intégrer par partie la forme bilinéaire by(.,.) :

br(Vh, qn) = — Z/ V- vhqndQ) + Z/ Vi - ngqrdo (4.11)
~ JK < JoK
avec nk vecteur normal extérieur a ’élément K du maillage.
Dans un premier temps, nous voyons que le premier terme de ’addition

(4.11) se préte facilement & la majoration escomptée, grace & une majoration
de type Cauchy-Schwartz :

Z/ V - vhpd2 SZHVh
Kk 7K K

Lx|lanl|lg < [vallnllanl] (4.12)
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Il ne nous reste donc plus qu’a majorer le second terme de ’addition
(4.11), pour pouvoir conclure. Or, nous pouvons écrire :

;/@K Vi - ngghdo =) Z/f[vh] ghdo (4.13)

K feK

avec f est une aréte en dimension 2 ou une face en dimension 3 quelconque
du maillage 7;, et K; et K5 représentant les deux éléments d’aréte/face com-
mune f :

[Vh] = (VhK; — VhK,) - DK, (4.14)
Par définition de X, et de [vy,], ce dernier s’annule au milieu de I’aréte/face

R . k .
f. Dés lors, si nous notons qh’f la valeur moyenne de ¢F le long de aréte/face
f, nous pouvons écrire :

Z/ath‘anﬁda :ZZ/f[Vh] (Q;’i—qﬁ’f)da (4.15)

K fek

Cette derniére équation peut se réécrire sous une forme plus appropriée :

Z/ Vi - Ngqrdo = Z Z /(Vh - Vfl) -nggydo (4.16)
 JoK f

K fedK
avec vi moyenne du vecteur vy, sur Paréte/face f.

Nous utilisons ensuite la fonction affine qui envoie un élément K du
maillage vers 'élément de référence K (le tétrahédre de sommets (0,0, 0),
(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1)), et I'aréte/face f de K vers I'aréte/face fde K.
Grace a I’équivalence des normes en dimension finie, I'intégrale précédente
est alors majorée par :

| /f (vis — vE) - gl | < lf] /f o — VEllgldo < 1£11%n — vEl Il

(4.17)
_ avec | f| mesure de I'aréte/face f, et c une constante ne dépendant que de
K.

Définissons pour les besoins de cette démonstration, 'espace discret X
comme suit :

X := {vi € P1(K) | /f/ﬁda = 0; f aréte/face de K} (4.18)
f
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Compte tenu de la discrétisation adoptée pour la vitesse, il nous apparait

que le vecteur vy, — vi appartient a X. Or a cause de Iinjection compacte de
H'(K) dans L?(K) et du lemme de Peetre-Tartar, la semi-norme |.|,  est

une norme équivalente a ||.||, 7 sur X. Nous avons donc I’équation :

Lillapllc (4.19)

| / (vi — vE) -nxcgbdo | < || / o — VElldhldo < clfIIen
f f

Par suite, 'utilisation de la transformation affine envoyant K sur K, nous
autorise a écrire :

A (4.20)

[ (= E) e | < v
f

Dés lors, le second terme de (4.11) que nous cherchions & majorer unifor-
mément en fonction des normes ||.||, et ||.||, s’évalue par :

Z/ Vh-an}k;dO' < CZ|Vh
K VOK K

vllanllx < ellvallallgll (4.21)

avec l'utilisation d’une inégalité de type Cauchy-Schwartz. O

Voici un schéma représentant les degrés de liberté de I’élément fini M} +
M} en dimension deux (les cercles sont associés & la pression et les carrés a
la vitesse) :

Nous aurons également besoin de définir les espaces vectoriels suivants :

th = {Vh € Xp | Vh(Xf) ‘neg =20 Vf} (422)
E = {Vh € Xhn | Vh(Xf) Xxng =0 Vf} (423)

avec f aréte/face quelconque du maillage 7;, , ng un vecteur normal a la
face f et x¢ barycentre de Paréte/face f.

Xt représente 'ensemble des vecteurs vitesse tangents aux centres des
faces des éléments K de notre maillage, tandis que Xj; représente ’ensemble
des vecteurs vitesse normaux aux centres des faces des éléments K.
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TAB. 4.2 — Degrés de liberté associé a I’élément PINC/P; + P.

4.3.2 Meilleure décomposition de LZ2.
Nous rappelons la définition du noyau Vy, de la forme bilinéaire by(.,.) :
Vi i={vn € Xp | bp(vn,qn) =0 Vg, € My}
Le noyau Vy, de by (., .) posséde alors une propriété remarquable, due a la

forme particuliére de by(.,.) et aux formules d’intégrations numériques. En
effet, le théoréme suivant nous donne :

Théoréme 4.3.2 Soit vy, un élément quelconque Vy,. Alors, vy, vérifie :
> / Va@ivedQ =0 Yqi € M} (4.24)
~ JK

Preuve du théoréme:
Selon les hypotheses du théoréme, nous écrivons grace a une intégration par
partie, avec g; quelconque fixé :

Z/ V@vpdQ = Z/ ¢in - vpdo (4.25)
< JK  Jok

ol n est le vecteur normal extérieur a 1’élément K du maillage.
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En effet, vy, appartenant & Vy, il est a divergence nulle sur chaque élé-
ment K. Mais, toujours griace & une intégration par partie, ce vecteur vérifie
également :

> /8 ) gin-vydo =0 Vg € M} (4.26)
K

Ainsi, il nous est possible d’introduire dans la relation (4.25) un élément
quelconque ¢i de M. Choisissons 1’élément ¢} de sorte que pour tout sommet
s du maillage, nous ayons :

a(s) = g;(s) (4.27)

Nous notons dorénavant r;, := ¢i — g;.. Cette fonction est un polynéme de
degré 2 par élément, continu le long des arétes du maillage, et qui s’annule en
chaque sommet s du maillage. Par conséquent, 1’équation (4.25) peut s’écrire :

Z/ Vg vndQ :Z/ rpn - Vpdo (4.28)
~ JK ~ Jox

Le vecteur vy, étant continu au milieu des arétes par définition de Xy, et 7,
étant continu le long de ces mémes arétes, nous pouvons modifier I’expression
ci-dessus comme suit :

Z /K V@vpdQ = Z Z rpn - (v — Vi) do (4.29)

K acKY?®
avec vp qui représente la valeur de vy, au milieu d’'une aréte a du maillage.
Nous remarquons par la suite que I'intégrande du terme ci-dessus est un
polyndéme de degré 3, qui s’annule par construction, aux sommets et au milieu

de Paréte a. Or pour tout polyndéme ps de degré 3, la formule d’intégration
numérique de Simpson nous donne :

a
/pgda = %(pg(sla) + 4dps(ma) + p3(s24)) (4.30)
avec |a| longueur de Paréte a; sl,,52, sommets de a et m, milieu de a.

Par conséquent, pour toute aréte a, nous avons :

/Thn (vh —vp)do =0 (4.31)

a
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Ce qui nous permet de conclure sur I’énoncé du théoréme :

> / V@ivpdQ =0 (4.32)
K K
O

Remarque 4.3.1 Nous pouvons d’ores et déja remarquer la chose suivante :
dire que vy, € Vy, vérifie la relation (4.24), signifie également que ’équation
sutvante (obtenue par intégration par partie) est vérifiée

Z/qivh-nada =0 Vq; € M}

ol a est une aréte du maillage 75, , et n, un vecteur unitaire normal a
laréte a.

D’une certaine fagon, nous pénalisons ainsi les discontinuités de la vitesse
vn par des polyndémes de degré deux.

L’interprétation de ce théoréme est intéressante : celui-ci nous annonce
qu’en fait, 'espace discret de pression M, introduit, contient implicitement
les polynémes de degré 2. Selon ’analyse présentée dans le premier para-
graphe de ce chapitre, cela revient & dire que ’erreur commise sur les courants
parasites sera nulle pour des termes sources s’écrivant comme le gradient d’un
polynome de degré 2 sur 2 et au moins d’odre h® dans tous les autres cas.

Nous allons détailler cela au travers des théorémes suivants issues des
travaux de Philippe Emonot et [14] :

Théoréme 4.3.3 Soit ¢ un élément quelconque firé de H* N L et tel que
|p|a soit non nul.

Alors, quel que soit vy, dans Vy, noyau de la forme bilinéaire by(.,.), nous
avons l’estimation suivante :

/ Vi Vo d < e Q)R [villn
Q

ot c(¢,€2) ne dépend que de la fonction ¢ et de ).
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Preuve du théoréme:
Soit un vecteur vy, de Vi, quelconque fixé. Soit ¢3 le projeté en norme H? de
¢ sur 'espace des éléments finis P3 de Lagrange, noté M} (définiton analogue
& M} a ceci prés que les éléments de M} sont des polynomes de degré trois
par élément K du maillage).

Dés lors, nous pouvons écrire :

/th-vqsdn :/th-ngng +/vh-V(¢—¢3)dQ

Q

A Taide du théoréme (Th 4.3.1), il nous est possible de majorer le premier
terme du membre de gauche de ’équation précédente et nous obtenons alors
la suite d’inégalités suivante :

/vhws a0 +/ Vi V(6 — 65) dQ < [|valln inf [lés — ]
Q Q GneM?

+ |[vnllll¢ — @3]l
< Q)R (183 + |¢la) [|valln

Le théoréme est démontré en posant :

c(¢,Q2) := c(Q)(|9]s + |9l4)
]
Théoréme 4.3.4 Soit ¢ un élément quelconque fizé de H* N L3 et tel que

4 soit non nul. Soit Uup et Ph deux éléments de, respectivement Xh et Mh
’ /4 4
solutions des équations de Stokes particuliéres suivantes :

an(un, vi) + bp(vi, o) = (Vo, ) (4.33)
br(un, qn) =0

ou vy et g, sont des éléments quelconques de Xy, et My, et ot nous avons
également posé :

ah(uh,vh) = VZ(Vuh, VVh)K Vuh, Vh € Xp (434)
K

Alors, nous avons les propriétés de superconvergence suivantes :

|[un|[n < c(@)h®
lpn — @] < c(o)h?

ot c(¢) ne dépend que de la fonction ¢.
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Preuve du théoréme:
Soit g7 un élément quelconque fixé de M?. Soit M;f I’ensemble suivant :

M;f’ = {qff €C’| 3¢ € M}; VK, Jag € R | qf;|K = qu|K+aKHf:1)\i; (Vq,‘f,V@ =0}

ou les \; sont les fonctions de formes du P; sur I'élément K, d la dimen-
sion du probléme.

Par définition de by(.,.) et comme uy, appartient & Vy,, nous pouvons

écrire :
b (un, gf) = Z/ up, - Vgj,
K K
=3 [ dpwn-n
=% [ dbunen
=3 [ w0
K K

ol n est le vecteur unitaire normal et extérieur a K.

Soit Vﬁ, I’espace vectoriel défini par la relation suivante, pour tout qf;
élément de M ;f) :

Vg::{w€L2|/wV¢dQ :0;/Wqu:dQ =0}
Q Q

Nous choisissons le vecteur v de Vﬁ défini par :

v:i=u,+aVo
 Joun-V9é
Vel
Dés lors, nous avons les relations suivantes avec I’aide du théoréme (Th

4.3.3) :
IV = u|| = [al[[Vel|

)
=— up - Vo d§2
o, o |
< (6, Q) [unln
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Pour I'estimation en vitesse, il suffit que nous prenions vy, = uy dans les
équations données dans le théoréme pour trouver :

lluhlliz/guhvwﬂ
=/Q<uh—v>-V<¢—q,f>dQ

Dés lors, 1'utilisation d’une inégalité de type Cauchy-Schwartz, nous per-
met d’obtenir :
[[an][} < 16 — g}/ Jun — V]|
< (ch?|9]3)(c(d)h?|[un][n)
< ¢(¢)h||un| |

Il nous reste a établir la convergence en pression. Pour cela, nous utilisons
tout d’abord I'inégalité triangulaire classique :

16— pull < ll¢ — anll + |lpn — ]
<o = arll + llap — anll + llpn — ail|

oll i est un élément quelconque fixé de M} et ¢} un élément quelconque
fixé de M.

(4.35)

Ensuite, grace a la condition inf-sup uniforme vérifiée par la forme bili-
néaire by (., .) et le théoréme (Th 4.3.1), nous avons la succession de majora-
tions suivantes :

Jo vu V(6 —gq,) dQ — a(un, va)

lpn — gyl < ¢ sup

vhEXh ||Vh||h
< Jo Vo (V¢ —a}) + V(g —q))) d2 — ap(up, vi)
< c sup

vieXy, [Vl

< c(lo—anli +llar — aull + [[unl]n)
ou ¢ est une constante indépendante de h.

Dés lors, avec l'inégalité triangulaire (4.35), en choisissant convenable-
ment ¢; et g}, nous obtenons :
16 = pall < cllo — arh + o — aall + lai — gl + [[unl[n)
< ¢ (R?|pls + h'|ls + B2[0]2 + h°)
< c(g)h”*
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4.3.3 Résultats numériques.

Afin de vérifier ces résultats de superconvergence, nous avons étudié nu-
mériquement le comportement des solutions des équations de (4.34) pour
différentes fonctions ¢, sur un domaine d’écoulement €2 carré de coté 1 et
une diffusivité égale a 1 également. Plus exactement, nous avons successive-
ment choisi pour ¢ les polynémes z, 22, 23 et 2* : si pour les deux premiers
cas, la convergence en vitesse est immédiate (avec des taux d’erreur de I'ordre
de 1073%), les convergences observées pour les autres situations sont résumés
dans la série de tableaux suivante :

Pas du maillage (h) 0.5 0.25 0.125 0.0625
Tan]] 2.610-03 | 6.69¢-05 | 1.96¢-06 | 5.27¢-08
llun|| = O(h*), o = 5.28 5.08 5.22
1Pn — &Il 2.536-02 | 6.37-03 | 1.59e-03 | 3.98¢-04
pn — 6l = ORh%), a = 1.992 | 1.998 2.0

TAB. 4.3 — Résultats de convergence avec ¢ = 3.

Pas du maillage (h) 0.5 0.25 0.125 0.0625
[[up|| 1.76¢-02 | 4.07¢-04 | 1.12e-05 | 3.02e-07
Jun|] = O(h), a = 5.43 5.18 5.21
llpn — 9] 3.88¢-02 | 9.83¢-03 | 2.47e-03 | 6.18¢-04
lon — o] = O(h®), a = 1.981 | 1993 | 1.998

TAB. 4.4 — Résultats de convergence avec ¢ = z4.

Il apparait sur ces quelques exemples que le taux de convergence mesuré
sur la pression, est tout a fait conforme aux résultats théoriques démontrés.
Il en est de méme pour la vitesse puisque nous présentons des résultats de
convergence évalués a partir de la norme L2 de la vitesse : pour retrouver
des taux de convergence évalué a partir de la norme ||.||5, tels ceux présentés
dans le théoréme, il nous faut 6ter 1 aux taux retranscrits ici (ceci vient du
fait que ||vyu||n < 7||vn|| avec ¢ constante indépendante de h).

Nous avons également mesuré l’erreur (en norme L?) commise entre la
pression discréte calculée py, et 'interpolée sur M), noté Il,p, de la pression
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exacte p, défini par :
Vs € K; Myp(s) = p(s)
/ Myp dK = / pdK
K K
ol s est un sommet de I’élément K du maillage.

Puis, nous en avons profiter pour évaluer son comportement en fonction
du pas du maillage h. Les résultats sont résumés dans les tableaux suivants :
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Pas du maillage (h) 0.5 0.25 0.125 0.0625
lon — Tapl| 8.226-01 | 5.35¢-02 | 3.416-03 | 2.16e-04
lpn — pl| = O(h%), o = 3.94 3.97 3.98

TAB. 4.5 — Résultats de convergence avec ¢ = z°.

Pas du maillage (h) 0.5 0.25 0.125 0.0625
[lpn — Tapl] 1.78 [ 1.22e-01 | 7.98¢-02 | 5.10e-04
lpn — upl] = O(h%), o = 3.86 3.93 3.97

TAB. 4.6 — Résultats de convergence avec ¢ = x*.

Dans ce cas, nous observons que 1’écart entre la pression discréte calculée
et linterpolée de la pression exacte décroit comme h* environ, c’est-a-dire
plus vite que ne décroit I'erreur entre la pression discréte calculée et la pres-
sion exacte (qui est en O(h?)). Nous démontrons un résultat un peu plus
faible & ’aide du théoréme suivant :

Théoréme 4.3.5 Soit ¢ une fonction de H*NL3. Soit p dans LE, la pression
solution des équations de Stokes suivantes :

a(u,v) +b(v,p) = (Vo,v) Vv eH}

4.36
b(u,q) =0 VqELg ( )

Supposons en outre p suffisamment réguliere. Alors, nous avons l’estima-
tion d’erreur suivante :
3
|lpn — Tapl| < ch

ot ¢ est une constante indépendante de h et py, est la solution de (4.33).
Preuve du théoréme:

Commengons par remarquer que ¢ étant un élément de L3, nous avons évi-
demment p = ¢ et u=0.

Gréace a la condition inf-sup uniforme vérifiée par la forme bilinéaire by (., .)
sur Xy X My, nous avons la majoration suivante :

b I
|lpn — Hpp|| < ¢ sup £ (Vi pn — Thp)
VhEXh HVhHh
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Par hypothése, nous savons que pj, vérifie les équations (4.33). En consé-
quence, nous pouvons écrire :

lpn — Thip|| < ¢ sup (Vo,vh) — an(un, va) — ba(vh, ip)
 vnE€Xy HVhHh

Dés lors, les inégalités ci-dessus se réduisent & :

o — Tpl| < ¢ sup 2CmP) = an(Un, Vi) = bu(vi, Ihup)
 vneXan [[val[n

Soit py, un élément de M} (espace des éléments finis P3 de Lagrange) tel
que :

VK; Vs € K; pr(s) = p(s)

VK; /pth /pth

Ip = Bull < ch*|pla

ol s est un sommet quelconque d’un élément K du maillage 7}, .

Nous pouvons donc réécrire les majorations précédentes comme suit :

5 bn(v 715 —1I p
I =Tl < ¢ (Jhanlh + 1=+ sup 2ORPT0))
vhEXh HVhHh

Or pout tout élément vy, de Xy, , nous avons, compte tenu des propriétés
de II,p et de py, :

bn(vi, i — Tp) = = > /K Ve va(Pn — ap) + > /[Vh] - (Pn — Hpp)n
=3 [l - - T

avec a aréte quelconque du maillage, et n un vecteur normal unitaire a
I’aréte a.

Nous remarquons alors que grace a la formule de Simpson (4.30), nous
avons pour tout élément g7 de M7 :

Z /[Vh] - (gi — Thgyy) = 0
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Dés lors, nous avons la majoration suivante :

br(Vi, Pr — Iip) < ¢||vnll|n Jnf | llp = @il < ch®|pls]|valln
7, €M,

Ensuite, en réunissant toutes les estimations, nous trouvons finalement :

[1pn = Iupll < e(lfunlln + c(p)h?) < c(e(@)h” + c(p)h?) < c($)h

O
Pour le moment, nous n’avons pas encore pu expliquer le taux de conver-
gence constaté en O(h?).

4.4 Cas de la dimension 3.

D’aprés le paragraphe ci-dessus, il apparait que le noyau Vy en dimen-
sion 3, ne peut satisfaire un théoréme identique. En effet, si nous analysons la
démonstration précédente, le point clef reste 1'utilisation d’une formule d’in-
tégration numérique, le long d’une arété a du maillage. La formule utilisée
(celle de Simpson) a ceci de remarquable que ses points d’intégrations sont
situés exactement aux noeuds portant les degrés de liberté de nos variables
discrétes vitesse vy, et pression ¢i. C’est cette coincidence qui nous a permis
de conclure.

Or en dimension 3, il n’existe pas de formule d’intégration numérique,
exacte pour les polynémes de degré 3 ou plus, dont les points d’intégrations
soient exactement les noeuds portant les degrés de liberté de nos variables ;
a savoir en dimension 3, le milieu des faces f du maillage pour les vecteurs
vitesses vy, et les sommets s du maillage pour les pressions g; .

La plus petite formule d’intégration numérique dont nous disposons pour
des surfaces triangulaires K et qui soit exacte pour des polynémes p3 de degré
inférieur ou égal a 3, est en effet celle-ci :

3 3

/Kp3d$ = |K| (Z SaD3(si) + 2. 3103 2—90293(G)> (4.37)

=1

avec s; sommet du triangle, m, milieu de I'aréte a du triangle, G' bary-
centre du triangle et | K| mesure du triangle K.
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Compte tenu des remarques précédentes, si nous souhaitons retrouver
des propriétés similaires au cas bidimensionnel, il nous est apparu naturel de
rajouter des degrés de liberté aux pressions discrétes. Ces degrés de liberté
seront portés par des noeuds situés au milieu m, des arétes a du maillage.

4.4.1 Nouvel espace de pression.

La conséquence directe du développement précédent est l'introduction
d’un nouvel espace discret de pression, dont la définition est donnée par :

M= {qeC’|VK, q|x € P&} (4.38)

ot Pjt est l'espace vectoriel défini sur un élément K du maillage 7, , en-
gendré par les fonctions de formes v, := 4\ gk Ajk; 1 <@ < 6; j # i et on
par définition, \; ¢ est la fonction de forme P;(K) valant 1 au sommet ¢ de
I’élément K. Les 7, sont donc des polynomes de degré 2, dont les degrés de
liberté sont situés au milieu m, des arétes a de K.

Dans toute la suite, nous supposerons qu’a chaque face f du maillage 7},
est associée un vecteur normal & f unitaire, noté ng. De plus, si v est un
vecteur quelconque de R®, la trace tangentielle de ce vecteur le long de f
sera notée v X ng.

Soit maintenant la forme bilinéaire, notée T', définie sur (M} + M}) x
(M + M) par la relation suivante :

4
L'(pn, qn) Z|K| > (Vou(Gp)xng, Van(Gr)xng)  Vpu,qn € Mi+M,
i=1,fi7 00

oll nyg, est le vecteur normal a la face f; , face opposée au sommet ¢ de
I'élément K et G, est le barycentre de f;.

A T’aide de cette forme bilinéaire particuliére, nous définissons ’ensemble
MP L, sous-espace vectoriel de M}, par la relation d’orthogonalité suivante :

My" = {q} € M{" | Vg € M T(q}., q;,) = 0}
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212 a a 1.p
Nous remarquons alors que pour un élément quelconque ¢ de M;'/M,
et un élément quelconque ¢i de M}, nous obtenons la propriété suivante :

4

D(gptan gitan) = > 1Kl Y (IIVai(Gy,) x ng
K i=1,f,200

e +IVa(Gr) x ngl[?)

(4.39)
Enfin, en dimension 3, nous raisonnerons dorénavant sur un espace de
- - . 1 , .. . .
pression M), enrichi par My /M, et dont la définition sera désormais :

My, = (My + M} + (Mg /M) N L2 (4.40)

Par conséquent, la forme bilinéaire de divergence discréte by (., .) doit faire
I'objet d’une nouvelle définition. Ainsi, by(.,.) est définie sur Xy, x M, par :

bh(V, qn) = Z/ (VaVi(gy + ;) — apV - Vi) dQ (4.41)
K K

avec q, := ¢ + q+ + ¢, q) appartenant & MY N L% ¢ & M} N L2 et ¢ &
Mg/M?P L2

Par commodité, nous introduisons de nouvelles formes bilinéaires dont
I'utilité se verra conforter dans la suite du chapitre. Ainsi, nous noterons
bY1(.,.) la restriction de by(.,.) surth X (MY + MYN L3 et b%(.,.) la restric-
tion de by (.,.) sur Xy, x ((Mg/M,")NL3).

Voici un schéma représentant les degrés de liberté de cet élément fini
particulier en trois dimensions (les cercles, les triangles et les pentagones
sont associés a la pression et les carrés a la vitesse) :

4.4.2 Propriétés.

[’introduction d'un nouvel espace discret de pression nous impose toute-
fois un certain nombre de contraintes supplémentaires. Ainsi, il nous faut véri-
fier la continuité de la forme bilinéaire by, (., .) sur 'espace produit X, x M.
De méme, nous devons assurer 'existence d’une condition de type inf-sup
pour cette méme forme bilinéaire by(.,.). Ces deux points particuliers font
I'objet des développements qui vont suivre.

Tout d’abord, nous avons, a 'aide du théoréme (Th 4.3.1), Puniforme
continuité de la forme bilinéaire by (.,.) sur X;, x M}, :



76 CHAPITRE 4. UN NOUVEL ESPACE DE PRESSION.

TAB. 4.7 — Degrés de liberté associés a I’élément PINC/P, + P, + P,.

Théoréme 4.4.1 La forme bilinéaire by,(., .) est continue sur Xy, X (M, N L3).
Plus exactement, il existe une constante c, indépendante du pas du maillage
h, telle que l’on ait :

Vvh € Xn,Van € My N LG [bu(vi, )| < ¢ [val |l anl| (4.42)

Il ne nous reste donc qu’a obtenir une inégalité de type inf-sup. A cette
fin, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4.1 Soit K un élément du maillage Ty, quelconque, de mesure | K]|.
Soit i un élément quelconque de M;j/M,i’p fizé, de coefficients a;; sur K. Soit
qi un élément quelconque de M} fixé, de coefficients a; sur K.

Alors, il existe des constantes c; et cy indépendantes de K telles que l’on
ait :

3
allgil x + 1ol ) < 1K1 (IIVgi(Gy) x g2 + ||Va(Gy,) x ng[?)
i1
< C2(|QZ|§,K + |CI}L|%K)
(4.43)

ot i est le numéro d’un sommet de K, f; la face opposé au sommet i dans
K, ng, le vecteur unitaire extérieur a K, normal a f;, Gy, le barycentre de f;
et ||.|]e la norme euclidienne sur R3.
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Preuve du lemme:
Nous commencons par remarquer que g ne sera vu qu’a travers son gradient
sur I’¢lément K. Il existe donc un polynoéme de degré deux gj, sur K tel que :

4 4
(jz =4 Z Z aij)\i)\j (444)

i=1 j>i
/ i dK =0 (4.45)
K
V(.?Z(Gf@) X ng = VQZ(Gfi) X 1y, 1=1,...,4 (446)

ol ¢ désigne un sommet de I’élémement K, f; la face opposée au sommet ¢,
Gy, le barycentre de f; et ng, le vecteur normal & f;, unitaire et extérieur a K.

En effet, appelons [ la constante suivante définie sur K :
1A
S PN
i=1 5>t

Par définition des fonctions de forme \; restreintes a 1’élément K, nous
pouvons également écrire :

4 4 4
=AY ) AN +1) N2 — 1)
i=1 j>i i=1

Dans ce qui suit, nous noterons [/, le premier polynéme de ’expression
ci-dessus et [, le second.

Nous écrivons donc les relations suivantes :

Varlk = V(g — Dk
= V(QZ - l1)|K - Vl2|K

Posons alors ¢j := ¢ — l; et vérifions les hypothéses de départ. Nous
avons donc dans un premier temps :
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Dés lors, nous pouvons écrire avec | K | représentant la mesure de I’élément

K : L4
/KC]Z:@ZZ(%—Z)

i=1 j>1i

i=1 j>i
=0

Dans un second temps, il nous suffit de vérifier que le vecteur Viy(Gy,) xng,
est nul pour tout sommet ¢ afin de satisfaire la derniére contrainte recherchée.
Or, nous pouvons écrire :

4
Vlg(Gfl) X ng — <4ZZ)\]V>\J> (sz) X Ny,
j=1

Par définition de Gy, nous avons A;(Gy,) = 0 et \;(Gy,) = 3 lorsque j est
différent de 7. En conséquence, nous avons évidemment :

i<
Vlg(Gf) X g = g ( Z v>\]> X 1y,

Jj=1,j#i
Al
— 2 xng
3 1
—0

en ayant remarqué que Zj‘zl VA =0sur K.

La méme remarque s’applique & ¢}, c’est-a-dire qu’il existe un polynéme
de degré un ¢} tel que :

G = ai (4.47)

l/q;w{zo (4.48)
K
Vi (x) = Vg (x) ¥xeK (4.49)

Une fois tout ceci posé, nous allons commencer par montrer que le terme
du centre de la relation (4.43) est bien une norme au carré sur (Mg/M}") +
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M},

Supposons donc que cette quantité est réduite & 0. Par conséquent, nous
avons pour chaque face f; fixée de I’élément K :

Vaqp(Gy) xng =0

4.50
Vi (Gy,) xng =0 (4:50)

Le traitement du polynéme ¢; étant identique au cas du polynéome g,
nous nous intéresserons dans la suite exclusivement au cas du polynéme gj.
Ainsi en utilisant la relation (4.44), il nous devient possible d’écrire :

VQZ(Gfi) X ng = VCIZ(GL) X g
4 4.51
= g (Z Z ale/\j> X g, ( )
J#L 1#i,]

Ces relations sont dues aux trois propriétés (par définition de ¢ par rapport

V)\z X g — 0
Xi(Gr) =0 (4.52)
Lo
A(Gr) =5 J#1

Afin de fixer les idées, nous supposerons maintenant que la face f; en
question est la face de sommets numéro 1, 2 et 3. Les autres faces se traitant
de maniére similaire, il nous est apparu plus clair d’effectuer le reste de la dé-
monstration dans ce cadre. Ainsi, dans ce cadre particulier, nous réorganisons
les équations (4.51) pour obtenir :

3
—Vq;(Gy,) x ng, = (a12 + a13) VA1 X ng,

4 (4.53)

+ (a12 + a23) Vg X ng, + (a13 + a23) VA3 X ng,

Nous remarquons ensuite que la somme des trois vecteurs V; avec 1 <
i < 3 est nulle le long de la face f;. Aussi, 'expression précédente se simplifie :

3
—VC]Z(Gﬂl) X ng, = (agg — a13>V)\2 X ng,

4 (4.54)

+ (ags — a12) VA3 X ng,
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Nous obtenons alors une somme de deux vecteurs linéairement indépen-
dants et telle que la relation (4.50) soit vérifiée. Ceci nous permet donc
d’écrire les égalités suivantes :

a3 — a3 =0
azs — a2 =0

Le systéme précédent nous permet également d’obtenir le lien suivant
entre les coefficients aqo, a13 et ao3 :

Q12 = Q13 = Q23

En réitérant I’ensemble de ce processus sur deux autres faces de K, nous
aurions au final, pu écrire I’ensemble des relations qui suivent :

G12 = Q13 = A14 = Q23 — G24 = A34

Nous avons choisi gj; de telle sorte que sa moyenne soit nulle dans I’élément
K : par conséquent a;; est nul pour tout i et tout j > 7. Le méme raison-
nement effectué sur q}ll aurait aboutit a la relation a; = 0 pour tout 1 <17 < 4.

. 212 1
Nous avons donc bien une norme sur K pour nos élément de My /M, et
1

M,.

Il nous reste a évaluer les inégalités proposées dans le théoréme. Pour
cela, nous allons nous ramener a 1’élément de référence K par l'utilisation
d’une fonction affine Fx de matrice Bg.

Nous rappelons avant de commencer, les formules transformant le gradient
d’une fonction et le vecteur normal n & I’élément K en leur image dans K :

Vqo Fg = B;(T@d
Bx'h (4.55)

noFyg = ——=5——
1B Ao

La encore, nous ne raisonnerons que sur la fonction ¢j dans la mesure
ol le raisonnement qui va suivre s’applique de la méme maniére & ¢;. Tout
d’abord, il nous faut remarquer que, au sommet ¢ fixé :

“ Vi (Gy,) - v
IVg(Gp) xnglle = sup  L4ilGr) v

v | vng=0 ||VH€

(4.56)
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Nous utilisons ensuite, la transformation affine Fx pour changer de va-
riable. Nous obtenons alors avec les rappels précédents :

A~ ~

Vai(Gy) - Bg'%

"Vq;‘{(sz) X nfiH€ = sSup - (457)
V| (Bg'v)-hp =0 [1¥]le
En remarquant que nous avons :
BV = (Bg'V) x ng (4.58)

Nous obtenons, dés lors, par une simple majoration du dénominateur :

IV (Gr) < fglle

IVGi(Gy) x ngle = (4.59)
1Bklle
De la méme fagon, il devient possible de majorer (4.57) :
IVa(Gr) x nglle <[IVar(Gg) x fg ||| By e (4.60)

Nous élevons les expressions ci-dessus au carré avant de sommer sur les
sommets i, et nous obtenons un encadrement de notre norme :

4

1 o X

TBrlE ) IIV(gi(Gy) x iy,
€ i=1

4
i < Z Hti%(sz) X g g

i=1

4
< IBE'E Y IVai(Gr) x iy,
=1

(4.61)

2
e

Sommant ensuite les deux séries d’inégalités précédentes, puis par équi-
valence des normes en dimension finie, nous trouvons évidemment :

4
| | v a — = 3
||BK||2|V%|§,K <K Y IV (Gr) x g |2 < [K|IIBL 2V o (4.62)

i=1

Puis il nous suffit de réutiliser le changement de variables affine pour

trouver :
4

clalt i < 1K1Y [IVai(Gr) x ngll? < coldili x (4.63)

i=1

en remarquant que ||Bg||. = chg et ||Bg'||. = e
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Remarque 4.4.1 [l est indispensable, pour la validité de la démonstration
du théoréme suivant, de vérifier que la relation ci-dessous s’avére exacte :

4 4
> Vai(Gy) xng =Y VH(Gy) xng, i=1,..4 (4.64)

j=1 j=1

Pour cela, il nous suffit de constater que pour un sommet v fixé :

4 Al 4 4
> Vi(Gy,) x ng, = 52 > VAxng
j=1

j=1 k=1,k#j

Al
= —g Z V)\] X Ny,
j=1

=0

Avant d’énoncer un théoréme établissant une condition de type inf-sup
sur notre nouvel espace en pression, nous allons énoncer quelques hypothéses
que nous supposerons vérifiées dans la suite des démonstrations.

Hypothése 4.4.1 Le bord du domaine OS2 ne contient au plus qu’une face
d’un méme élément K du maillage 7}, .

Hypothése 4.4.2 Soit q; un élément quelconque fizé de M,‘f/M,i’p et g} un
élément quelconque fixé de M. Soit K un élément quelconque fizé du maillage
Ty, de diamétre hy. Soit ¢y la constante indépendante du pas du maillage h
telle que :

4 4
YKL DT D Vai(Gy,) x ng,
K i=1,;¢0Q j=1

4

<Y IKT YD 1V4(Gy) x nglP
K

i=1,f; 00

2
e

avec |K| la mesure de K, f; la face opposée au sommet i de K, ng, le
vecteur unitaire normal a f; et extérieur a K, Gy, le centre de gravité de f;.

Nous supposerons alors que la constante co vérifie l'inégalité suivante :

Co<81
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Remarque 4.4.2 Sur le tétrahédre de référence K , 1l existe une constante
o vérifiant la magjoration suivante pour un élément ¢ € L3(K) quelconque

fixé :

4 4 4
Yo D VauGr) xaglZ<a Y [IVai(Gy) x g2
i=1,figoq J=1 i=1,5,70Q

Nous avons par ailleurs obtenu une évaluation numérique de cette constante
Co -
Co ~ 45

Par conséquent, il nous suffit de vérifier que pour un élément K de T,
“voisin” de K, la constante co(K) associée soit voisine de ¢y pour que l’in-
égalité recherchée soit vérifiée (cf. pour cela (Ch B)).

Nous énoncons maintenant un théoréme établissant une condition de type
Babtuska-Brezzi .

Théoréme 4.4.2 Sous les hypothéses (H 4.4.1) et (H 4.4.2), la forme bi-
linéaire bp(.,.) satisfait une condition de type Babuska-Brezzi sur l’espace
produit X§ x ((Mg/M,") + M}) N (UxL3(K)). Plus précisément, il existe
une constante ¢ indépendante du pas du maillage h telle que l’on ait :

bn(Vn,
Van € (ME/MM) + M) 1 (U LK) sup VB9 5 o (4.65)

vnext  |[Vnlln

Preuve du théoréme:
Soit des éléments ¢f, gi des espaces M /M, " et M} quelconques fixés. Notre
objectif est de trouver un élément vy, de X}, et une constante ¢ indépendante
de h tels que I'on ait ’estimation :

b} (Vh, 4 + q5,)
[ Vil|n

> cllgh + a3l (4.66)

Par définition de 'espace M} /M, i’p , son gradient Vg; est un polynéome de
degré 1 sur chaque élément K de 7, : ce gradient peut donc se développer
sur la base locale des fonctions de forme W¢, polynome de degré 1 qui vaut 1
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au barycentre de la face f € K et 0 aux barycentres des autres faces de K.
Ainsi, nous avons le développement suivant de Vgj :

4
Vailx =Y V(G )V, (4.67)
=1

ou Gy, est le barycentre de la face f;, face opposée au sommet i de 1’¢lé-
ment K.

Toujours selon les mémes arguments mais appliqués cette fois & ¢, son
gradient s’écrit de la facon suivante :

4
Varlk = > Vap(Gyp)y,

=1

Etudions maintenant pour un élément K quelconque fixé, I'intégrale I(K)
correspondante dans la forme bilinéaire b¢(.,.), avec donc par définition :

115 = [ WVla+ ah)ag
K

- ¥ Z/ vu(Gy,) - Vi (Gp) Vs Yy, dQ (4.68)

j=1.f;700 i=1 VK

4
+ ) /vh ) - Vg W,dQ

j=1,f;Z0Q

=

Or nous savons évaluer le produit scalaire de deux fonctions de forme W .
Ainsi, nous obtenons avec les notations précédentes :

1
« i 20

2
/q/fc_ dQ = Z|K]|
K i)
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De cette fagon, 'expression de I(K) se simplifie de la maniére suivante :

4

2
1K) = ZIK] Y. wa(Gy)- Vai(Gy)
Jj=1,f;Z0Q

4 4
1 a
LK Y Y wien) Ve

4
1
+ 71Kl > Varlk-va(Gy,)

j:1’fjfm (4.69)
9 a
DK1Y w6y VailGy)
j:l,fjﬁaQ
1 4 4
- 2_0|K| Z th(ij) 'VQZ<Gfi)
j=1,1,¢09 i=1

4
1
+ Z|K’ | > " Vailk - vu(Gy)
j=1.1;700

Remarquons que gj est continue -par définition- le long de la face f; a ¢
fixé : il en sera donc de méme pour le polynéme Vg (Gy,) x ng. Compte tenu
des propriétés (4.44)-(4.46) et (4.64) du polynéme ¢ défini dans le lemme
(Lemme 4.4.1), nous pouvons remplacer ¢ par ¢ dans tout ce qui pré-
ceéde sans en modifier les conclusions : nous considérerons donc que gj est
a moyenne nulle dans chaque élément K. Notons de plus, que pour des rai-
sons analogues, les polynomes g; et Vgi x ng, sont continus le long des faces f.

A partir de ces remarques, nous allons déterminer les valeurs des diffé-
rents vecteurs vy (f;).

Les propriétés de continuité précédemment évoquées, nous aménent a
poser dans I’équation (4.69) :

vi(fi) xng = h2 (Vg (Gy,) + V) xng, 1 <i <4, f; £OQ  (4.70)
vu(f) =0 VfCoQ

avec h_ := ming (hg).
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Rappelons que par hypothése, il existe une constante ¢ > 0 indépendante
de 7, telle que :
h_ > oh

ou h est le pas de 7, .

En sommant les intégrales I(K') sur les éléments K et en tenant compte
de la propriété (4.39),nous obtenons donc l’expression suivante :

D 1(0) = 55 D14 S VGG gl

i= 1fj¢a§z
+ Z\K| Z hZ|[Va, x ng]|Z
Jj= 1f]¢89
Z]K\ Z h? {(Vai(Gy,) + Vay) x ng }
J=1,1;20%

: Z {Vai(Gy,) x ng }

Il nous reste & évaluer le dernier terme de ’expression précédente. Pour
cela, nous allons majorer ce terme a l'aide d’inégalités de type Cauchy-
Schwartz.

Ainsi, nous avons I'inégalité suivante :

> (k) ZIK\ Z [V a,(Gy,) x ng[¢

J= 1fJ(Z3Q

+7 Z!K! Z W[V, x ng]|¢

J=1,f;Z0Q

1
— 55 2K Z B2 (Vai(Gy,) + Vi) < mg[2
K §=1,£;209

4 4
> 2D V(G x ng]2

J=1,f;Z09 i=1
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Ensuite, nous utilisons une inégalité de la moyenne afin d’obtenir :

UES DML ST RITAG) X

j= 1fJ¢BQ
Z\K| Z h2||Vg;, x ng[2
Jj= 1fj¢89
~5 LI S 3D VaE(Gr) x g
j=1,f; 700 i=1

Dés lors d’aprés 'hypothése (H 4.4.2), il existe une constante ¢ > 0
indépendante du pas h du maillage telle que :

4
S IE) =Y K] Y W2 ([IVa(Gyy) x ng|I2 + ||V, x ng][?)
K K J=1,1; 709

Ensuite, d’aprés 'hypothése (H 4.4.1) et le lemme (Lemme 4.4.1), le
terme de droite de ’expression ci-dessus est une norme telle que :

Z[(K) > co? Zh% (’(JZ’%K + ‘QIH%K)
K K

en remarquant que h% > o?h? > o?h% .

Toujours en utilisant le lemme (Lemme 4.4.1), nous obtenons la majo-
ration du vecteur vitesse dont nous avons choisi les coordonnées :

[vali k< chic (1631 + 1anli x) (4.71)

Comme nous travaillons par hypothése sur L3(K ), I'inégalité de Bramble-
Hilbert suivante est vérifiée :

llanllx < hxlay|ix

4.72
gl < Puclgth x (4.72)

Sommant ensuite sur les éléments K de notre maillage, et en utilisant les
inégalités (4.72), nous otenons 1'énoncé du théoréme. O
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Remarque 4.4.3 Nous aurions également pu faire I’hypothése qu’il existe
une constante cq indépendante du pas du maillage 7T;, vérifiant la magjoration
suivante :

4 4
YOIKL D BRI Vai(Gy) x gl
K i=1,f; O 7j=1
4
< COZ ’Kl Z h?ﬂHVq}CKsz) X g g

K i=1,f; 70

avec | K| la mesure de K, f; la face opposée au sommet i de K, ng, le
vecteur unitaire normal a f; et extérieur a K, Gy, le centre de gravité de f;
et hy, est le diametre de f;.

Dans ce cas, il nous faut changer la définition de la forme bilinéaire
Gammal(.,.) définie sur (M + M) x (M + M}!) qui devient alors :

4
D(pn, ) == Y K| Y 15.(Vpa(Gy)xng, Van(Gr)xng) Vo, an € Mi+M,
K i=lfigo0

Enfin, dans la démonstration du théoréme (Th 4.4.2), il nous faut choisir
le vecteur vy, de Xy suivant :

vi(fi) xng = b3 (Vau(Gr) + V) xng 1<i<4, f; £00
va(f) =0 Vf C o9

Il ne nous reste plus qu’a établir I’existence d’une condition de type inf-sup
sur notre espace discret de pression M, complet. C’est I'objet du théoréme
suivant :

Théoréme 4.4.3 La forme bilinéaire by(.,.) satisfait une condition de type
Babiska-Brezzi sur l’espace produit Xy, x My,. Plus précisément, il existe une
constante ¢ indépendante du pas du maillage h telle que 'on ait :

b
Vg, € MpyN L3 sup bn(Va, 4n) > cl|qnl| (4.73)

vhE€Xp HVhHh
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Preuve du théoréme:
Nous allons utiliser pour cette démonstration un argument de type Boland
et Nicolaides, développé dans [17], et introduit par Bernardi et Hecht dans [4].

Soit un élément ¢, = G, + ¢, un élément quelconque fixé de M, =
((Mg/M? + M} N L2) + (M9 N L2). Notons que nous décomposons g, Sous
la forme suivante :

an = qp + q,
1 1 2
g € My /M," 0 L

Nous pouvons alors reformuler ce terme sous la forme suivante :

an = Gn + q,

Gn = Gn — @ — G
0. ~0 —1 —a
dp = qp T qn, T qy

ol G, et g sont des éléments de M} constitués des moyennes par maille
K des fonctions g} et g2

D’apres le théoréme (4.4.2), nous savons qu’il existe un vecteur v dans
X§ tel que nous puissions écrire :

on(Vi G) = |ldnl* (4.74)
Vi < cllgnl| (4.75)

ol ¢ est une constante indépendante de h.

De plus, la condition inf-sup vérifiée par I’élément de Crouzeix-Raviart
classique nous assure également ’existence d’un vecteur wy, de Xy, vérifiant :

bn(Wh, qp) = |lay|I* (4.76)
[Iwhl[n < cllgyl] (4.77)

ol la encore c est une constante différente du pas du maillage h.
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, o . o t
Posons par définition vy, = v}, + Swy avec une constante 3 que nous
déterminerons plus tard. Dés lors, nous pouvons écrire, en utilisant les égalités
ci-dessus :

br(Vis an) = ||anl|* + Bllan||* + Bon(Wh, Gn) (4.78)

L’utilisation de I'uniforme continuité de by (., .) ainsi que de la majoration
de la norme de wy, dans (4.76), nous améne a la minoration suivante :

bn (Vi an) = 1anll* + Bllaal[* — cBllanlll]gnll (4.79)

L’utilisation d'une relation de type Cauchy-Schwartz, nous permet d’ob-
tenir une autre minoration :

Lo p3 012
(s an) 2 l1anl 1+ 50— <2 g (4.80)

Nous choisissons alors un 3 > 0 de sorte que :

2
1— % >0 (4.81)

Et enfin, nous avons la minoration attendu :
br(vh, an) = c(lldnl” + llanl) (4.82)
avec ¢ constante appropriée.

Il ne nous reste plus qu’a majorer la norme du vecteur vy, en fonction
de ||Gn]|* et de ||g}||*. Or grace aux inégalités triangulaires et aux inégalités
(4.74)-(4.76), nous obtenons :

1
[Ivalln < [IVilln + Bllwnlln < c(ldnll + [lahll) < e ([lanll* + llaall*)*  (4.83)

Enfin, il nous suffit finalement de remarquer que 1'inégalité suivante est
vérifiée pour pouvoir conclure :

1l I* + [lal1* = elldn + aul* = cllan + dull”

ol ¢ est une constante indépendante de h. O
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4.4.3 Meilleure décomposition de L2.

Dans ce paragraphe, nous allons essentiellement montrer que nous avons
un résultat analogue a la dimension 2 pour notre nouvel espace de pression,
a savoir que nous pouvons obtenir dans des cas spécifiques, des gains d’ordre
de convergence pour nos schémas discrétisés.

Nous allons d’abord rappeler la définition de ’espace discret de pression
M,f :
M} :={qeC’|VK, q|lx € P(K)} (4.84)

ou P(K) est 'ensemble des polyndmes de degré 2 sur I’élément K du
maillage 7}, .

Dés lors et compte tenu des définitions précédentes, nous avons le théo-
réeme suivant :

Théoréme 4.4.4 Soit vy, un élément quelconque Vy. Alors, vy, vérifie :
> / V@vpdQ =0 Vg € M? (4.85)
~ JK

Preuve du théoréme:

Cette démonstration est essentiellement la méme que pour le cas bidi-
mensionnel ( & ceci prés que nous utilisons non plus la formule d’intégration
numérique (4.30) mais la formule d’intégration numérique (4.37)), aussi nous
ne la reprendrons pas.

O

Nous avons également des propriétés de consistance et de superconver-
gence tout a fait analogue au cas bidimensionnel, puisque de la méme ma-
niére, nous “contenons” des polynomes de degré 2. C’est ce que résument les
deux théorémes qui suivent :

Théoréme 4.4.5 Soit ¢ un élément quelconque firé de H* N LE et tel que
|p|a soit non nul. Soit Vﬁ, I’espace vectoriel défini par :

Vﬁ::{weL2|/wv¢dQ :0;/quth =0 Vg, € MiNL3}
Q Q
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Alors, quel que soit vy, dans Vy, noyau de la forme bilinéaire by(.,.), il
eziste un vecteur Vfi de Vﬁ tel que l'on ait la majoration suivante :

v = vall < c(@)h*|valln
ot ¢(p) ne dépend que de la fonction ¢.

Preuve du théoréme:
Analogue a celle du théoréme (Th 4.3.3). O

Théoréme 4.4.6 Soit ¢ un élément quelconque firé de H* N LE et tel que
|p|a soit non nul. Soit uy, et p, deuz éléments de, respectivement, Xy, et M,
solutions des équations de Stokes particuliéres suivantes :

an(un, vi) + bp(Ve, pr) = (Vo, Vi)
bp(Un,qn) =0

ou vy et g, sont des éléments quelconques de Xy, et My, et ot nous avons
également posé :

ah(uh,vh) = VZ(Vuh, VVh)K Vuh, Vh € Xp (486)
K

Alors, nous avons les propriétés de superconvergence suivantes :

|[un|[n < c¢(@)h?
lpn — @] < c(o)h?

ot ¢(p) ne dépend que de la fonction ¢.

Preuve du théoréme:
Analogue a celle du théoréme (Th 4.3.4). O

4.4.4 Résultats numériques.

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats numériques permettant
d’évaluer les taux de convergence de la vitesse et de la pression discrétes dans
le cas ot le terme source s’écrit comme un gradient d’un polyndéme ¢ de haut
degré. Nous avons donc choisi succesivement pour ¢ les polynomes z, 22, 23,
z* et 2° : dans les deux premiers cas, la convergence en vitesse est immédiate
(erreur de l'odre de de 10727) tandis les convergences observés dans les trois

autres cas, sont résumeées par les tableaux suivants :
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Pas du maillage (h) 0.25 0.125 0.0625 | 0.03125

|| un]| 2.32e-24 | 2.06e-25 | 1.67e-26 | 4.70e-27

|lun[| = O(h%), o =

llon — 9| 2.54e-02 | 7.09e-03 | 1.94e-03 | 5.16e-04

llon — @l = O(h®), « 1.84 1.87 1.91
TAB. 4.8 — Résultats de convergence avec ¢ = z°.

Pas du maillage (h) 0.25 0.125 0.0625 | 0.03125

[[un]| 1.77¢-24 | 2.45¢-25 | 3.13e-26 | 3.76¢-27

|lun[| = O(h%), a =

llon — 9| 3.53e-02 | 9.86e-03 | 2.69e-03 | 7.19e-04

llon — o|| = O(h®), « 1.84 1.88 1.90
TAB. 4.9 — Résultats de convergence avec ¢ = z4.

Pas du maillage (h) 0.25 0.125 0.0625 | 0.03125

||un]| 1.05e-10 | 1.44e-15 | 1.64e-20 | 1.76e-25

[unl[ = OU), a =

||pn — ¢ 4.50e-02 | 1.29e-02 | 3.49e-03 | 9.41e-04

llpn — ¢|| = O(h%), « 1.80 1.885 1.893

TAB. 4.10 — Résultats de convergence avec ¢ = x°.

Au vu de ces résultats, quelques commentaires semblent nécessaires. La
convergence numérique de la pression effectivement constatée est en accord
avec les théorémes énoncés. Par contre, il est impossible d’évaluer numeéri-
quement la vitesse de convergence de la vitesse, compte tenu des ordres de
grandeur renvoyés. Ces résultats suprenants sont peut-étre dus a la nature
des maillages employés : le domaine de 1’écoulement () est d’abord découpé
en petit cubes de longueur h, puis ceux-ci sont subdivisés en tétrahédres.
Nous obtenons ainsi un maillage structuré dont les propriétés sont peut-étre

suffisantes pour expliquer le comportement de I’algorithme.




94 CHAPITRE 4. UN NOUVEL ESPACE DE PRESSION.

4.5 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons pu comprendre pourquoi I’élément fini Py NC'/ Py+

P, posséde des propriétés de superconvergence en dimension deux d’espace
et en conséquence, les démontrer. Du méme coup, nous en avons pu en dé-
duire un nouvel élément fini possédant, par construction, des propriétés ana-
logues en dimension trois d’espace : c’est 1’élément que nous avons appelé
PINC/Py+ P, + P,. 1l a cependant fallu s’attacher & montrer que cet élé-
ment était stable, au sens oul la condition inf-sup que doit vérifier la forme
bilinéaire de divergence discréte, ce qui fut pénible en raison du grand nombre
de degrés de liberté associés a ce nouvel élément.

Nous avons pu montrer dans ce chapitre des propriétés de convergence
pour des termes source de la forme V¢ ol ¢ était une fonction réguliére. La
question qui suivante qui vient & ’esprit est : pouvons-nous obtenir le méme
type de résultat pour des termes sources de la forme V x ¢ 7



Chapitre 5

Probléme de Navier-Stokes :
formulation triple.

5.1 Introduction.

Nous avons pu voir dans le chapitre (Ch 4) qu'il était possible de dé-
composer trés “proprement” ’espace L? en somme d’un espace discret image
d’un rotationnel discret et d'un espace discret image d’un gradient discret,
en deux dimensions comme en trois. Une conséquence intéressante, outre
la diminution des courants parasites, est la propriété de superconvergence
des solutions discrétes vers les solutions continues : la vitesse et la pression
convergent en effet bien plus vite que ne le laisserait penser de prime abord
le choix de nos espaces de discrétisation.

L’idée qui sous tend cette partie est d’essayer de voir si I’on peut étendre
cette propriété de superconvergence a la variable tourbillon définie par w =
V x u. Pour cela, nous commencerons par définir un nouveau probléme ma-
thématique continu faisant intervenir cette variable supplémentaire, et éta-
blirons les conditions d’existence et d'unicité des solutions de ce probléme,
ainsi que son équivalence au probléme de Navier-Stokes original.

Ces propriétés fondamentales établies, nous décrirons le probléme dis-
cret approchant cette nouvelle formulation de Navier-Stokes, les conditions
d’existence et d’unicité des solutions et enfin ses propriétés de convergence
et superconvergence.

95
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Notons enfin que ce chapitre est inspiré des travaux de thése de S. Salmon
dans [39].

5.2 Formulation générale.

Dans ce paragraphe, nous allons réécrire les équations (2.9)-(2.10) de
facon & introduire la nouvelle variable tourbillon. Rappelons tout d’abord que
les inconnues initiales sont le vecteur vitesse u et la pression p. Le tourbillon
, que nous noterons w dans toute la suite de chapitre, s’écrit alors de la fagon
suivante :

w=Vxu (5.1)

ol V X . est un opérateur dont on précisera ultériecurement le domaine
de définition.

Notons que selon la dimension du probléme, le tourbillon est tantot un
scalaire (dimension 2) ou un vecteur (dimension 3). Ceci est en effet da a la
disymétrie de I'opérateur rotationnel. L’expression exacte du tourbillon en
fonction de la dimension, peut ainsi s’écrire :

V xu = d,uy — dyu, en dimension 2 (5.2)

V xu = (0,u, — 0.uy, O,uy — Opu,, Opuy, — Oyu,)’  en dimension 3 (5.3)

A cet opérateur rotationnel, nous associons son transposé, noté égale-
ment V® x . et dont les propriétés algébriques dépendent également de la
dimension considérée. Ainsi en dimension 2, I’élément auquel s’applique cet
opérateur transposé est un scalaire, tandis qu’en dimension 3, ce rotationnel
s’applique & un vecteur. Plus particuliérement, les relations algébriques évo-
quées s’écrivent (avec n un scalaire -resp. un vecteur- en dimension 2 -resp.
en dimension 3- ) :

V® xn =(-9,m,0:m)" en dimension 2 (5.4)
Ve xn = (0yn, — 0.1y, 00w — Oumzy Oumyy — Oyme)'  en dimension 3 (5.5)
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Ces définitions nous permettent d’établir, par un simple calcul algébrique
et indépendamment de considérations sur la dimension, la relation suivante :

—Au=V’x (Vxu)—-V(V-u) (5.6)

Par suite, ’équation (5.6) nous permet de transformer de maniére formelle
les équations de Navier-Stokes (2.9)-(2.10) et de les mettre sous la forme
suivante (puisque la vitesse est a divergence nulle) :

w—Vxu=0 dansQ (5.7)
Vixw +Vp=f dans () (5.8)
V-u=0 dans (5.9)
u=0 sur 9N (5.10)

Ce nouveau systéme d’équations, que nous appellerons formulation triple
du probléeme de Navier-Stokes, sera étudié plus en détail dans les paragraphes
qui suivent. Il est bien entendu équivalent au probléme de Navier-Stokes
initial (2.9)-(2.10) lorsque tous deux sont interprétés sous leurs formes faible.

5.3 Formulation variationnelle.

5.3.1 Définitions.

Ce paragraphe va étre consacré tout d’abord a la définition précise de
I’ opérateur V x . ainsi qu’aux espaces fonctionnels que nous allons utiliser
spécifiquement dans ce chapitre. Nous achéverons la présente partie par la
mise en place du systéme variationnel que nous désirons étudier, et son équi-
valence avec le probléme initial (2.9)-(2.10).

Les espaces fonctionnels que nous allons utiliser, restent inchangés pour la
vitesse et la pression, & savoir les espaces de Hilbert Hg et L3. Le tourbillon
devra étre choisi soit dans L? en dimension 2, soit dans L? en dimension 3.
Pour des raisons de commodité d’écriture, nous n’utiliserons que la notation
L2 pour parler de ’espace de définition du tourbillon.

Les normes associées a ces espaces sont donc les mémes normes que pour
le cas classique. Nous noterons donc ||.|| (repectivement |.|;) la norme pour
les espaces de définition de la pression et du tourbillon (resp. pour 'espace
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de définition de la vitesse).

Ces données nous permettent de définir précisément les domaines de défi-
nition et d’arrivée de 'opérateur V x ., sachant que son expression algébrique
est celle donnée plus haut :

V x :Hj — L2 (5.11)

Définissons maintenant la formulation variationnelle associée (5.7)-(5.9)
que nous allons étudier par la suite :

(w,0) — (Vxu,p) =0 V¢eL? (5.12)
(W, Vxv)—(p,V-v)=(f,v) VveH; (5.13)
(¢,V-u)=0 Vqe L} (5.14)

oll w, u, p sont les inconnues évoluant respectivement dans L2, H} et L.

Afin de faciliter I’écriture, nous utiliserons dans toute la suite de ce cha-
pitre et en remplacement des précédentes notations sur les formes bilinéaires,
I’écriture suivante :

a(n,¢) = (n,¢) Vn.¢ €L’ (5.15)
b(v,q) :== (¢, V-v) V(v,q) € Hg x L? (5.16)
c(n,v):=(n,Vxv) V¥(nv)eL®xH} (5.17)

Ainsi, nous avons la réécriture suivante :

a(w, ¢) = c(p,u) Vo € L2 (5.18)
c(w,v) +b(v,p) = (f,v) V¥veH] (5.19)
b(u,q) =0 Vqe L? (5.20)

Une premiére étape consiste a démontrer le théoréme d’équivalence sui-
vant :

Théoréme 5.3.1 Grdce aux hypothéses faites, les équations (5.7)-(5.9) sont
équivalentes aux équations (5.12)-(5.14).

Preuve du théoréme:
Nous remarquons tout d’abord que I’équation (5.12) est équivalente a I'équa-
tion (5.7), lorsque cette derniére est prise au sens des distributions. En effet,
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I'espace D(2) des fonctions infiniment dérivables a support compact dans €2
étant dense dans L2, il suffit de remplacer une fonction ¢ quelconque de L2
par une fonction ¢ de D(2) pour pouvoir conclure.

De la méme fagon, D(2) est dense dans H§. Par conséquent, si nous rem-
plagons les fonctions tests v de Hj par une fonction ® de D(Q), 'équation
(5.13) est équivalente a (5.8) au sens des distributions. De plus, 'apparte-
nance de u & H} implique que 1’équation u = 0 valable sur le bord 992, est
vérifiée au sens des traces.

Une analyse similaire sur la densité de D(Q2) N L2 dans L2, permet de
conclure a I’équivalence entre (5.14) et (5.9).

Par conséquent, le probléme variationnel choisi est bien équivalent au
probléme initial. O

5.3.2 Solution du probléme triple.

Nous allons tout d’abord nous consacrer a l'étude des équations (5.12)-
(5.14), c’est-a-dire que nous souhaitons montrer, dans le cadre des espaces
fonctionnels envisagés, 'existence et I'unicité d’une solution, et la continuité
de cette derniére vis-a-vis des données initiales du probléme.

A cette fin, nous devons nous préoccuper des conditions de continuité des
formes bilinéaires que nous rencontrerons, ainsi que des éventuelles condi-
tions de Babtska-Brezzi . Ceci est 'objet des quelques lignes qui suivent.

Notons que compte tenu du choix des espaces fonctionnels, il est inutile
de s’intéresser & la forme bilinéaire b(.,.), puisque sa continuité a déja été
prouvée (cf. [11] par exemple) ainsi que I'existence d’une condition de type
Babtiska-Brezzi . Nous nous occuperons donc des autres formes bilinéaires, a
travers les théorémes suivants :

Théoréme 5.3.2 Les formes bilinéaires a(.,.) et c(.,.) sont continues sur
respectivement L? x L2 et L? x Hy, en dimension deux et trois. Ainsi, il
ezxiste une constante c telle que l’on ait :

vn,¢ € L la(n, ¢)| < cllnllll¢l] (5.21)
vn e L% v eH, |c(n,v)| < cllnll[vh (5.22)
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Théoréme 5.3.3 La forme bilinéaire c(.,.) satisfait une condition de type
Babtiska-Brezzi sur l’espace produit L? x Hg, en dimensin deuz et trois. Plus
précisément, il existe une constante c telle que l'on ait :

Vv eV sup c(n, v) > clv]y (5.23)
neL2 ||71||

ot 'on rappelle que V est le noyau de la forme bilinéaire b(.,.) (cf. cha-
pitre (Ch 1)).

Nous allons démontrer le premier théoréme :
Preuve du théoréme:

- La forme bilinéaire a(.,.) est évidemment continue sur L2 x L? dans la
mesure ol elle n’est ni plus ni moins que le produit scalaire associé a ’espace
L2. La constante ¢ vaut dans ce cas exactement 1.

- La forme bilinéaire c(.,.) est continue sur L? x H} grace aux inégalités
qui suivent :

c(n, v) < [nl[l[V xv| (5.24)
IV x vl < v (5.25)

La encore, la constante ¢ de I’énoncé vaut exactement 1.
O

Le deuxiéme théoréme mérite un peu plus d’attention.
Preuve du théoréme:

Soit donc un vecteur v choisi quelconque dans V. Pour démontrer qu’il
existe une conditiond de type Babiiska-Brezzi pour ¢(.,.), nous avons la pos-
sibilité de choisir un 7 qui nous convient. Comme v est dans HJ, nous en
déduisons que V x v est dans L2. Aussi, nous posons n = V X v et nous

écrivons alors :
sup c(n,v) > c(Vxv,v) (5.26)
ner2 | [nl] IV x v
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En utilisant ’expression exacte de c(.,.), I'inégalité (5.26) devient alors :

Sup<in,V)
nerz  |[nl|

> ||V x v | (5.27)

Il nous reste donc a relier ||V x v || avec la norme de v dans Hg, |v|;.

Un calcul algébrique montre qu’en dimension 2, la relation suivante est
vérifiée :

IV x vl =I[vl (5.28)

Aussi, la relation de Babliska-Brezzi est vérifiée avec une constante ¢ va-
lant 1.

En dimension 3, il nous faut utiliser 'expression suivante, valable sur
I'espace des distributions D'(€2) :

Aw=V'x (Vxw)+V(V-w) VYweD(Q) (5.29)

Si nous notons ® un élément quelconque de l'espace des fonctions infi-
niment dérivables a support compact, D(2 ), 'expression précédente signifie
exactement (par définition des dérivées au sens des distributions) :

<Vw,V® >=< Vxw,VX® >+<V -w,V-®&> (5.30)

ou < .,.> désigne le produit de dualité entre D'(Q2) et D(Q2).

Or nous savons que D(f2) est dense dans HJ pour la norme |.|;. Par
conséquent, ’égalité précédente est également valable pour tout élément &
de H} et au sens du produit scalaire de L2.

Revenons maintenant a la démonstration de notre condition de type inf-
sup. Comme nous avons la possibilité de choisir un 7, élément quelconque de
L2, nous posons par définition :

n:=Vxv (5.31)

ol v est I’élément que nous avons fixé dans V.
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Puisque v est un élément de Hy par définition de V, de surcroit a diver-
gence nulle, il nous est possible d’utiliser 'équation (5.30), qui nous donne
dans ce cas précis :

(Vv,Vv)=(V xVv,V XxV) (5.32)
ol le vecteur ® a été remplacé par v.

Dés lors, avec notre choix de 7, nous avons évidemment :

sup c(n,v) > c(Vxv,v)
nerz [l [V xv| (5.33)
> v

en remarquant que nous avons la majoration ||V x v || < |v|;.

Par conséquent, la relation de Babiiska-Brezzi est également vérifiée pour
la dimension 3 avec une constante c, valant exactement 1. O

Existence.

Dans cette partie, nous allons démontrer 'existence d’une solution au
systéme d’équations (5.7)-(5.9).

Pour cela, nous introduisons quelques espaces fonctionnels supplémen-
taires. En particulier, nous définissons :

W:={nel?®|c(nv)=0VveV} (5.34)
Wt .={nel? a(n ¢)=0Vp c W} (5.35)

Nous aurons également besoin des polaires des espaces V et W. Nous
définissons donc ces deux espaces :

Ve:={leH}, <l,v>=0¥veV} (5.36)
We:={lel? <ln>=0VYnec W'} (5.37)

oit HY', W’ sont les duaux topologiques de respectivement H et V.
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Remarque 5.3.1 Le théoréme ci-dessus sur l’existence de condition inf-sup
pour les formes bilinéaire b(.,.) et c(.,.) est équivalent aux énoncés qui suivent

(cf. [11] ) :

VieVe3lge L |b(v,q) =< I,v>Vv cH} (5.38)
VieWe3veV |cw,v)=<l,w>VYwecL? (5.39)
VieV' IweWt | c(w,v)=<l,v>VWeEV

Dés lors, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.4 Les équations (5.12)-(5.14) admettent une solution (u, p,w)
dans Hg x L x L? qui dépend contintiment des données initiales du probléme.
Plus exactement, il existe une constante c ne dépendant que du domaine €2
telle que l'on ait :

[l + fafy +[lpl] < c[|f]] (5.41)

Preuve du théoréme:

Nous commengons par découpler les équations (5.12) a (5.14), ce qui
donne :

(0,0) =0 VpeW (

c(p,u) = (w,¢) Vo e L2 (5.43
clw,v)=(f,v) YveVvV (
b(v,p) = (f,v) —c(w,v) VveH] (

Nous débuterons d’abord par prouver I'existence d’un élément de L2satifaisant
les équations (5.42) et (5.44).

Connaissant f , il nous est possible de définir une forme linéaire F; conti-
nue sur V par :

<F,v>=(f,v) ¥YWweV (5.46)

Comme F; appartient & V', la condition de type Bablska-Brezzi sur la
forme bilinéaire c(.,.), nous permet d’affirmer qu’il existe un unique élément
w® dans W+ vérifiant 1’équation (5.44) (cf. remarque plus haut). Cette méme
condition inf-sup nous donne une premiére relation de continuité de notre
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solution par rapport aux données du probléme. En effet, nous avons la pos-
sibilité d’écrire toujours avec (5.44) :

1
wh| < esu —c(w V)
| p

vev |V|1

L’équation (5.42) nous permet quant & elle de définir entiérement le tour-
billon w. En effet, cette équation nous permet de conclure que le seul élément
de L2 la satisfaisant, sachant que cet élément doit d’ores et déja admettre
comme projeté orthogonal sur W+ le scalaire w', est w’ lui-méme.

< |t (5.47)

Nous avons donc déja démontré I'existence d'un élément de L? satisfai-
sant les équations (5.44) et (5.42), ainsi que la contrainte de continuité sur
les données du probléme. Nous traitons maintenant 1’existence d’une vitesse
u dans H} satisfaisant I’équation (5.43).

Soit maintenant la forme linéaire F, continue sur L? définie par :
< Fy,¢>=(w,¢) V¢ cL? (5.48)
ol w est le tourbillon dont on vient de démontrer 'existence.

Dés lors I'équation (5.43) nous donne Fy dans & W°, polaire de W. En
remarquant alors qu’il nous est dorénavant possible d’utiliser la remarque sur
la condition inf-sup de la forme bilinéaire ¢(.,.) dans (5.43) , nous obtenons
'existence d'un vecteur vitesse u dans V (cf. plus haut). De plus, cette méme
condition inf-sup nous permet d’ecrire ’équation :

july < esup LW < gy (5.49)
AR

Or nous avons montré que w est continu en fonction des données initiales,
il en va donc de méme pour la vitesse u.

Il nous reste & démontrer 1’existence d’une pression p dans L2 et pour cela
nous allons utiliser 1'équation (5.45). Soit maintenant, une nouvelle forme
linéaire continue F3 définie sur HJ par :

< F3,v>=(f,v) —c(w,v) VveH; (5.50)
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La continuité est notamment due a 'utilisation d’une inégalité de Cauchy-
Schwartz, au fait que ||w|| est majoré par ||f|| et des inégalités :

|| < c|v]y Vv e H; (5.51)
IVxv| <cv)y VveH (5.52)

Dés lors I’équation (5.44) nous assure que F3 appartient a V°, polaire de
V. Par conséquent, la remarque sur la condition inf-sup donne !’existence
d’une pression p, solution de (5.45). En outre, cette méme inégalité inf-sup
nous donne la continuité en fonction des données. En effet, nous avons :

b(v,p
lpll < ¢ sup 202
VGH(I) | ’1

< c([IF 11+ [lt]) (5.53)

Enfin, il nous suffit de rappeler que ||w|| est continue en fonction des
données pour conclure. 0O

Unicité.

Ce paragraphe, consacré a la démonstration de 'unicité des solutions
des équations (5.12) a (5.14), est bref dans la mesure ou les démonstrations
sont similaires aux précédentes. En effet, ce sont ellepticité de af(.,.) et les
conditions de Babiuska-Brezzi de b(.,.) et ¢(.,.) qui assurent cette unicité.

5.4 Discrétisation du probléme triple.

Les contraintes imposées au maillage et aux éléments qui le constituent
sont les mémes que celles décrites dans le chapitre (Ch 2). Dés lors, nous nous
concentrerons uniquement sur la définition des équations discrétes associées
au probléme triple, et de la validité de ces mémes équations. Enfin, pour des
raisons que nous évoquerons & la fin de ce chapitre, seul le cas de la dimension
deux est traité dans les paragraphes qui suivent.

5.4.1 Deéfinitions.

L’espace Xy, précédemment utilisé est ’espace des vitesses P; non conforme
déja utilisé auparavant, a savoir I’ensemble des fonctions vectorielles dont la
restriction sur chaque élément K du maillage est un polynéme de degré 1



106CHAPITRE 5. PROBLEME DE NAVIER-STOKES : FORMULATION TRIPLE.

Py, et continues au milieu des arétes/faces de ces mémes éléments en 2D /3D.
Nous noterons que ces fonctions ne sont pas continues.

Nous définissons ensuite deux espaces intermédiaires :

M) = {q, € L*(Q) |VK € 7 qu|x € Po(K)} (5.54)
M& = {thHl(Q) |\V/K€Th qh\KEPl(K)} (555)

Ces deux espaces nous permettent de construire les espaces Y}, et Zj, dans
lesquels vont évoluer nos variables :

Y, = (M) + M N L3(Q) (5.56)
Zy = (M) + M}H*=3 (5.57)
Les normes associées a ces différents espaces sont celles déja utilisées plus

avant, & savoir ||.||, pour tous les éléments de Xy et ||.|| pour tous les élé-
ments de Y}, et Zy, .

Enfin, nous approchons le systéme d’équations (5.12)-(5.14), par un sys-
téme d’équations sur des variables discrétes qui peut s’écrire comme :

an(Wn, ®rn) — cn(Pn,un) =0 Vo, € Zy, (5.58)
ch(wh,vh) — bh(Vh,ph) = (f, Vh) Vv € Xp (559)
bh(uh, qh) =0 th €y, (560)

ol les inconnues sont uy,p,wp, appartenant respectivement a Xy, Yj et
7y, et avec les formes bilinéaires :

an(Nn, &n) = (s &n) V1, O € Zn (5.61)
cn(Mn, Vi) = Z(ng, Vxvh)k+ (VExn,, vk Ynn € Zn, v € Xp,
K
(5.62)

La forme bilinéaire by(.,.) est celle définie dans le chapitre (Ch 2).

Ces équations discrétes doivent donc étre étudiées pour dans un premier
temps, savoir si elles admettent une solution, si possible unique, et dans un
deuxiéme temps, connaitre le taux de convergence de notre solution discréte
vers la solution continue des équations (5.12)-(5.14).
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5.4.2 Solution au probléme discret.

Notre objectif est, outre de démontrer I'existence et I'unicité d’une solu-
tion & notre systéme d’équations (5.58)-(5.60), de vérifier que celle-ci dépend
continuement des données du probléme. A cette fin, il est indispensable de
vérifier la continuité des différentes formes bilinéaires discrétes que nous sou-
haitons utiliser.

Etant donné que la forme bilinéaire de divergence discréte by(.,.) satis-
fait déja ces contraintes de continuité (voir pour cela [14]), il nous suffit de
travailler sur ap(.,.) et ¢, (.,.). Les résultats sont regroupés dans le théoréme
suivant :

Théoréme 5.4.1 Les formes bilinéaires ay(.,.) et cp(.,.) sont continues sur
respectivement Zy, X Zy et Zy, x Xy, . Ainst, il existe une constante ¢ indé-
pendante du pas du maillage h telle que ['on ait :

Vih, On € L an(n, on)| < cl[nnl|]|on]| (5.63)
Vin € Zn, v € X [en(nn, vi)| < cl|nnl[l[valln (5.64)

Preuve du théoréme:

Montrons tout d’abord 1'uniforme continuité de ay(.,.) par rapport a la
norme ||.||. Celle-ci est évidente puisque ay(., .) est le produit scalaire associé
a I'espace de Hilbert L2. Par conséquent, une simple application d’une ma-
joration de Cauchy-Schwartz nous donne la réponse, avec une constante de
continuité ¢ valant exactement 1.

Occupons nous de la continuité de c(.,.). En intégrant par partie 1'un
des deux membres de cette forme bilinéaire, nous obtenons 1’expression avec
n dans Zy et v, dans Xy, :

Ch(ﬂh,Vh) = (nh, V x Vh) + Z/ ni X Ngvpdo (5.65)
< JOK

Dans ce qui précede, nous avons noté ny le vecteur normal extérieur a
I'élément K du maillage, tandis que 'expression 7 x nk symbolise en 2D
comme en 3D un vecteur tangentiel au bord de K.
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Le premier membre de cette nouvelle expression se majore selon les normes
souhaitées a l'aide d'une relation de Cauchy-Schwartz :

(1, V x vi ) < [0 [[[val[n (5.66)

Le second membre nécessite plus d’attention. Comme le vecteur 7, x ngk
est continu le long des arétes/faces de I'élément K (car n} l'est), 'expression
suivante est valide :

Z/ np X ngvpdo = Z Z / np X ng (vip — V) do (5.67)
 JoK oK

K acdK

ol v est la valeur moyenne de vy, le long de I'aréte/face a de I'élément K.

Nous utilisons ensuite la fonction affine qui envoie un élément K du
maillage vers I’élément de référence K, et la face f de K vers la face f de K.
Grace a I’équivalence des normes en dimension finie, I'intégrale précédente
est alors majorée par :

[ = vh) e | < elf| [ 195 = vEllmldo < 11155 = ¥E el okl
f f

(5.68)
avec |f| mesure de la face f, et ¢ une constante ne dépendant que de K.

Définissons pour les besoins de cette démonstration, I'espace discret X
comme suit :

X = {v; € P1(K) | /V\hda = 0: f face de K} (5.69)
!

Compte tenu de la discrétisation adoptée pour la vitesse, il nous apparait
que le vecteur vy, — vf appartient a X. Or a cause de Pinjection compacte de

~ ~

H'(K) dans L*(K) et du lemme de Peetre-Tartar, la semi-norme |.|, 7 est

une norme équivalente a ||.||, 7 sur X. Nous avons donc I’équation :

| / (vio — v - ngendo | < |f] / 5 — Vil do < el IR bl
f f
(5.70)
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Par suite, I'utilisation de la transformation affine envoyant K sur K, nous
autorise a écrire :

[ (= vE) et | < elvull ot (5.71)
f
Deés lors, le second terme de (4.11) que nous cherchions & majorer unifor-
mément en fonction des normes ||.||, et ||.||, s’évalue par :
v X ngipdo < ey il k< el [vallal[ns]] (5.72)
o
K JOK K

avec 'utilisation d’une inégalité de type Cauchy-Schwartz. O

Bien que nécessaire, I'uniforme continuité des formes bilinéaires ay(., .),
br(.,.) et cn(.,.) ne suffit pas. Il nous faut également des conditions de type
Babtiska-Brezzi , équivalentes au cas continu. Grace a [14], il nous suffit de
démontrer 'existence d’une telle contrainte sur ¢(.,.), I'inégalité recherché
existant pour by (., .) avec une constante indépendante de h. Ainsi, nous avons
le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.2 La forme bilinéaire cy(.,.) vérifie une inégalité de type
Babiiska-Brezzi en dimension 2, sur Zy X Xy . Plus précisément, il existe
une constante c indépendante du pas du maillage h, telle que l’on ait :

sup n(11n; Vn) > c||vn|ln VVh € Vp (5.73)

Nh€Znp thH

ot Vy, est le noyau de la forme bilinéaire de divergence discréte by(.,.).
Preuve du théoréme:

Soit dans un vecteur vy, de X}, quelconque fixé. Comme nous sommes en
dimension 2, ce vecteur se réécrit sous la forme :

vi = (v}, v7) (5.74)

ol vi et v? sont des fonctions scalaires P; sur chaque élément K du
maillage et non conformes.
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Nous pouvons alors écrire 'orthogonal de ce vecteur vy, comme :

1 2

vt = (v, —v}) (5.75)

En outre, il est évident que vy, et vi,© ont exactement la méme norme,
quelle que soit celle choisie.

Notons de plus que sous la contrainte supplémentaire vy, € Vy, ot Vy, est
le noyau de by (., .), nous avons la propriété supplémentaire :

VhL € Vhl (576)

avec Vi * orthogonal de Vy, pour le produit scalaire de R2.

Gréace a ces diverses propriétés, nous remarquons que selon les écritures
de bp(.,.) et cu(.,.), il existe une relation liant ces deux formes bilinéaires :

ch(Mh, Vi) = —bh(VhLJ]h) Vnn € Zn (5.77)

Par conséquent, la condition de type Babiiska-Brezzi pour la forme bili-
néaire cy(.,.) découle directement de celle pour by(.,.). En effet, il devient
possible d’écrire (puisque en dimension 2, Y}, est inclus dans Zy, ) :

ch(Mhs Vi) _ —bn (vt mn)
Al |7n]|

> ¢||va*||n = c|[valln (5.78)

L’existence d’une condition inf-sup pour la forme bilinéaire cy(.,.) est
donc établie pour la dimension 2, avec de plus, le fait qu’elle soit indépen-
dante du maillage choisie.

(I

Remarque 5.4.1 Le théoreme ci-dessus nous permet d’ores et déja d’obtenir
un certain nombre d’enseignements. Tout d’abord, nous avons pu montrer que
I’égalité suivante est vérifiée :

Ch(nfuvh) = —bh(VhL,nh) Vnh €Zn, Vvph € Xy (579)
Dés lors, si nous définissons les opérateurs Vy, et V, X . suivants par :

(Vran, vi) == bp(Vvi, qn)  Vvh € Xn, Vgn € My
(Vh X 77;“Vh) = Ch(’I]h7Vh) VVh € Xh, Vnh €7y
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nous obtenons la relation d’orthogonalité suivante :
Im(Vy) L Im(Vy, x.) au sens de la norme L2
Ceci signifie entre autre que Im(V, X .) C Vy,.

Ensuite, le fait que cp,(.,.) vérifie des conditions inf-sup sur respectivement
Zy, x Vy, nous ameéne a l’égalité suivante :

Im(Vh X ) = Vh

Par suite, nous obtenons donc la décomposition L? de Xy, en somme de
sous-espaces orthogonauz :

Xn =1Im(Vy) @ Im(Vy, x )
]m(Vh) = VhJ'

Remarque 5.4.2 Tout comme dans le cas continu, [’existence d’inégalités
de type Babiiska-Brezzi pour les formes bilinéaires by(.,.) et cp(.,.) se traduit
par les formulations équivalentes suivantes :

Vi, € V;? EI!qh €y, | bh(Vh,qh) =< lh,Vh > Vv € Xp (580)
Vi, € W}? dlvip € Vi ’ Ch(nhavh) =< lh777h > Vnh € 7y (581)
Vi, € V}Z E”??h e VVhl | Ch(nhyvh) =< lh,Vh > Vvp € Vi (582)

(5.83)

ot Vy, est le noyau de by(.,.), V,* et W sont les polaires de respectivement
Vi et Wy, V) le dual topologique de Vi, et ot :

Wy, = {nh € 7Zn | Ch(nhyvh) =0 VVh € Vh} (584)

Existence et unicité.

Sous les conditions rappelées dans le paragraphe précédent, il nous est
possible de suivre la démonstration d’existence faite pour les équations (5.12)
a (5.14), ’adaptation nécessaire au cas discret ne présentant aucun probléme.
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Cette remarque vaut tout autant pour la démonstration de I'unicité de la so-
lution pour notre systémes d’équations discrétes (5.58)-(5.60).

Nous avons ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.3 Les équations (5.58)-(5.60) en dimension 2 admettent une
solution unique (ap, py,wp) dans Xy X Y, X Zy qui dépendent contindment
des données initiales du probléme. Plus exactement, il existe une constante c
indépendante du pas du maillage h, telle que ['on ait :

llwn[| + [[an||n + [|pal] < c|[f]] (5.85)
Preuve du théoréme:

La méme que pour le probléme continu. O

5.4.3 Convergence.

Dans ce paragraphe, nous allons établir I’erreur commise en approchant
le probléme continu (5.12)-(5.14) en 2 dimensions, par le probléme discret
(5.58)-(5.60). Le résultat de cette analyse est alors donné par le théoréme :

Théoréme 5.4.4 Supposons que les solutions u, p et w du probleme bi-
dimensionnel continu (5.12)-(5.14) évolue respectivement dans H§ N H2,
LZNH' et LN H.

Alors Uerreur commise entre la solution continue (5.12)-(5.14) et la solu-

tion discréte (5.58)-(5.60) est telle qu’il existe une constante ¢ indépendante
du pas du maillage h vérifiant :

[[a —up|[n + [|p = pull + [|lw — wal| < ch([[ull2 + |[plls + [lwll1)  (5.86)
Preuve du théoréme:

Commencons donc par estimer ’erreur commise sur le tourbillon w, solu-
tion des équations (5.12)-(5.14).
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Dans cette optique, nous aurons besoin de définir I’espace discret suivant :
Wh(f) = {¢h e W, | Ch(th,vh) = (f,Vh) Vv € Vh} (587)

Puisque le terme (f, v,) est continu en fonction de ||.||, ce nouvel espace
discret est non vide, grace a la condition inf-sup établie pour la forme bili-
néaire ¢y (., .).

Rappelons que nous appelons W), ’espace discret suivant :
W, == {Uh € 7y | Ch(ﬁh,Vh) =0 VYv,€ Vh} (588)
Enfin, notons également que Vy, représente toujours le noyau de la forme

bilinéaire de divergence discréte by (., .).

Dorénavant, fixons un élément ¢, quelconque de Wy (f). Les équations
discrétes (5.58)-(5.60) nous affirment que le tourbillon wy, est un élément
de W),(f). Par conséquent, les notations introduites ci-dessus nous donnent
wyp — ¢p, dans I'espace W,

Dés lors, nous écrivons a l’aide d’une inégalité triangulaire :
llw = wnl] < [lw = onll + [lwn — ] (5.89)

Cependant I'équation discréte (5.58) nous permet de majorer le dernier
membre de I'inégalité précédente. En effet, nous avons alors :

llwn = nl|*> < an(wn—dn, wn —dn) < cn(wn — dn, Un) —an(dn, wn — dn) (5.90)

Cependant, nous savons que uy, appartient & Vi, et que wy, — ¢, est quant
a lui dans W),. Compte tenu de la définition de cet espace, nous avons donc :

ch(wh — @p,un) =0 (5.91)

De plus, nous avons évidemment I'inclusion de W), dans L? et par consé-
quent ’équation continue (5.12) peut se mettre sous la forme particuliére :

a(w,wp — ¢p) — c(wp, — dp,u) =0 (5.92)

Dés lors, 'utilisation de ces deux propriétés dans I'inégalité (5.90) nous
autorise la réécriture suivante :

llwn — dnl)* < an(w — ¢, wh — 1) — cn(wn — dn, 1) (5.93)
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Remarquons que pour un élément quelconque fixé v de H§, I’équation
(5.65) nous donne 'égalité suivante :

c(p,v) = cn(p, v) Yy € Zy (5.94)

Introduisons maintenant un vecteur vy, quelconque fixé de V. Comme
wp, — ¢p, est un élément de Wy, la définition de cet espace discret nous permet
alors d’obtenir :

llwn — onl]? < an(w — ¢, wn — ¢n) — ch(wn — Pn, 1 — Vi) (5.95)

Nous employons alors les propriétés d’uniforme continuité de nos formes
bilinéaires ay(.,.) et ¢(.,.) pour obtenir une nouvelle majoration :

[lwn = énll < c((lw = @nll + [[u = valln) (5.96)

ol ¢ est une constante indépendante de h.

Par conséquent, il nous devient possible d’obtenir la majoration d’erreur
suivante pour le tourbillon w :

— < inf — + inf — 5.97
lo=wnll <, int o= all+ inf lla-wilh) (597

Cherchons maintenant a évaluer 'erreur commise sur le vecteur vitesse u
solution de (5.12)-(5.14).

Soit donc un vecteur vy, quelconque fixé de Vy,. L’utilisation de I'inégalité
triangulaire nous permet d’écrire :

[[u—un|[p < [Ju = villp + |[un = Vil (5.98)

oll uy, est le vecteur vitesse solution de (5.58)-(5.60).

Comme uy, — vy, est un élément de Vy, il nous est possible d’utiliser la
condition inf-sup établie pour la forme bilinéaire ¢(.,.) :

[lun — val[n < ¢ sup Chlfh, i~ V)
NMh€Zn thH

(5.99)

ol ¢ est I'inverse de la constante assurant la condition de Babuska-Brezzi .
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Ensuite, nous utilisons I’équation (5.59) afin de modifier I'inégalité pré-
cédente :

[up, — v[|n < ¢ sup an(@ny M) — cn(1in, Vi)
M €Zn 1Al

(5.100)

En utilisant l'inclusion de Zjydans L%et & nouveau l’équation continue
(5.12), nous pouvons encore obtenir :

a(w,np) — c(np,u) =0 Vi, € Zy, (5.101)

Par conséquent, si nous retirons la ligne ci-dessus a ’équation (5.100),
nous obtenons une nouvelle inégalité qui se met sous la forme :

[un = vul[n < ¢ sup an{eon = w, ) F n (1, 0 = Vi)
e [I7nl|

(5.102)

Il nous suffit ensuite d’utiliser les propriétés d’uniforme continuité des
formes bilinéaires ay(.,.) et ¢(.,.) afin d’avoir :

[lun = va|ln < ¢([lw = wnll + |[u = val[n) (5.103)

Enfin, si nous réunissons les différentes relations obtenues (y compris la
majoration d’erreur sur le tourbillon w), nous pouvons écrire la majoration
d’erreur pour la vitesse u, a savoir :

u—u < inf — + inf — 5.104
=l < e, e ool s nt ln-wlh) (G108

Il nous reste finalement a évaluer I’erreur commise sur la pression p solu-
tion des équations (5.12)-(5.14).

Soit donc un élément quelconque ¢, fixé de Y, . L'utilisation d’une inéga-
lité triangulaire nous améne a écrire :

lp = pall < |lp = anll + [lpr — anl| (5.105)
avec pj, solution des équations discrétes (5.58)-(5.60).
Comme py, — q, est un élément de Y}, , la condition uniforme de Babiiska-

Brezzi sur la forme bilinéaire de divergence discréte by(.,.) nous permet
d’écrire la majoration suivante :

bn(Vn, pn —
th—QhH <ec sup h( h, Ph Qh)
vhEXh thHh

(5.106)
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ol ¢ est une constante indépendante de h.

Nous utilisons alors I’équation discréte (5.59) afin de modifier I’équation
précédente, qui devient :

llpn — qnl| < ¢ sup (f, vi) — cn(wh, Vi) — br(Vh, gn)
 vn€Xy [ Vh||n

(5.107)

Nous remarquons alors que le probléme triple continu s’écrit sous sa forme
faible :
Vixw+Vp=1f dans (5.108)

Par conséquent, en multipliant ces équations par un vecteur vy quel-
conque de Xy, et en intégrant 1’équation résultante par partie, nous trouvons
I’équation variationnelle suivante :

cn(w, vi) + bp(vi,p) = (£, vn) + Z/ w X ngvyp + p-ngvpdo  (5.109)
=~ Jok

ol les deux derniers termes sont dus & la non conformité de I'espace Xy, .

Ces termes supplémentaires peuvent se majorer de maniére classique, ce
qui nous permet d’obtenir les inégalités suivantes :

|Z/ w X ngvpdo | < chl|w||1]|valla (5.110)
I [ pmendo] < chlplhival (5.111)
K JOK

Nous intégrons ensuite ces trois derniéres relations dans la majoration
(5.107) afin d’obtenir ce qui suit :

+ch ([[pllr + [|wl]1)
vhEXh ||Vh||h

(5.112)
Puis nous utilisons 'uniforme continuité des formes bilinéaires discrétes
cn(.,.) et by(.,.), ce qui nous permet d’écrire :

[pn = anl| < ¢ ([lw = wnl[ + [lp = anll) + ch(lpllr + [|w]]) (5.113)
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En utilisant I'inégalité triangulaire initiale sur la pression, la majoration
d’erreur sur le tourbillon w et notre toute derniére inégalité, nous obtenons
la majoration d’erreur suivante pour la pression p :

— <c inf |jw— + inf |ju—wvp||p+ inf —
lp=mull e (it lho—nll+ ing lla=vallo+ it 1lp—anl

+ ch(llplly + llwl]1)
(5.114)

Pour conclure de maniére définitive, il nous faut préciser le comportement
des termes infy, cw, (r) ||w — @n|| et infy, ev, |[u — vi||n en fonction du pas du
maillage h. Or d’aprés [11], ces grandeurs sont majorées par les inégalités :

inf W — <c¢ inf ||lw-— 5.115
meWh(f)H onll < ¢h€Wh|| onl| (5.115)
inf |Ju—wvpl|lp <c inf |Ju— vyl (5.116)
VhEVH vhEX)

ol c représente I'inverse des constantes des inégalités de type Babtska-
Brezzi pour les formes bilinéaires dicrétes by (., .) et cp(., ).

Par conséquent, nous pouvons en conclure que ces majorations d’erreur
sont optimales en dimension 2. O

5.4.4 Meilleure décomposition de LZ2.

Ce petit paragraphe est destiné & montrer, et ce uniquement pour la
dimension 2, que le tourbillon posséde des propriétés analogues a celles dé-
montrées pour la pression dans le chapitre (Ch 4).

Nous commencerons donc par établir le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.5 Soit vy, un élément quelconque Vi Alors, vy vérifie :
Z/ Ve X 2 vhdQ =0 Vi e M? (5.117)
K K

Preuve du théoréeme:
Pour démontrer ce théoréme, nous remarquons a nouveau que si vy appar-
tient & Vp© alors vy appartient a Vy,.
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De plus, nous avons la propriété suivante, déja rencontrée plus haut :
cn(h, Vi) = —bp(vit ) Vi € Zy, (5.118)

Ces deux propriétés nous suffisent dés lors pour établir le théoréme, qui
devient exactement équivalent au théoréme (Th 4.3.2) O

Du coup et grace aux arguements développés ci-dessus, il nous devient
trés facile d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.6 Soit ® un élément quelconque fizé de H* N L2 et tel que
|®|4 soit non nul. Soit n un élément quelconque fixé H* et tel que ||, soit
non nul. Soit wy, uy et py trois éléments de, respectivement, Zy, , Xy, et My,
solutions des équations de Stokes particuliéres suivantes :

an(wh, ¢n) — cn(dn,un) =0 Vo, € Zy
ch(wWh, Vi) — ba(Vih, pr) = (VO,vi)  Vvp € Xy,
bn(un,qn) =0 Vg, €Y

Alors, nous avons les propriétés de superconvergence suivantes :

[unln < c(®@)h°
||wn|| < c(@)h°
|lpn — @] < c(®)h?

ot ¢(P) ne dépend que de la fonction .

Preuve du théoréme:
Nous avons déja démontré au cours du théoréme (Th 5.4.3) que la relation
suivante est vérifiée :
|[anln < cflwn]]

ol ¢ est une constante indépendante du pas du maillage h.
Pour obtenir la majoration attendue sur ||uy||s, il nous suffit donc de

I'établir sur ||wy||. Or compte tenu de la relation inf-sup vérifiée par la forme
bilinéaire ¢ (., .), nous avons :

llwal < ¢ sup Ch(Why Vi)
VhEVh HVhHh
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ol ¢ est une constante indépendante de h.

En utilisant alors la seconde équation des équations données dans I’énoncé
du théoréme, nous obtenons également :

Vo
wnl] < ¢ sup LY 22Vn)
VhEVHL ||Vh|’h

I1 nous suffit alors de reprendre les démonstrations du théoréme (Th
4.3.4) du chapitre (Ch 4) pour établir les inégalités une et deux de ce théo-
réme.

Ensuite, 'inégalité sur I’erreur en pression s’obtient de maniére analogue
aux démonstrations du théoréme (Th 4.3.4). O

5.5 Conclusion.

La nouvelle formulation introduite ne répond que partiellement & la ques-
tion initiale : certes, nous obtenons une vitesse de convergence importante
sur la pression, le tourbillon et la vitesse, mais uniquement en dimension
deux d’espace.

En effet, le cas de la dimension 3 est plus délicat et cela est notamment le
fait de la forme bilinéaire ¢ (., .) qui ne s’écrit plus simplement & partir de la
forme de divergence discréte by (., .). En effet, le tourbillon discret 7, est alors
un vecteur tandis que la pression discréte ¢, est un scalaire, par conséquent
les manipulations faites lors du théoréme démontrant la condition inf-sup
discréte ne peuvent plus s’appliquer : pour I'instant nous sommes incapables
de montrer I'existence d'une telle condition inf-sup. Toutefois, il faut remar-
quer que la démonstration de continuité de la forme bilinéaire ¢, (., .) est tout
a fait généralisable au cas tridimensionnel.

Une question naturelle surgit alors : cette formulation triple “vitesse-
pression- tourbillon” est-elle la plus adaptée ou en existe-t-il d’autres? En
effet, nous aurions pu également choisir comme troisiéme variable le tenseur
des vitesses Vu et lui associer une formulation variationnelle adaptée, ou
encore choisir le tenseur des déformation Vu + Vu! et également lui faire
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correspondre un nouveau probléme. Ces solutions sont tout a fait envisa-
geables et mériteraient en effet d’étre approfondies.



Chapitre 6

Convection.

Suite aux développements du chapitre (Ch 4), nous allons nous attarder
quelque peu sur la discrétisation de I'opérateur de convection. Nous verrons
que nous sommes en mesure d’obtenir un opérateur discret, qui soit conser-
vatif en terme d’énergie.

6.1 Propriétés.

Pour rappeler briévement les propriétés qui nous intéressent, nous aurons
besoin des notations suivantes.

Soit d la dimension spatiale du probléme. Soit € un ouvert borné de R?,
suffisamment régulier. Soit 7" un réel quelconque fixé et ¢ un réel quelconque
de l'intervalle [0, 7).

Nous supposons également connu pour tout ¢ et tout x de 2, le vecteur
vitesse u := u(x,t), qui sera supposé étre a divergence nulle pour tout t.
Enfin, soit le scalaire S := S(x,t) régit par I’équation de transport suivante :

S +u-VS= 0 dans Q x (0,7
V-u=  0Odans Q x (0,T) (6.1)
S(x,0) = so(x) dans Q

ol so(x) est une fonction de © donnée a valeur dans R, n le vecteur
normal extérieur & ) et ol les conditions aux limites sur S sont données sur

121
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I’ensemble de points :
Ty :={x€dQ|u-n<0}

Les équations (6.1) s’écrivent également sous la forme variationnelle sui-
vante :

(0,S,7)+ (u-VS,;r)=0 (6.2)

ou r := r(t,x) est une fonction définie dans un espace approprié, auquel
appartient du reste la fonction S.

Enfin, nous appellerons terme de transport, la fonction de x et de ¢ sui-
vante :

u-vs

Ces quelques éléments mis en place, nous allons rappeler deux des proprié-
tés des équations (6.1) ou de maniére équivalente des équations (6.2). Tout
d’abord, les équations de transport conservent 1'énergie (évaluée en norme
L?) de la fonction S. I suffit pour cela de constater que I’énergie produite
par le terme de transport est nulle, ce qui s’obtient & partir de (6.2) en posant
r = S et en intégrant par partie :

(u-VS,S) = / (u-VS)S

Q

:%/Q(u-vsz)

1/ 9
= — u-(S°n
2 | (S°n)
=0

Ensuite, I’équation de transport vérifie un principe du maximum. Ceci se
traduit par la propriété suivante (conservation de la norme L* au cours du
temps) :

in(f2 So(x) < S(x,t) <supsp(x) VxeQ, Viel0,T]
xe xeN

6.2 Discrétisation

Dans ce paragraphe, nous aurons besoin de discrétiser certaines variables
et donc de définir des espaces de discrétisation. Tout d’abord, soit 7, un
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maillage du domaine de I’écoulement €2, composé de triangles en deux di-
mension ou de tétrahédres en dimension trois, notés K. Nous introduisons
ensuite, de maniére formelle, I’espace des vitesses discrétes que nous noterons
Xy . L’espace des scalaires P; conforme sera noté Xj,, dont la définition est
rappelé plus précisément dans (Ch 2).

Soit donc uy, une vitesse discréte de Xy, . La forme variationnelle discréte
des équations (6.2) peut alors s’écrire sous la forme suivante :

(8155}“7’]1) + (uh . VSh,Th) V7, € Xh (63)
oil I'inconnue est le scalaire Sj, := Sj,(x,t) supposé appartenir a X,.

Nous cherchons a voir si ’équation de transport discréte posséde la méme
caractéristique que I’équation de transport continue, & savoir conservation de
I'énergie en norme L2.

La conservation de 1’énergie de la solution .5), est fonction de 1’énergie due
au terme de transport discret. Or I'énergie de ce dernier (évaluée en norme
L?), s’obtient en remplagant dans (6.3), la fonction 7, par la fonction Sy et
en intégrant par partie :

(uh . VSh, Sh) = Z /K(uh . VSh)Sh
1 2
=3 Z/K“h V(S (6.4)
(Zv u, Sy d9 +Z/ - (Sin) )

ot K est un élément quelconque du maillage 7}, .

Deux cas peuvent alors se présenter. Soit, les éléments finis utilisés pour
définir la vitesse sont tels que la divergence de la vitesse uy, peut étre nulle par
élément (exemple : éléments finis de Crouzeix-Raviart, éléments finis P,/ F
...), auquel cas l’expression (6.4) se réduit au terme de sauts le long des faces
du maillage. Soit, nous utilisons des éléments finis de type Py/P;_; auquel
cas I'équation (6.4) se réduit au terme en V - uy (les termes uy, et Sy, étant
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alors continus tous deux, le terme de saut s’annule).

Toutefois, dans chacun de ces cas, I’équation (6.4) ne peut s’annuler en
général. Dans le cas ol uy, est a divergence nulle par élément, nous n’avons
aucune relation a priori entre la trace de uy sur chaque élément K et la trace
normale d’un polynéme de degré 2 par élément (c’est bien le cas pour S7).
Dans le cas ol nous utiliserions des éléments finis du type P/ FPy_1, 'absence
de condition inf-sup ne nous permet pas d’obtenir une vitesse a divergence
nulle par élément. Par conséquent, le terme de transport discret introduit
généralement une énergie supplémentaire dans 1’équation de transport : il
n’y aura donc par conservation globale de I’énergie.

Il est également bien connu (cf. entre autre [15]) que Popérateur de trans-
port discret présenté ci-dessus ne préserve pas la stabilité de S;, en norme
L : ceci vient du fait que les coefficients extra-diagonaux de la matrice asso-
cié a cet opérateur peuvent étre strictement négatifs. Ces coefficients négatifs
sont en effet responsables de ’apparition de comportements oscillatoires dans
la solution numérique de ’équation de transport, et aboutissent parfois & dé-
passer les valeurs limites sup, _,,q So(X) et infyeq s0(x).

Pouvons-nous apporter quelques solutions & ces problémes? Obtenir la
conservation de ’énergie en norme L? est en fait accessible facilement en
modifiant 1égérement la définition de la vitesse uy. En effet, nous avons déja
vu dans le chapitre (Ch 4) que nous pouvions choisir une vitesse u;, comme
¢lément de X, a divergence nulle par élément et telle que :

Z/Kuh Vg dK =0 (6.5)
K

ol g7 est un élément quelconque de M7, espace des éléments finis P» de
Lagrange (la définition de M7 est également donnée au chapitre (Ch 4)).

Il suffit pour cela que la vitesse uy, appartiennent au noyau des formes
bilinéaires suivantes :

>k SV - vedK + [, [vn-n]qido  en dimension 2
bn(Vh, qn) ==
>k SV - vedK + [, [vh-n] (gp + ¢f)do  en dimension 3



6.2. DISCRETISATION 125

ol ¢, est un élément de M), tel que :

— 20 1
th 1 ][\)411 * ](\)4}’ 1 1 } en dimension 2

qn = qn, + q, q, € My, q;, € M,

My, == M + M} + Mg /M,"”

en dimension 3
Gn = dh + a4+ i @) € MY, q) € My, gi € M /M, }

Ensuite, une simple intégration par partie de (6.5) nous permet d’obtenir :

Z/ giup -ndo =0

Du coup, pour une vitesse satisfaisant (6.5) en plus de la contrainte de
divergence nulle par élément, la relation (6.4) devient égale & 0. Nous obte-
nons ainsi la conservation de 1’énergie de norme L2
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Chapitre 7

Pénalisation des discontinuités.

7.1 Introduction.

Ce chapitre est consacrée a la pénalisation des discontinuitées de la vi-
tesse, lorsque les équations de Navier-Stokes sont résolues numériquement
a l'aide d’ éléments finis, définissant une vitesse discontinue. En effet, la
construction de ce type d’éléments finis repose sur le fait que les degrés de
liberté définissant la vitesse sont situés le long des arétes du maillage (ou au
barycentre des faces en 3 dimensions), et par la méme imposent la continuité
en ce seul point.

Ce type d’éléments finis est, en effet, le plus simple que 1’on puisse obtenir
pour avoir une convergence uniforme en fonction du pas du maillage : carac-
térisé par des polyndmes de degré 1 sur chaque élément du maillage (donc
de plus petit degré possible pour obtenir un taux de convergence optimal),
il ne peut étre remplacé par des éléments finis de type P, conforme puisque
le nombre total de degrés de liberté est alors insuffisant pour vérifier une
condition de Babiiska-Brezzi uniforme.

Malgré cela, il apparait contradictoire, d'un point de vue purement phy-
sique, d’obtenir comme solution numérique, une vitesse qui soit non conti-
nue, alors que 1’écoulement que ’on souhaite simuler 1’est. De plus, un tel
choix d’espace discret introduit des instabilités numériques malvenues ; ainsi
lopérateur de diffusion appliqué a la vitesse crée des courants de diffusion
parasites et donc non “physiques” (cf. [14]).

127
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Une solution possible consiste évidemment a choisir un autre espace dis-
cret, qui cette fois sera continu. Malheureusement, cette solution n’est que
partiellement satisfaisante dans la mesure ou le plus petit espace possible
satisfaisant la condition inf-sup et donc une vitesse & divergence nulle par
élément K du maillage (P1+bulle pour la vitesse, PO pour la pression) en-
traine un surcofit tant au niveau de la place mémoire que du temps calcul.

Une approche intermédiaire consiste donc non pas a éliminer totalement la
partie discontinue de la vitesse, mais & en limiter si possible les effets néfastes
sur la qualité physique et numérique du résultat. Ceci peut s’obtenir entre
autre par la pénalisation de la partie discontinue des grandeurs physiques
discrétes : ce sont queques unes de ces méthodes qui vont étre décrites et
étudiées ci-dessous.

7.2 Deéfinitions.

Avant de commencer les démonstrations, il est nécessaire de faire quelques
rappels de notations. On rappelle que Xy, est I'espace des fonctions vecto-
rielles dites P, non conformes sur le maillage du domaine physique et que
X est Pensemble des fonctions vectorielles dites P, conformes sur le dit
maillage : nous avons donc respectivement des fonctions discrétes discon-
tinues et discrétes continues sur notre maillage, avec la relation ensembliste
suivante Xj, C Xy, . Ces espaces sont dotés de la norme ||.||5.

Par conséquent, il devient possible de décrire précisément 1’ensemble des
fonctions seulement discontinues comme étant un supplémentaire de Xy, dans
X4 , et qui sera noté par la suite X},". La définition exacte qui sera adoptée
dépendra des méthodes employées décrites par la suite. Dés lors et compte
tenu de notre objectif, il apparait naturel de pénaliser cet espace Xj'selon
deux types de procédé.

Nous définissons également un espace de fonctions scalaires, noté My,
vérifiant une condition de type Babiiska-Brezzi avec Xy, :

b
e o) | sup OB S e v e

vhE€Xp thHh
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ou h est le pas du maillage et ou ||.|| désigne une norme donnée sur M,,.

Dans un premier temps, il semble naturel de limiter I'impact des disconti-
nuités et donc de limiter les sauts de nos variables discrétes. C’est ce que nous
avons dénommé la méthode de pénalisation des sauts. Mais il est également
possible de limiter ’énergie des discontinuités & travers un terme de péna-
lisation bien choisi; ce que nous avons dénommé pénalisation de 1’énergie
discontinue.

7.3 Meéthodes de pénalisation.

Bien que portant des noms différents (des sauts ou de ’énergie disconti-
nue), les méthodes de pénalisation envisagées ici peuvent se regrouper dans
un méme cadre mathématique, seules leurs interprétations pouvant alors se
distinguer.

Ainsi les méthodes de pénalisation décrites ici, se caractérisent par I'ajout
dans les équations de Navier-Stokes discrétes usuelles d’ un terme de pénali-
sation particulier (dépendant de la méthode) et qui sous forme variationnelle
sera représenté par la forme bilinéaire suivante :

d: Xh, X Xh/ — R (71)
1
d(ghvuinvi'x) = Z ;dl{(uinvil) (72)
K

ou ¢, = (ex)xk est une famille de paramétres fixés, dont chaque élément
peut étre individuellement choisi sur les éléments K du maillage et ot dg (., .)
est une famille de formes bilinéaires fixées définies sur X' x Xy’ .

Nous noterons également a*(.,.) la forme bilinéaire de diffusion pénalisée,
définie sur X x Xy, par la relation suivante :

a*(uh, Vh) = a(uh, Vh) + d(Eh, uil, Vil) (73)

ol uy, et vj sont les projetés sur X' de respectivement u, € Xy et
vh € Xp .



130 CHAPITRE 7. PENALISATION DES DISCONTINUITES.

Enfin, nous ferons également les hypothéses (qui seront démontrées lorsque
nous donnerons la forme exacte des termes de pénalisation) d’ellipticité de la
forme bilinéaire de diffusion pénalisée et de continuité de cette méme forme
bilinéaire :

da(h) | Vvn € Xn  a(h)||val|ln < a*(Vn, Vi) (7.4)
JB(h) | Van, vi € Xp  a*(un, vi) < B(h)|[an|[nl[vnlln (7.5)

Suite & toutes ces définitions, nous introduisons les nouvelles équations
de Stokes discrétes & résoudre, qui se mettent donc sous la forme :

a*(uh,vh) + b(Vh,ph) = (f, Vh) Vvh € Xp (76)
b(un, gn) =0 Vg, € My, (7.7)

L’idée que nous allons dés & présent suivre est trés simple. Dans un pre-
mier temps, nous allons montrer I'existence et 1'unicité d’une solution & (7.6),
qui ne sont rien d’autres que les équations de Stokes auxquelles nous avons
simplement rajoutées des termes de pénalisation. Par la suite, nous évalue-
rons le taux de convergence de la solution discréte de (7.6) vers la solution
continue de (2.9)-(2.10), notamment en fonction des paramétres a(h) et G(h)
introduits plus tot. Enfin et puisque les démarches décrites ci-dessus auront
été réalisées de maniére globale, nous définirons exactement les termes de
pénalisation en fonction des méthodes employées et nous en profiterons pour
vérifier les différentes assertions présupposées dans ce paragraphe.

7.4 Solution au systéme pénalisé.

7.4.1 Unicité.

Supposons donc I'existence d’une solution & (7.6) établie. Ayant supposé
Pellipticité de la forme bilinéaire a*(.,.), il est alors évident que la vitesse est
unique. Par la suite, I'unicité de la pression est tout aussi évidente a établir
dans la mesure ot la forme bilinéaire de divergence discréte suit une inégalité
de type Babtiiska-Brezzi sur nos espaces discrets de vitesse et de pression. En
conséquence, notre probléme discret (7.6) admet bien une unique solution si
celle-ci existe.
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7.4.2 Existence.

De la méme fagon que pour la démonstration de 'unicité, les preuves de
'existence de solution aux équations (7.6) s’établissent de maniére standard.
En effet, Pellipticité de la forme bilinéaire a*(.,.) assure l'existence d’une
vitesse discréte a nos équations pénalisées. De la méme facon, la condition de
Babtiska-Brezzi permet de conclure a I'existence d’une pression discréte non
trivialement nulle. De plus, ces contraintes nous permettent de conclure a la
continuité des solutions en fonction des données, c’est-a-dire plus précisément
que l'on a l'inégalité suivante :

Fn(h) [ [anlln + llpall < n(h)[[f]] (7.8)

7.4.3 Convergence.

Rappelons au passage quelques notations qui seront utiles pour notre dé-
monstration. Ainsi Vy, désigne ’ensemble des fonctions vectorielles de Xy, &
divergence discréte nulle, pour la forme bilinéaire b(., .). Nous utiliserons éga-
lement le projecteur Hi-orthogonal de H} sur X, désigné par la suite par la
notation Pi.

Suite & ces notations, nous donnons I’énoncé du théoréme :

Théoréme 7.4.1 Soit u,p les solutions du probléme de Stokes (2.9)-(2.10)
que l’on supposera respectivement dans H2 N Hg et L2 N H'.

St up, pr désignent respectivement la vitesse et la pression solutions des
équations (7.6), alors on a la majoration d’erreur suivante :

de(h,en) | [u = unfln + [lp = pall < c(h,en)h ([[ull2 + [[pl]) (7.9)

Preuve du théoréme:
Cette démonstration s’obtient de maniére classique. On commencera donc
par évaluer l'erreur commise sur la vitesse, avant de déterminer I’erreur en
pression.

Soit vy, un vecteur quelconque fixé de Vy,. Nous noterons par soucis de
commodité, ey, (resp. e},) les vecteurs suivants :

€hn ‘= Up — Vn

/ . !/ /



132 CHAPITRE 7. PENALISATION DES DISCONTINUITES.

ol les vecteurs uj, et vi, sont bien évidemment des éléments de Xy, issus
de la décomposition des vecteurs uy, et vy, de Xy, sur les sous-espaces supplé-
mentaires X}, et X, .

On commence par écrire 'inégalité triangulaire classique suivante :
[lu = up[|n < [Ju—va[ln + [len|]n (7.10)

Nous allons essayer de majorer le terme ||ey||, & 1'aide des équations (7.6)
et des grandeurs physiques u, p. Nous commengons donc par écrire :

llen||7 < a*(en,en) < a*(un, en) — a*(Vh, en) (7.11)
Considérons (7.6), les égalités précédentes peuvent se réécrire comme suit :
||eh||i < (f,en) —a*(vn,en) (7.12)

Le premier terme du membre de droite se réécrit en fonction des équations
(2.9)-(2.10) (nous négligerons les termes dus a la non conformité dans la
mesure oil leurs comportements ont été déja étudiés dans |28 ou [14]) :

HehHi < a(u— vy, en) + b(en, p — qn) — d(ep, Vi, €n) (7.13)

ol ¢, est un élément quelconque de Mj,.

Nous avons précédemment supposé la continuité de la forme bilinéaire
a*(.,.) par rapport a la norme ||.||,. Nous pouvons donc en conclure qu’il
en est de méme pour la forme bilinéaire d(ep,.,.), avec une constante de
continuité c(ep, h) qui peut dépendre de la famille de parmétre £, mais aussi
du paramétre h. Tenant compte de cela, il devient alors possible d’écrire la
majoration suivante :

llenll < (Iu = valln + [lp — aull + c(en, )Py — vul[a) llenlln  (7.14)
car nous utilisons le fait que Xy, et X' sont supplémentaires dans X, .

Ensuite, il nous suffit d’utiliser 'inégalité triangulaire sur le terme génant
et le fait que la solution u est également supposée dans H? :

[IPru — vil[n < [Ju—Phulls + [[u = vu|lx < chlfullz + [u — vu[ln (7.15)
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ol ¢ est une constante indépendante de h.

En utilisant I'inégalité triangulaire initiale, il nous est alors possible d’écrire
la majoration suivante :

lu—up|lp <c inf [[u—wvy|[s+c inf ||p—qll+ c(en, h)h[ullz (7.16)
VhEVH qnEMp,
ou les ¢ sont des constantes indépendantes de h.

Avant de conclure défintivement sur l’analyse d’erreur concernant la vi-
tesse u, nous rappelons I'inégalité suivante démontrée dans [11]

3 inf — <c¢ inf — 7.17
c| inf flu—vulls<c inf [fu—vall, (7.17)

Ceci nous permet finalement de conclure & la majoration :
[lu —up[[n < ch ([[ullz + [[pll1) + c(en, B)h|ul]2 (7.18)

Tachons d’établir la convergence de la pression discréte p, vers la pres-
sion continue p. Pour cela, nous notons d’abord ¢, une pression discréte
quelconque de I'espace M), et rappelons également que notre forme bilinéaire
de divergence discréte b(.,.) vérifie une condition de type Babtska-Brezzi sur
le couple Xy, ,M}, (cf. éventuellement [14] pour une démonstration compléte).

Ensuite, nous procédons de maniére classique, en procédant par une in-
égalité triangulaire. Ainsi, nous écrivons simplement :

[lp = pull < [lp = anll + llpn — an]l (7.19)

Nous utilisons ensuite la condition de Babiiska-Brezzi sur la premiére
équation de (7.6) afin d’obtenir :

b(Vh, Ph — Gn
o=l e, sy S
VhEXh,Vh
7.20
<e  sup (f,vh) — a*(un, vi) — b(Vn, qn) (7:20)
vhEXp , Vh#0 HVhHh

ol ¢ désigne une constante indépendante de h, et désignera & l’avenir
toute constante satisfaisant cette propriété.
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Il nous reste donc & introduire les solutions continues u,p -sans nous
préocupper des termes dus a la non conformité pour des raisons similaires &
ci-dessus- et nous en déduisons :

on—aill <c  sup a(u — up, Vi) + b(vh, p — qn) — d(ep, 0}, vy)
VhEXh , Vh#0 ||Vh||h
(7.21)
Nous majorons grace a la continuité des différentes formes bilinéaires et
utilisons le fait que Xy, et Xy’ soient supplémentaires pour écrire :

lpn — aul] < cllu—un||n + c||lp — qn|| + c(en, h)||Pru — upl |, (7.22)

Compte tenu des résultats obtenus sur ’analyse de convergence de la
vitesse discréte, il est alors facile d’obtenir la majoration d’erreur finale sui-
vante :

lp —pall <c inf |lp—aull + ch ([[ulls + |[p[l1) + c(en, h)R[[ull2
qnE€EMp,

23)

< ch(|[ullz + [Ipllx) + c(en, h)h[[ull2

La conclusion finale concernant ces deux analyses d’erreur est qu’il nous
est nécessaire de connaitre précisément le comportement de ¢(ep, h) en fonc-
tion de la famille de paramétres €, et de h pour pouvoir éventuellement
conclure & une convergence optimale en pas du maillage. Or cette constante
c(ep, h) représente la constante de continuité de la forme de diffusion pé-
nalisée (ou au moins de d(ey,.,.)). C’est pour cela que les développements
ultérieurs demeurent importants. O

7.4.4 Définition des termes de pénalisation.

Comme précédemment indiqué, nous allons dans cette partie définir pré-
cisément la forme bilinéaire de pénalisation d(ey, ., .), avant de démontrer que
les hypothéses faites précédemment sont vérifiées avec nos choix particuliers.

Pour la méthode de pénalisation des sauts, la forme bilinéaire de pénali-
sation est définie de la maniére suivante :

d(en Vi) = Y > T / [uy] [vn] do (7.24)

K a€eK @
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ou a est une aréte/face en 2D /3D d’un élément K du maillage, ou [v] :=
Vi, — Vl]ar, commune a et ot 7, est un paramétre dont la définition :

Yo :=min(hy, hil) (7.25)

K; et K5 représentant deux éléments du maillage d’aréte/face commune a.

Ellipticité de la diffusion pénalisée.

Constatons tout d’abord que 1’on a de maniére triviale la positivité de la
forme bilinéaire de pénalisation :

d(en, Vi, Vi) = ZZ’}/@/V}] 2do <0 (7.26)
K a€eK a

car le paramétre v, a été choisi strictement positif.
Par conséquent, la forme bilinéaire a*(., .) est évidemment elliptique puisque
la suite d’inégalités suivante est vérifiée :

a*(Vh, Vi) = a(Vh, vi) + d(en, Vi, Vi) = a(Vi, Vi) > || Val|n (7.27)

Continuité de la diffusion pénalisée.

Suivant la démonstration de convergence précédente, il nous reste a dé-
montrer la continuité de l'opérateur de diffusion pénalisée, dans le cadre de
la méthode de pénalisation des sauts.

Etant donné la définition de notre opérateur pénalisé, il nous suffit de
montrer la continuité du terme de pénalisation d(ep,.,.) en fonction de la
norme ||.||5-

Ainsi, on va démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 7.4.2 [] existe une constante c indépendante de h, telle que ['on
ait :

YVh, U € Xp; ZZ%/uh Vil do < cf|un]a|[vn]ln (7.28)

K aeK
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Preuve du théoréme:
On remarque tout d’abord que 'on a, puisque uy,vy sont continues au milieu
de laréte/face a et de valeurs respectivement ud, v :

S5 [llfaldr = o 3 [l — i) tvn = vido

K a€eK a a K,aeK

= 3 [ ) v - vl do

K acK a

Ensuite, notons K¢ et K9 les éléments du maillage 7, situés de part et
d’autre d’une aréte/face a donnée, ainsi que ug et uf les traces sur a des
vecteurs uy|ga et up| k.

Ces notations nous permettent alors d’écrire :

S>3 [ o] ol dr

K a€eK a

+ ||uh u?lHO,a) (||V1?1 - V?xHO,a + ||Vlgl - VﬁHO,a)

<Z7a |uh
< C\/Z Ya ([0 — u[l§ . + [Jug - uﬁﬂg,a)\/z Yo (Vi = Vill3a + IV — vil3.)
) > allvalx

K aeK K a€eK

La suite du raisonnement consiste alors & utiliser la transformation affine
Fi qui envoie un élément K quelconque du maillage sur 'élément de référence
K et son aréte/face a sur 'aréte/face référence a de K afin d’effectuer un
changement de variable dans la derniére des expressions ci-dessus. En notant
alors v I'image par Fy d’'une variable quelconque v, on obtient les égalités
suivantes pour chaque élément K du maillage :

[ I = b do = [ 11~ R dor
@ a (7.29)
o [ A= VR dor = b 1195 = S do
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ou h, est la longueur/surface de I'aréte/face a dans I’élément K et d la
dimension du probléme.

Par suite, il nous suffit d’utiliser la continuité de (7.29) en fonction de la
norme ||.||, 7, pour obtenir la majoration suivante :

[l = I dor < nahd |~ w1
a (7.30)

o [ Ivn = VAR do < cr0hd % - VR &
a

ol ¢ est une constante quelconque fixée, ne dépendant pas de 1’élément
initial K.

Définissons pour les besoins de cette démonstration, 'espace discret Xj:
comme suit :

X2 = (v € P1(K) | / Tndo = 0: 4 arete/face de K} (7.31)

Compte tenu de la discrétisation ‘adoptée pour la vitesse, nous constatons
que les vecteurs (I, — u?) et (Vi — Vh) appartiennent tous deux a X§. Or a
cause de I'injection compacte de Hl(K ) dans Lz(K ) et du lemme de Peetre-
Tartar, la semi-norme |.|, z est une norme équivalente & ||.||, z sur X3. Nous
pouvons donc écrire : 7 7

[ N = w2 do < el el
@ (7.32)

[ e = VR dor < couhd SR E
a

oll ¢ est une constante différente de la précédente mais toujours indépen-
dante d’un élément K quelconque du maillage.

Or nous savons, en utilisant la transformation affine inverse Fj*, que nous
avons la majoration suivante :

— 1-4
Vily g < chy *[Valik

avec ¢ constante indépendante du pas du maillage h.
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Avec ce qui précéde, nous trouvons donc finalement :

DY allunl — i, <€) Rt vahid ! [unlf

K aceK K acK

Z Z Yal Vil — Vi ’(2),(1 < CZ h%(_d Z ’Yahg_1|vh’il(

K a€eK K acK

(7.33)

En remarquant que nous avons les inégalités v, < hy', hy < hg, on en
déduit tres facilement le théoréme. O

Remarque 7.4.1 Dans la démonstration précédente, il est intéressant de
remarquer qu’a aucun moment, nous n’avons utiliser de définition précise
de ’espace des fonctions purement discontinues Xy'. Par conséquent, dans
le cadre de cette méthode particuliere, tout espace Xy' supplémentaire de
Xy, dans X, est susceptible d’étre utilisé.

Conséquemment & ce théoréme, nous obtenons la continuité de l'opéra-
teur de diffusion pénalisée et plus encore son uniforme continuité. En effet, la
constante de continuité évaluée ci-dessus est indépendante du maillage que
I’'on considére et par conséquent, les taux de convergence déja étudiés sont
optimaux, selon la remarque faite lors du paragraphe associé.

Pour la méthode de pénalisation de 1’énergie discontinue, la forme bili-
néaire de pénalisation est définie de la maniére suivante :

1
A Vi) = 3 — (0 VR (7.3)
K

ol (., .)q r représente le produit scalaire associé a norme de I'espace L?(K)
ou le semi-produit scalaire associé a la semi-norme de P'espace H'(K).

Ellipticité de la diffusion pénalisée.

Ce cas est particuliérement simplé & traiter dans la mesure ou il suffit de
constater la positivité de la forme bilinéaire de pénalisation. En effet, nous
trouvons compte tenu des définitions ci-dessus, les relations suivantes :

1
d(en, vy, Vi) = Z ;(V{],vg)d,[( >0 (7.35)
K
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car les coefficients € ont tous été choisis positifs.

Par conséquent, nous pouvons établir que la forme bilinéaire de diffu-
sion pénalisée, dans le cas de I’énergie discontinue, vérifie bien une condition
d’ellipticité :

a"(Vi, Vi) = a(Viy, Vi) + d(en, Vi, Vi) = [[Val [} (7.36)

Continuité de la diffusion pénalisée.

Démontrons la continuité de la forme bilinéaire de diffusion pénalisée,
dans le cadre de la méthode de I’énergie discontinue. A cette fin, nous re-
marquons qu’il nous suffit de montrer que la forme bilinéaire d(ey, .,.) est
elle-méme continue.

Ainsi nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 7.4.3 [l existe une constante c indépendante de h, telle que [’on
ait :
1

Vvh, up € Xp; > = (U, Vi < cllunl[al|valln (7.37)
K
K

Preuve du théoréme:
Dans un premier temps, nous allons utiliser des inégalités de type Cauchy-
Schwartz, afin d’obtenir une expression de d(e, uy,, v,) en fonction des normes

et [[v4:
1
LCRNA RN DN ) DR
K K K
1
< 3 [ I IV
K K K
1
< ZST ZH“L'%K ZHvinglK
K K K K
<

1
ZTHuilHdHV;an
€k

K
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car [[uy||7 & et ||vi,||7 x sont évidemment positifs.

Ensuite, si nous considérons la définition de ||.||4, nous remarquons que
nous avons la majoration suivante :

e # c(h) | Vv, € Xn' [[Vila < Vil (7.38)

En effet, soit ||.||4 coincide avec la norme |||, soit elle est égale & |].||
sur Xy’ . Or dans ce dernier cas et puisque Xy’ est un sous-ensemble de Xy, ,
I'inégalité de Cauchy discréte s’applique de sorte que la majoration précé-
dente est vérifiée.

Nous obtenons alors une majoration quasi-finale, & savoir :

d(en, ay, viy) < cf[ay||a][Vi]n (7.39)

ol ¢ est exactement égal & , /> =
K

La démonstration n’est hélas pas tout a fait compléte car il est nécessaire
de définir précisément la relation qui lie un vecteur de X}’ a un vecteur de
Xpen fonction de la norme |.||,. En d’autres termes, il nous faut définir
exactement la notion de supplémentaire.

Si 'on tient compte des résultats que 1’on souhaite obtenir, il apparait
alors naturel de définir I'espace Xy’ comme 'othogonal de Xy, par rapport
a un produit scalaire quelconque, & la seule condition que l'opérateur de
projection associé soit continu par rapport a la norme |[.||,. Ainsi, si Xy, est
défini comme le supplémentaire de X}, dans X, par rapport, soit au produit
scalaire de L2, soit au produit scalaire discret de Xy, , alors le théoréme est
établi. 0O

Grace a ce théoréme, nous obtenons la continuité de 'opérateur de dif-
fusion pénalisée . Remarquons toutefois, que, suivant la démonstration de la
convergence de la méthode, le choix de la famille de paramétres €;, peut consi-
dérablement influer sur le taux de convergence final. Ainsi, si 'on souhaite
conserver l'optimalité de ce taux, il est important de choisir cette famille de
paramétres comme totalement indépendante du pas du maillage 7, .
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7.5 Comportement de la solution.

Nous allons maintenant étudier 1’évolution de la solution de (7.6) en fonc-
tion de la famille de paramétres de pénalisation ¢;, avec un maillage 7}, fixé.
Cette étude est motivée par les deux questions suivantes :

— la solution de (7.6) tend-elle vers une solution continue en espace ?

— existe-t-il une famille €, optimale ?

7.5.1 Comportement a la limite.

L’objet principal de ce paragraphe est de montrer que les différentes mé-
thodes de pénalisation tendent bien vers ’objectif annoncé, a savoir limiter
la partie irréguliére de notre solution discréte. Pour évaluer cela, il nous suf-
fit de regarder quelle peut étre notre solution discréte lorsque la famille de
parameétres ¢, est choisie de norme arbitrairement grande pour un maillage

7, fixeé.

Soit donc une suite (¢5,)" tendant vers U'infini lorsque n tend vers I'infini.
A cette sous-suite, correspond évidemment une famille de solution aux équa-
tions (7.6) que nous noterons par la suite, uy".

Essayons de déterminer le comportement de cette famille de solution.
L’ellipticité de la forme bilinéaire a*(.,.) nous permet d’obtenir une borne
majorante sur cette famille :

[un" || < [[f]] (7.40)

Par compacité dans les espaces de dimension finie, nous pouvons extraire
une sous-suite, notée uy"*, qui converge vers un vecteur uy de Xy, , c’est-a-
dire aussi :

ng

up"* — u,  quand k£ — oo (7.41)

Cherchons maintenant & évaluer le comportement de la partie discontinue
de uy". Nous avons ainsi, et puisque la famille de paramétres €} tend vers
I’infini :

dc | VK di(up™,u,™) < ¢ (7.42)

ol K est un élément quelconque du maillage 7;, et ot ¢ est une constante

quelconque fixé.
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Notons [|.||4 la fonction suivante définie sur Xy, :
Vhlla =D di (Vi Vi) (7.43)
K

Dans notre cas particulier, les formes bilinéaires que nous avons choi-
sies font que la fonction ||.||; est une norme sur Xj,". La sommation sur les
éléments K du maillage de 'inégalité (7.42) nous permet d’avoir également :

Je | Jun™|| < ¢ (7.44)

Par conséquent et puisque nous sommes en présence d’une norme, nous
en déduisons qu’il existe un vecteur wy, de Xy, vers lequel u,™* tend lorsque
k tend vers l'infini (X}’ étant un fermé de X, , par équivalence des normes
en dimension finie) :

u,™ — wy,  quand k — oo (7.45)

Nous allons désormais montrer que le vecteur wy, n’est que la décomposi-
tion de uy, sur 'espace X}'. Remarquons que nous avons par hypothése sur
la forme bilinéaire de pénalisation :

Z dK(uh"’“, VL) = Z dK(uh'”k , Vil) VViq € Xh/ (746)
K K

Par continuité et par passage a la limite, nous obtenons donc 1’égalité
recherché :
W, = Uy, (7.47)

Maintenant, nous allons passer a la limite dans (7.6), en remplagant au
préalable vy, par uy"™ :

a*(uh"’“, uh"k) = (f, uh"k) (748)

Comme uy"™, et donc le membre de droite, admet une limite finie, il en
ait de méme pour le membre de gauche. Or €} tend vers I'infini, nous sommes
donc contraint d’avoir u,™* qui tend vers 0 également. Par unicité de la li-
mite, u,™ tend bien vers une fonction u, € X, .

La convergence de la suite compléte uy,”™ s’obtient aisément en procédant
par I’absurde et en réitérant le procédé ci-dessus : c’est donc toute la suite
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" qui converge vers uy. Enfin, la continuité de la forme bilinéaire b(.,.)

Un
impose & uy de vérifier la contrainte de divergence nulle : comme u, € Xy, ,

on a donc en général uy = 0.

La conclusion est donc mitigée. Certes, a la limite, les discontinuités ont
complétement disparues, mais & cause du couplage entre les espace Xy, et
X' a travers 'opérateur de divergence discret b(.,.), la partie continue tend
également & devenir nulle. Par conséquent, le choix des paramétres de pénali-
sation doit étre fait avec soin, puisque le lissage particulier des discontinuités
se traduit également par une perte d’énergie de la partie continue de la so-
lution discréte. A pas de maillage h fixé, la solution discréte de (7.6) tend a
sous-évaluer la solution continue des équations (2.9)-(2.10). Il n’y a donc pas
de famille de paramétres optimale.

7.5.2 Monotonie de la solution.

Le résultat précédent montre clairement que la pénalisation atteint I’effet
escompté, a savoir diminuer 1’énergie due au sous-espace Xy, , mais en contre-
partie et & cause du couplage introduit par la contrainte de divergence nulle,
cette pénalisation tend également a “tuer” la partie continue de notre solution
discréte. Ce paragraphe a donc pour but d’évaluer quantitativement les pertes
d’énergie liée & un tel schéma numérique. Pour simplifier notre analyse, nous
supposerons par ailleurs que la famille de paramétres €, = (ex)x est telle
que :

Vh; VK; egx = ¢

oi K est un élément du maillage 7, et ol € est une constante qui ne
dépend que de h.

On va donc montrer que la décroissance d’énergie est continue en fonction
de 5, mais également strictement décroissante lorsque €5, tendent vers I'infini
a maillage fixé. Plus précisément, nous démontrerons le théoréme suivant :

Théoréme 7.5.1 Les solutions uy, py, des équations (7.6) sont des fonctions
continues de la famille de paramétre €. Plus précisément, la vitesse est une
fonction exponentielle décroissante de cy,.

Preuve du théoréme:
] _ 1 ~ 92 . .
Dans la suite, on posera A\ = - comme parameétres d’évolution, ceci afin de
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faciliter les calculs ultérieurs. De plus, nous n’étudierons que les équations
linéaires. Enfin, nous introduisons a nouveau ’espace discret & divergence
nulle Vy,, noyau de la forme bilinéaire by (., .).

Le principe d’analyse de la monotonie reposera sur un développement li-
mité de la solution des équations (7.6) en fonction des paramétres A\x. Mais
pour procéder ainsi, il nous faut définir un certain nombre d’opérateurs li-
néaires :

A . Vh—>Vh

< Auh,vh > = a(uh,vh)
D : X —X;
< Duy, vy, > = ZdK(u’h,v{l)
K
F . Vh — Vh
<F,vp> = (f,vp)
P . Xh — Xh/
<Puh—uh,DVi1> =0

Ceci une fois posé, la premiére des équations de (7.6) se réécrit :
Auh + )\PtDPuh =F

Afin d’utiliser la méthode des développements limités, nous définissons
maintenant un nouveau vecteur u,’, défini comme la solution au probléme
(7.6) de paramétre \° ot :

MN=X+6 (7.49)

ol ¢ est un paramétre quelconque fixé, supposé de petite amplitude.

Nous faisons alors la différence entre les équations (7.6) initial et les équa-
tions (7.6) de paramétres A’ :
Aep + N’P'DPuy,’ — AP'DPu,, = 0
ol ey, est la différence entre uy,’ et uy,.
Nous réécrivons 1’équation précédente a 1’aide de notre nouvelle variable

€h .
Aey, + N’ P'DPey, = —0P'DPuy, (7.50)
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Nous introduisons alors 'opérateur B défini par :
B:= A+ \P'DP (7.51)

Cet opérateur doit son inversibilité (il est méme défini positif) & la coerci-
vité des formes bilinéaires associées aux opérateurs A et P'DP. Par inversion
de B, il devient donc possible d’écrire :

(Id+éB~'P'DP) e, = —6B~'P'DPuy (7.52)

Or pour § suffisamment petit, 'opérateur du membre de gauche de ’équa-
tion précédente est inversible, et nous pouvons dés lors obtenir ce qui suit :

en=—0 (Id - 6B'P'DP + 0(52)) B'P!DPu, (7.53)

En ne conservant que les termes d’ordre 1 en 4, nous obtenons le déve-
loppement limité recherché :

ep, = —0B ' P'DPuy, + 0(6?) (7.54)

Nous venons donc de montrer que le vecteur solution uy est continu en
fonction du paramétre 0, et comme il en est de méme pour les opérateurs
discrets B~! et D, nous en déduisons que le vecteur solution est C* d’équation
différentielle :

Osuy, := —6B~'P'DPuy, (7.55)

Dés lors, nous obtenons trés facilement la forme exacte du vecteur uy
pour cet élément :

up(8) := e 98P PPy (0) (7.56)

Nous voyons que la perte d’énergie est exponentielle, il est donc important
de ne pas choisir un paramétre A trop grand, sous peine de voir la solution
devenir nulle de maniére artificielle.

Maintenant avec 'aide du développement limité et de (7.54), il devient
possible d’évaluer le comportement énergétique de notre solution discréte en
fonction du paramétre A :

[up’[|? =< Aup’,up’ >= |Juy||? — 26 < AB"'P'DPuy,uy, > —1—0(5(2) |
7.57
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Le produit d’ opérateurs positifs étant lui-méme positif, on en conclut
que la norme de la solution est continue, localement décroissante et donc
globalement décroissante en fonction du paramétre A.

De la méme fagon et toujours avec (7.54), il est possible d’étudier la varia-
tion d’énergie de la partie discontinue de notre solution discréte en fonction
des normes ||.||, et ||.]|4 :

w7 == X < Duy,’ .’ >
=)\’ < DPw,’, Puy’ > (7.58)

= |Juy||3 — 26 < B~*P'DPuy, P'DPuy, > +0(6?)

5 b
=< Aw’ vy’ >=< P'APw,’, uy,’ >

= ||luy||} — 20 < B~'P'DPuy, P'APuy, > +0(6%)

1012 .

La encore, nous voyons que 1’énergie associée a 1'espace Xy’ est continue
en fonction du paramétre A et décroit lorsque celui-ci augmente. O
8
[[ug, 15
' lun®l; "
Malheureusement, on ne peut conclure facilement quant a I’évolution d’'un
tel rapport.

Il peut étre intéressant d’évaluer 1’évolution du rapport

7.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons essentiellement chercher a comprendre et
limiter I'impact des discontinuités de la vitesse discréte sur la méthode nu-
mérique employée. L’idée naturelle qui nous est venue a U'esprit fut donc de
pénaliser (de différentes maniéres) ces fameuses discontinuités : & cet égard,
I’analyse théorique nous montre qu’il est tout a fait envisageable de procéder
de la sorte.

Toutefois, cette méme analyse nous montre que d’une part, nous ne pou-
vons pas choisir un paramétre de pénalisation indépendant du pas h du
maillage, trop grand (sous peine de “tuer” la solution), et d’autre part, qu'un
choix dudit paramétre en fonction de h ne peut que nous réduire notre taux
de convergence (en effet, la constante de continuité c(e,, h) intervient dans
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I'estimation d’erreur (7.9)). De plus, I'utilisation d’une technique de pénali-
sation ne s’attaque pas réellement au fond du probléme car, méme si nous
tentons d’en limiter les impacts, les discontinuités existent toujour car nous
travaillons sur un espace, par nature, de fonctions discontinues.

Dés lors, ’étape suivante semble étre la totale suppression de ces disconti-
nuités et pour cela, il parait nécessaire de travailler sur un espace de fonctions
(ici les vitesses discrétes) continues. C'est cette démarche qui fait 'objet du
chapitre (Ch 8).
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Chapitre 8

Schémas de projection.

8.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons tenter de répondre aux problémes soulevés
plus avant dans ce mémoire & savoir les erreurs purement numériques com-
mises sur 'opérateur de diffusion et un cout calcul et mémoire important.

Du premier point de vue, le chapitre (Ch 7) nous a rappelé que les erreurs
commises sur 'opérateur de diffusion sont entiérement dues aux discontinui-
tés de notre vitesse discréte, et qu’en un certain sens nous sommes en mesure
de limiter leurs effets. Mais pourquoi ne pas aller un cran au-dela et utiliser
directement une discrétisation de la vitesse qui impose a cette derniére d’étre
continue 7 Dans ce cas, les problémes apparus sur 'opérateur de diffusion dis-
paraissent. De plus, s’il nous souhaitons également limiter ’espace mémoire
nécessaire a un calcul et le temps d’exécution, il semble cohérent de choisir
un espace de vitesse discréte qui soit de dimension la plus petite possible :
I’espace qui s’impose alors naturellement est ’espace dit P; conforme.

Cependant, un tel choix souléve un probléme important : il est bien connu
que cet espace particulier de vitesses discrétes ne satisfait pas la contrainte
inf-sup sur la forme bilinéaire de divergence discréte by(.,.). Comment faire
pour passer outre cette limitation? C’est 'objet développé dans les para-
graphes suivants, ot nous allons développer des méthodes numériques basées
sur des discrétisations de la vitesse et de la pression “quasi-colocalisées”.

149
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8.2 Définitions.

Pour commencer, nous allons définir les espaces discrets sur lesquels nous
allons travailler durant toute cette partie, sachant qu'une généralisation a
d’autres choix d’espaces est possible.

Soit donc 'espace vectoriel discret P; non conforme, noté Xy, , inclus dans
L2 et dont nous rappelons la définition :

Xp = {vh € L? |VK € T}, vn|x € P1(K) vy, continue en x; et vy(zs) = 0 si 2y € 90}

ot 7 est le milieu d’une aréte du maillage en dimension deux, et le milieu
d’une face du maillage en dimension trois.

Par abus de langage, Xy, pourra également étre appelé espace des vitesses
discrétes. Soit également un espace scalaire discret M), inclus dans L? ; nous
pourrons le désigner comme espace des pressions discrétes. M), sera supposé
vérifier une condition de type inf-sup sur une forme bilinéaire discréte de
divergence by(.,.), définie sur Xy, x M), :

33 | sup br(Vh, qn)

> Bllanll  Van € My
VhEXp , VR#0 HVhHh

avec 3 indépendante du maillage 7}, .

La donnée de by(.,.) nous permet de définir un sous-ensemble de vitesses
a divergence (discréte) nulle, noté Vi, , non réduit a {0}, et obtenu par :

Vi = {vh € Xy | bn(Vh,qn) =0 Vg, € My} (8.1)

Enfin X}, admet une décomposition L? orthogonal en deux sous-espaces
distincts : un sous-espace Xy, inclus dans Hj et un sous-espace Xy, inclus
dans L2. Leurs définitions sont données par les relations suivantes :

Xh = Xh P Xh,
Xh = {Vh € c° ‘ VK € ,];L, Vh’K € Pl(K)}
Afin d’obtenir des estimations d’erreur, il nous faut également rappeler

que ces différents ensembles discrets possédent des propriétés d’approxima-
tion intéressantes. C’est 'objet du théoréme qui suit :
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Théoréme 8.2.1 Soit uy un élément quelconque fixré de VN H? et ug un
élément quelconque firé de Hy N H2.

Les espaces discrets Xy, et Vi, possédent les propriétés d’approximation
suivantes :

inf ||ug — vall < CB||ualfs (8.2)
VhEVH
~ mf_ Huz — Wh” S Ch2HU2H2 (83)
WhEXARL

ot les constantes C' sont indépendantes du pas h du maillage.

Afin de faciliter la lecture de ce chapitre, nous allons également introduire
dés a présent un certain nombre d’opérateurs de projection, dont un usage
constant sera fait par la suite.

Nous commencons donc par définir un projecteur L2-orthogonal, Py,, qui
a tout élément de L2 associe un élément de X}, . Comme X}, se décompose par
définition en une partie “lisse” Xy, et une partie discontinue Xy, il apparait
naturel de définir les opérateurs de projection L2 orthogonaux correspon-
dants, & savoir Py, et P} . Compte tenu de ces définitions, il existe un lien
élémentaire entre ces trois projecteurs :

Pypu = PLu + Pju (8.4)

avec u élément quelconque fixé de L2.

Dernier projecteur dont nous aurons besoin, Pi se définit comme 'opéra-
teur de projection Hy orthogonal sur X, , pour -évidemment- tout élément
de H}.

Les précédents opérateurs seront essentiellement destinés a étre employés
sur les vitesses discrétes de nos différents schémas numériques. Mais afin
d’estimer complétement le taux de convergence, il nous faudra également
maitriser 'erreur commise sur I’estimation de la pression discréte. Pour cela,
nous allons introduire deux autres opérateurs propres a cette variable.

Nous définissons tout d’abord I'opérateur IIj,, qui & un élément ¢ de L?
associe un élément de M}, a partir de la relation :

b(Vn,q) == bn(v, TIhq) Vvi € V" (8.5)
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ot V" est I'orthogonal de Vy, pour le produit scalaire (., .).

Ensuite, nous introduisons I'opérateur Vy,. défini sur M), et & valeurs dans
Xy par :
(thh,vh) = bh(Vh, qh) VVh < Xh, \V/qh € Mh (86)

Enfin, nous aurons continuellement besoin du lemme suivant (dit de Gron-
wall) dont 1’énoncé et la démonstration peuvent étre trouvés dans les réfé-
rences [25] et [19] :

Lemme 8.2.1 Soit 0, go, an, by, ¢, et v, (n > 0) une suite de nombre réels
positifs vérifiant l'inégalité suivante :

an—i—éibj Séi’)/jaj+(5i6j+go
=0 =0 =0

Supposons de plus que v;0 < 1 pour tout entier j. Alors nous avons
également :

an + (5ij S 6<5Z?:00ﬂj) [(SZC]' +go

J=0

J=0

0t MOUS aVvons posé o; = E—_—
J

8.3 Etude d’un schéma de projection.

Dans ce premier paragraphe, on va chercher a étudier le schéma de pro-
jection suivant, défini pour tout (Vi, vn, qn) € Xn X Xp X M, :

1 _n—‘,—%

E(uh

1
—-n _n+§ —

n % _ . . _
v Up; 4y, -,V = 3 V .
" ) h) C( h> ) h) (f h) (8 7)

— ﬁﬁ, \_fh) + a(ﬁh
1 n _n+3 n
g(uh o U, *,vh)+ bh(VmPhH) =

0
bn(un",qn) = 0 (8.9)
P

=n+1 __
uh —

N . NP . _n+3
ol les inconnues a déterminer sont 4,, * qup" et pZ“, appartenant res-

pectivement aux espaces discrets Xy, , Xp et M.
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On procéde traditionnellement en plusieurs étapes : il faut tout d’abord
montrer qu’a chaque pas de temps dt , le systéme (8.7) & (8.10) admet une
solution unique ; ensuite, il faut montrer que cette solution est stable au cours
du temps selon des normes appropriées ; et enfin, il faudra établir le taux de
convergence en fonction des paramétres ot et h.

8.3.1 Existence et unicité d’une solution au schéma de
projection.

On considére donc le schéma défini par les équations (8.7) a (8.10). Sup-
posons qu'il existe un n tel que Vny < n, le schéma (8.7) a (8.10) admette
une unique solution. La démonstration sera terminée si 'on montre que le
schéma admet une unique solution au pas n + 1.

Par hypothése de départ, le vecteur U} est supposé connu. Par consé-

quent, (8.7) est une équation non-linéaire portant uniquement sur 1’ inconnu
—_n+3 ~ . . . . .
1, °. On reconnait une équation de convection diffusion, dont les formes

bilinéaires ont toutes les propriétés voulues : on peut donc conclure que (8.7)
1

P . [N . _NnNr+z
définit de maniére unique le vecteur 4,, >.

1
A présent, on peut supposer ﬁﬁ+2 connu dans le systéme d’équations (8.8)-
(8.9). Ce systéme se réécrit de maniére découplé comme suit :

1
(uh”+1 — l_lﬁ+2,Vh) =0 Vv € Vn (811)
_1 ntl
by (v, p ) = E(uhn+1 — 1y 2 vy) Vvp € Vi (8.12)

Il est clair que la premiére équation de ce systéme découplé admet une

n+1

1
unique solution : uy"test le projeté L? orthogonal de ﬁﬁ+28ur V.

La condition de Babtuska-Brezzi , implique I'exitence et I'unicité d’une
unique pression p}'satisfaisant (8.8).

Enfin, (8.10) se suffit a elle-méme pour ce qui concerne l'existence et
lunicité de @)t
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8.3.2 Stabilité du schéma de projection.

Théoréme 8.3.1 1l existe une constante C telle que ¥n € {0,.., N}, on ait :

N
1
[5]1% + [[un™ 2+ 0t Y a2l < C

n=0

N N
1 L
oty [y T —aplP et Y Jlu" T =y ?|P < Ot
n=0 n=0

Ces inégalités se traduisent par la stabilité en norme L™ (L?)et L?(HY).
Preuve du théoréme:

La forme c(.;.,.) étant antisymétrique, nous remplagons vidans la pre-

ik
miére équation par 2ﬁh+2 et I'on obtient :
n+ n+3 —n n+3 _n+i
o7 — (]2 4 o — w1+ 26¢ (o 2|7 = 26t (F,m %) (8.13)

Dans le second systéme d’équation, il nous suffit de remplacer vy, par
2u;," ! et lon trouve :

o2 g+ [ 2 = (8.14)
En sommant (8.13)-(8.14), on obtient :
n —n _n+3 —
[l = [[aR][* + (o, * — g

nal
o = w7 420t |13 i, (8.15)
< et |IF|? + <5t [[my 2|3
On voit donc que :
[lan™H[* < edt ||£]]* + [|ag]]® (8.16)

Par définition de P, on en déduit par récurrence les deux premiéres ma-
jorations du théoréme.
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Enfin, en sommant sur les n, il vient :

N
_ _n+y _n+z
23 (" — o =)
n=0

N 1 N (8.17)
oot Y [y 7 < ]+ e ) ot |IF]?
n=0 n=0
D’otu les majorations suivantes du théoréme :
N ) N
oty g R < P> at[[f|P < C (8.18)
n=0 n=0
N ) N
oty |l * —apl? < ot [ull]+ et Yt [|f]|* < Ot (8.19)
n=0 n=0

N N
ot > fJup" - a3 2 < ot ||ul|? + eot D t|If[P <ot (8.20)
n=0

n=0

8.3.3 Convergence du schéma de projection.

Pour obtenir I'erreur en temps et en espace de notre schéma entiérement
discrétisé, 1'idée consiste a séparer ’approximation en temps de 1’ approxi-
mation en espace. Si u(t) désigne le vecteur vitesse solution de (2.1)-(2.2) et
u” le vecteur vitesse solution d’équations discrétisées en temps (2.1)-(2.2),
nous remarquons alors que u(t) —ap = (u(t) —u")+ (u" —a}), ou u} désigne
notre vecteur vitesse solution des équations discrétes (8.7)-(8.10). L’ erreur
commise en temps est alors entiérement portée par les équations discrétisées
en temps, tandis que l'erreur en espace est quant a elle portée uniquement
par notre schéma de projection numérique.

Convergence en temps du schéma de projection.

Pour évaluer I'erreur en temps commise par notre schéma de projection
numérique, nous rappelons le schéma de projection semi-discrétisé en temps
défini dans [40] : pour ug donné, on cherche pour tout n € {1,..,0} les
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fonctions (u™rz, u™ pnt) € HE x L2 x L2 solutions du systéme suivant
u'ts — a4 6t AutE + 6t u'Vu e =0t f (8.21)
w'tt — "t 4 6t Vpt = 0 (8.22)
V-uttt =0 (8.23)

Dans [40], il est démontré le théoréme suivant :

Théoréme 8.3.2 Les solutions de (8.21)-(8.23) convergent vers les solu-
tions (2.1)-(2.2).

Posons :
e'rLJrl — u(t'thl) . un+1 (824)
etz = u("t) — uts (8.25)

Alors plus précisément, on a les résultats de convergence suivants :

HeNJrlHQ + ||eN+%H2 < O6t (8.26)
N
ot 3 (Ilem 5 1E + e ) < ot (5.27)
n=0
N ) )
Z (Hen B en+5||2 + ||en+5 _ en||2> < Ot (8.28)
n=0
N
ot Y [[p(ttty — P < Ot (8.29)
n=0

Nous obtenons alors une convergence en norme L>*(L?), L*(H})pour la
vitesse et en morme L2(L2) pour la pression, avec un tauz en /ot .

Nous demanderons, en fait, aux solutions du systéme d’équations (8.21)-
(8.23) plus de régularité que celle initialement supposée. Ainsi suivant les
hypothéses de 'article [26], nous supposerons la proposition suivante vérifiée :

Hypothése 8.3.1 La solution (u"!, u™tz pt) du probleme (8.21)-(8.23)
est stable respectivement pour les normes L (H'),L>(H?)et L>°(L?).

Remarque 8.3.1 Nous remarquons d’ores et déja que le schéma proposé ici
n’est absolument pas optimal en temps. En effet, nous avons, selon les résul-
tats démontrés dans [40] et rappelés ici, une vitesse de convergence en temps
en O(\/ﬁ ), alors que la méthode de discrétisation employée nous laissait
espérer un taux de convergence en O(dt ).
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Convergence en espace du schéma de projection.

Suivant la méthode employée dans [26], nous allons déterminer le taux de
convergence en espace du schéma (8.7)- (8.10), en considérant celui-ci comme
une approximation spatiale du schéma semi-discrétisé (8.21)-(8.23).

Théoréme 8.3.3 Posons les notations suivantes :

&) = Ppu" —u} (8.30)
e/ = Ppu™tt —u," ! (8.31)

1 nal
eZ+2 = Ppute — ﬁh+2 (8.32)
6 " =Pyu"tz — a2 (8.33)
r, = ™ — pj, (8.34)

Ensuite, supposons que l’on ait l’encadrement suivant :

h* <t <h (8.35)

Alors les solutions de (8.7)-(8.10) sont telles que :

N
_ +l _ +l _ _ +l
11+ 3 (e = en 2112 + 1185 % = &hll2 + codt 18 *|3) < ch?
n=0

(8.36)
avec ¢ constante indépendante du pas du maillage h.
Preuve du théoréme:
En faisant la différence (8.21)-(8.7) sur Xy, , on trouve V¥, € Xy, :
el nal
(&, 2 — &}, ¥n) + 0t (Ve, 2, Vvy)
= 5t (R"),¥y) + 0t (V ((Ph . P%l)u’”%) V) (8.37)

1
(R, %y) = c(@y:; Gy 2, ¥n) — c(u™ a2, ¥y) (8.38)
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On effectue également la différence (8.22)-(8.8) sur Xy, , pour obtenir quel
que soit (vy, qn) € Xp X M, :

1
(ep ™t —ep " ?, i) + 0t by(vi, 7 t!) =0 (8.39)
bu(er ™, qn) =0 (8.40)

1
Dans (8.37), on pose vy, = 26h+2 et dans (8.39) v, = 2e/"'. On trouve
alors respectivement :

n+ n+2 _ n+
e 217 — [[eg ] + [[e) 7 — ][> + 26t [le; |12
n+ — 1 (841)
— 26t (R"),6, %) + 20t (V ((Ph—Pi)u”+5>,Véh 2)
n—+ n n+l
et 2 = [Jep 22 + (et — e (12 = 0 (8.42)

On constate alors que l'on peut effectuer les majorations suivante sur
(8.41) :

n+2 2

n+ _ _n+i
[CRRITEIC h||2+||e —eh||2+025t||eZ illi

. (8.43)
) + c36t ||Ppu”tz — u"z||]

<26t (Ry

nl’

Il ne nous reste que les termes non linéaires a étudier :

1 _ 1
(R, & %) = c(u” — Ppu";u™2, &), )+C(Phu u"ts g, ?)

n D n. n+x —n+% —n, n+i "+
=c(u" —Ppu™;u"2,g, ) +c(ep;u"tzE, ?) (8.44)

)
1
+C(_g;un+%’éz+2) C(uh7uﬁ+27éz+2)
3 1
= c(u" — Pyu";u™t2,8, ) + (&) u"t 8, ?)

1 5 1 _ntil
n+ 2
2,8, °)

Chacun des trois termes précédents doit étre majoré en fonction des quan-
tité du membre de gauche de I’équation (8.41). En conséquence, nous avons
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les majorations suivantes :

_ ntl _
201 c(u" — Pru;u" 2, 8 7) < ot |[u® — Pyu®|2unt 73 (8.45)
n+l )
+edt ey 2|2

26t (W u"te — Phun+%,éz+2) < ot [|aR]]?[|untz — Ppurtz ||

+ ot Héh 5”1
ntl
< ot |[aR|[2h% a3 2 + cedt |[ay 2|2
(8.46)
201 (& w8 7) < eot [[oR|2untE 2+ edt |[on 32 (8.47)

En utilisant les majorations du théoréme de stabilité et I'hypothése (H
8.3.1), nous trouvons donc au final pour 'inégalité (8.43) :

n+ + _ n+3
& 2112 — [l > + Ile, ™ — &I + cost [ 2|2

< 16t ||u™ — Puu®||? + codt [Ju™tz — Puuntz|)? (8.48)
Fesdt |[Puu”2 — 2|2 + 46t B2 + c50t ||l

ol ¢ a été choisi suffisamment petit, et les ¢; sont des constantes indépen-
dantes du pas du maillage h.

Nous n’avons plus qu’a sommer les inégalités (8.42) et (8.48) pour obtenir
des estimations d’énergie complétes :

el P+ [lef ™ — b2 + ([ — &[> + codt ||

< 10t Hu — Pru?|? + bt |[u™tE — Pput||? (8.49)
tes||Phumt2 || + cadt h? + os(1 + 5t )||eR]?

car nous avons :

n+ n+ n+i
e 2 1P — llef 22 = [Phur3 12 (8.50)
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Certains termes du membre de droite de I'inégalité précédente, ont des
majorations connues qui, avec ’hypothése (H 8.3.1), nous donne :

[u® — Ppu®||? < ch*lu™)3 < ch? (8.51)
luz — Ppu™ 2|2 < ch?[u™ 3|2 < ch? (8.52)

P32 < [P (w3 = Pyust3 )|

1 = 1
< cffutd — Py P (8.59)
< ch4|u“+%|§
< ch?

Si nous sommons alors sur n jusqu’a un indice N quelconque fixé, nous
obtenons une inégalité d’énergie presque définitive :

“ﬂP+§:Om“* PR 1 — gl + codt 18]
(8.54)
h4 2 2 2 Y —n||2
S Cl(s_t + Cgh +C3h + C4h + C55t Z ||eh||
n=0

L’utilisation du lemme de Gronwall nous permet alors d’obtenir la majo-
ration :
4

1 1 1 h
HwHW+ (llei - e 2P 18y — &+ codt [l ) < e+ eah?
ot

(8.55)

Pour avoir la majoration énoncée dans le théoréme, il suffit donc de

prendre h? < 6t et d’utiliser les inégalités triangulaires qui suivent :
n+i L
utt gt = ( nty Pyt ) et (8.56)

u’ —ap = (u" — Ppu”) + & (8.57)

8.4 Etude d’un second schéma de projection.

Les résultats précédents montrent que nous obtenons un résultat de conver-
gence optimal en espace, mais qu’il n’en est rien pour la convergence en temps
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(cf. le théoreme (8.3.2) et également [40]). Pour palier & cette difficulté, nous
introduisons un nouveau schéma de projection dont on espére a la fois un
comportement optimal en temps mais également en espace.

8.4.1 Définition du nouveau schéma de projection.

Dans cette partie, on va étudier la convergence du schéma de projection
suivant pour tout (Vy, Vvh,qn) € Xn X Xp X M), :

1 _n+i —n = _nt+i _ —n _nt+i _
5_t(Uh ? = Uy, Vh) + a(uh ? ) Vh) + C(uh; uh : ’ Vh) (858)
= (fa ‘_/h) - bh(pz’ ‘_/h)
1 _n 1 n n
E(uh"+1 — 1y 7, va) + (P = P ve) =0 (8.59)
bn(un"*, ) = 0 (8.60)
ﬁﬁ+1 = Ph(Uhn+1) (861)

La principale différence avec le schéma totalement discrétisé précédent,
vient de I'ajout dans 1’équation de convection-diffusion d’un terme source lié
au gradient de pression, et d’un incrément de pression dans ’équation de
projection.

La principale difficulté de ce schéma de projection vient de la projection
du gradient de pression sur 'espace X}, dans (8.58) : il est bien connu qu’une
condition de type Babtuska-Brezzi n’est pas vérifiée sur cet espace.C’est pour-
quoi, on ne peut pas appliquer le méme type de raisonnement que pour le
schéma précédemment décrit.

8.4.2 Existence et unicité d’une solution au schéma de
projection.

La démarche pour prouver 'existence et I'unicité d une solution au schéma
(8.58)-(8.59) est similaire & celle employée pour (8.7)-(8.10) : on conclut de
la méme maniére par ’existence et 1'unicité a chaque pas de temps d’une

. _n+i v
solution (T, 2,up" ™, p"™) € X, X Xpp X M.
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8.4.3 Stabilité du schéma de projection.

Théoréme 8.4.1 [l eziste une constante C' telle que ¥n € {0,.., N}, on ait :

nal
wmﬂwﬁ“W+&mmﬁWsc
N-1

n+ n n+ —
ot > (I + Nl i) + EJNQ—%WSC

n=0

Ces inégalités traduisent la stabilité du schéma pour les normes L>°(L?)et
L*(HY)en wvitesse, et pour la norme L>°(L?)pour la “pression”.

Preuve du théoréme:

1
On écrit (8.58) avec v, = 20t ﬁﬁﬂ et puisque la forme trilinéaire est

antisymétrique, on obtient :

net nti _p nt 1
oy 1P — flag P+ g — ag]? + 26t || th |l (8.62)
— 20t (£,T7) — 26t b (T E, p)
1
Faisant v, = 6t (u,"™ + ﬁh+2) dans (8.59), on trouve :
P — [ P+ 8t by — p) = 0 (8.63)
Par suite en ajoutant (8.62) et (8.63) :
o = 11+ 1 = w25 g
— 26t (£, 2) — ot bu(an 2, i+ o)
Mais (8.59) signifie également puisque ﬁﬁ+§ €X, C Xy
i, ? =u" 46t V(pptt - pp) (8.65)

Maintenant, cela implique que :

n+1112 2 _n+3 —n|(2 _n+3 12
a2 — | |ag|? + ||ay 2 — &gl + 20t ||gy, |3
— 20t (£, ) — 6t A(Va(pi ™+ pl), Valpi ™ — pl)
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Par conséquent, on tire de cette relation :
1 1
[[un™ 2 [T 2 = @Rl [* + 20t (@ 2] + ot %[ Vipy 2
_n+i _
=26t (£, 1, *)+ ||[Gp]]” + 6t *||Vuph|

En utilisant Cauchy-Schwartz, puis 'inégalité géométrique classique, on
trouve la majoration suivante :

1 1
a2+ [Ty 2 — apl? + oot ||ay, 2| + ot 2| Vapy )

2 —n||2 2 n||2 (8'66)
< cot |[£[|° + [|ag]]® + 6t *[|Vupy ||

On en déduit alors facilement les premiéres inégalités du théoréme.

Reprenant (8.66), et faisant la somme sur n = 0,.., N — 1, on obtient :

N-1
n 1 —_n _n 1
]2+ 6 2 [T |12 4+ 3 {11572 — w2+ et 1" 13}

n=0
N—-1
< [us|* + 6t *|[Vuphl1* + ¢ > ot [IF]]?
n=0

Ce qui donne la plupart des inégalités recherchées.

Enfin, on constate, s’il on nomme A opérateur de projection L2-orthogonal
sur Vy, I'égalité vectorielle suivante :

1
u," ! = Aqy (8.67)
Par conséquent, on constate trivialement que 1'on a :
_ _n+3 _n+3
a5 I < ellun™|n = cl|Aag " [|n < e, ] (8.68)

Ce qui permet de conclure quant a la derniére inégalité recherchée. O

8.4.4 Convergence du schéma de projection.

L’étude de la convergence en temps et en espace du schéma numérique
(8.58)- (8.59) suivra le méme plan directeur que précédemment. Ainsi, I’étude
de la convergence en temps, se fera & travers un schéma semi-discrétisé en
temps, avant que I’étude de la convergence en espace ne se fasse en comparant
ce méme schéma semi-discrétisé en temps avec le schéma (8.58)-(8.59).
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Convergence en temps du schéma de projection.

L’erreur en temps précédemment évoquée a été étudiée dans [40], grace
au schéma semi-discrétisé qui va suivre. Nous cherchons donc u™*!, uts
et p"t! appartenant respectivement a L2 Het L2, solutions du systéme
variationnel :

%(u”*é —u”,v) + (Vu™2, Vv) + ((u™ - V)u*tz, v) (.60)
+(V-v,p") = (f,v)=0
1 1
s (W —uT W) 4 (VT = pt),w) =0 (8.70)
(V-u™*tq)=0 (8.71)

avec v,w et ¢ quelconques dans respectivement Hy, L2et L.

Ce probléme admet une unique solution par pas de temps d¢ mais on sup-
posera de plus que le domaine est suffisamment régulier pour cette solution
appartienne également & chaque pas temps a I'espace suivant H! x HZ x H2.

Les propriétés de (8.69) ont été démontrées dans [40] et sont rappelées
dans le théoréme :

Théoréme 8.4.2 Notante""z = u(t)—u"*z, e” = u(t) —u" et r" = p(t) —
p" ou (u(t), p(t)) sont les solutions de (2.1)-(2.2), nous avons les magjorations
d’erreurs suivantes :

N
V]2 + 6t S (lle™ 312 + le*]3) < cot 2 (8.72)
n=0
N
5t " HP < ot ? (8.73)
n=0

avec N entier quelconque vérifiant : 0 < N < % et ¢ constante quel-

conque indépendante de ot .

On a donc convergence en norme L>(L?)et L*(Hy)pour la vitesse, et
convergence en norme L*(L?)pour la pression avec un taux en ot .

Remarque 8.4.1 Contrairement a l’énoncé du théoréme (8.3.2), nous consta-
tons ict que le schéma semi-discrétisé en temps proposé, se comporte de ma-
niére optimal en temps : son taux de convergence est en O(dt ).
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En fait et conformément au papier [26], nous supposerons méme que,
compte tenu des hypothéses de régularité, la solution de (8.69) vérifie égale-
ment les conditions de stabilité supplémentaires suivantes :

Hypothése 8.4.1 La solution (u™™, u™z, p"™t) du probléme (8.69) est stable
respectivement pour les normes L>(H?'),L>°(H?)et L>°(L?).

L’erreur en temps ayant été évaluée grace au systéme variationnel ci-
dessus, il nous suffit donc, afin d’obtenir ’erreur en espace, de comparer le
schéma (8.69) avec notre schéma numérique (8.58)-(8.59).

Convergence en espace du schéma de projection.

Cette partie se consacre entiérement a la démonstration du théoréme
suivant :

P 1 _n+i _
Théoréme 8.4.3 Notante" ™z =u""'—q, 2,e"=u"—0} et r" = p"—p}
ot (u™, p") sont les solutions de (8.69), nous avons les magjorations d’erreurs
susvantes :

N
h2
N+112 4 54 nH3112 52V V12 < o [ B2 2 15t 2
1P 5t D[ 3 + 6t |V P <o (W4 o+

n=0

ot ¢ est une constante indépendante du pas du maillage h.

Preuve du théoréme:

Les notations employées dans la suite de la démonstration sont identiques
a celles du théoréme (Th 8.3.3).

Dés lors, en faisant la différence entre la premiére équation de (8.69) avec
I'équation (8.58), nous trouvons sur l’espace Xy, :

n+i

57 (" =¥+ (V8 Vo) + (Var, ¥)
¢ o 1 (8.74)
— (R, %y) + (V ((Ph - P;)un+a) V)

nly

1
(R, %y) = c(@y:; Gy 2, ¥n) — c(u™ a2, ¥y) (8.75)
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1
Dans (8.74), on pose alors vy, = 24t éT? et 'on trouve finalement :

n+—

— _n+
e 2P — 1ol + Ileh = — @Rl + 26t [[e), 2|12 + 26t (Vurf. @) )

— 20t (R", 6. %) — 261 (V ((Ph — PLyy" ) Ve te)
(8.76)
En utilisant ’égalité (8.59), nous trouvons :
1 n+1 ”+2 n+1
— (e, —e, %, vn) + (Va(ry™ —73),ve) =0 (8.77)

ot

Dans (8.77), on pose alors vy, = 26t 2 Vy,r7 et compte tenu des propriétés
de divergence nulle de u"*'et de up"*!, nous trouvons aisément :

£ (IVar P = (IVurpl [P = [[Va(ri ™ = ri)I?) = 26t (Varfs e, %)

(8.78)
Toujours en utilisant ’équation (8.77), on remarque d’une part :
5t V(i — i) = el — et (8.79)
et que d’autre part en posant v, = 20t €} | nous obtenons :
nil
lef 12 = llep" %112 + lleptt — ep' 2|2 = 0 (8.80)

Nous remarquons alors qu’il est possible d’utiliser la majoration élémen-

. . . _n—‘rl o
taire suivante, puisque 4,, * € Xy, :

n+ n+ ntl
ey, 312 = |je €, 22 4 ||Punt 3|2 (8.81)

Faisant alors la somme des équations (8.76), (8.78) et (8.80), on obtient
une premiére estimation des erreurs :

3 _pp2 25t _n+g 9 5t 2|Vt |2
—&l” + 26t |[e, 2|1 + ot *|[Vnry ]

— 6t 2|V |2 + 26t (R, 602 + 26t (vhr;;, fu"tz) (8.82)
=20t (¥ ((Bh — Py ) v, ") 4 [Pl 5

llen ™ 11 = llehll” + Ile,
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Il nous reste donc & évaluer en fonction du pas du maillage h et de 6t
tous les termes du membre de droite (a ’exception du premier) de I'équation
ci-dessus :

pl D ntx _ntg pl..n+l D . .n+i _n—i—%
20t |(V ((Ph—Ph)u ) , Ve, ?)| < cdt [|Prutz — Puu™z|)ile, 2|
ntl
< bt h2[u™ 3|3 + e6t |fep 2|3
(8.83)
P32 < [P, (w3 — Pyur )|

< c||un+% _ phun+%||2 (8.84)

< ch'lu™ta 3
20t (Vuryl, PRu™*2) < ¢||[PLu*2 |

. (8.85)

Et pour les termes non linéaires, en tenant comte de 'antisymétrie de

el

1 _ 1 _ 1
( Zl,ez+2) = c(u" — Ppu™;u"tz, éZ+2) + ¢(Ppu’; u’”%,é +2)
1 1
— (@ ay, 2,8, )
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Equation dont les termes peuvent se majorer par :

—_ l _
20t c(u” — Pru';wttz, 8" %) < it [[u” — Pyu?|Pjuttz )3
nt+l 9 (887)
+eot ||e, 2l

—n. ntl B ntl —""‘% —n|(2|[;,0F% P n+l2
20t c(ap;u"" 2 —Pruz e, ?) < cot ||agplli|ju™Tz — Ppu™z||]

+
+edt |g, 2|7
n(272].0+1 02 _n+3 2
< cdt [|ap][Th?[u™ 23 + ot [[e, 2|}
(8.88)
26t c(&; w3 8"2) < ot ||eR||?|untE 5t [[g™"2 (8.89)
c(ep;u" 8, ) < cdt |[ep|[Plun 23 + edt ey, 2T ,

En réinjectant ces majorations dans (8.82) quitte a choisir un ¢ suffisam-
ment petit et en utilisant ’hypothése (H 8.4.1), il vient en sommant sur
n:

N
n+i
|eh+1‘|2—|—ZHe éhH2—|—5t ZHéh—‘_ZH%‘i‘&QHVhUJXHHZ
B (8.90)

4

h
< ||€°|? + 6t 2(|Vnrh| |2 + ch? + 5 + — —|—c§t Z||ah||2

En utilisant le lemme de Gronwall rappelé dans la premiére partie et avec
des conditions initiales appropriées, on trouve finalement :

le N+1IIQ+Z|Ie et ZII W6t 2|V P < e

ot
(8.91)
Enfin le théoréme s’en déduit facilement en observant que :
1 n41 1 — 1 _nal
utE Gy = (u’1+§ - Phu’”?) +e e (8.92)
u’ —ap = (u" — Ppu") + &, (8.93)

O

Remarque 8.4.2 Dans toutes les démonstrations qui précédent, nous au-
rions pu choisir comme vitesse transportante dans le terme de convection
c(i;.,.), le vecteur up au lieu du vecteur vitesse U}, : les démonstrations n’au-
raient pas changé, compte tenu de la relation (8.68). Cependant, la vitesse up
est une vitesse a divergence nulle, ce qui est plus cohérent avec la physique.
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8.5 Modification du schéma de projection.

Comme la démonstration précédente le montre, la perte du taux optimal
de convergence de I'algorithme vient du fait que I’on ne controéle pas le projeté
du vecteur u"*2 sur Xy’ , mais également du fait que les espace Xy, et Vi, ne
sont pas consistant, au sens ot il n’existe pas nécessairement d’élément de
X, , appartenant au noyau Vy, . L’idée consiste donc & introduire une équa-
tion en “prime” supplémentaire dont la tache sera d’une part, d’apporter un
controéle sur la partie manquante de u"t2 et d’autre part d’éliminer I’absence
de consistance en X}, et Vi, .

8.5.1 Définition du schéma de projection modifié.

Dans cette partie, on va étudier la convergence du schéma de projection
suivant pour tout (Vy, vh,qn) € Xp X Xp X My, :

1 _ntl _ +3 +3 _

= (fu ‘_,h) - bh(‘_ll’hpZ)
1 n _n+i n n n

g(llh H—ay = A" vn) + b (Vi i — ) (8.95)

- (Afla Vh,) - bh(Vh/,pZ>
bn(un™", gn) =0 (8.96)
ﬁﬁ+1 = Ph(uh"H) (897)

1

oil les inconnus & déterminer sont une fois encore uy"*! i 2 et pjtt

appartenant respectivement & Xy, Xnet M, ; A étant un paramétre valant
1 ou 0. Notons que l'équation de projection (8.95) différe des précédents
schémas proposés : nous y avons inclus des termes supplémentaires, pondérés
par un parameétre \.

8.5.2 Existence et unicité d’une solution au schéma de
projection modifié.
La démarche pour prouver I'existence et I'unicité dune solution au schéma

(8.94)-(8.95) est similaire a celle employée pour (8.7)-(8.10) : on conclut de
la méme maniére par ’existence et 1'unicité a chaque pas de temps d’une

. _n+i v
solution (T, 2,up" ™, p"™) € X, X Xpp X M.
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8.5.3 Stabilité du schéma de projection modifié.

L’idée consiste a séparer I’équation (8.95) en deux sous-équations, 1'une
portant sur 'espace Xy, et 'autre portant sur l'espace X3’ : les estimations
usuelles nous donnant alors des énergies dans 1’espace Xy, et Xy, orthogonaux,
on pourra facilement en déduire I’énergie dans I'espace Xy, complet. De plus,
comme il est question d’étudier la stabilité, les termes sources ont été mis a
zéro.

Théoréme 8.5.1 Il existe une constante C' telle que ¥n € {0,.., N}, on ait :

[T+ A" |2+ [ ][2 + ot 2| PuVap | < C (8.98)
N—1
> 6t P Vn(ppt — )P < C (8.99)
n=0

N-1 L1 N-1 1
ot Y [ 4+ D lla, ® —apl?
n=0 n=0

F3 (lt =R ™ ) < O

n

(8.100)

2

Il
=)

Ces inégalités traduisent la stabilité du schéma pour les normes L°°(L?)et
L*(HY})en vitesse, et pour la norme L>(L?)pour la “pression”.

Preuve du théoréme:
L’équation (8.94) se traite de la méme maniére que pour le schéma numérique
précédent ; on obtient ainsi les estimations d’énergie suivantes :

n+2 n+2

n+ _ n+3 n
a2 12— a2+ iy — a2+ 26 [ |} = 26t by (3,7, pf) (8.101)

La partie dans Xy, de I'équation (8.95) permet d’obtenir I’estimation qui

suit, en posant ¥y, = 25t 2P, Vppl
26t (Puup™! — @iy, 2, PpVup}y) + 0t 2|[Pn Vapy | (8.102)
=0t 2 (IPuVuph| [ = [PuVa(ph™ —pp)lI?) =

Toujours dans la partie Xj, de (8.95), on écrit également les relations :

_ nt _ _ntl
[P H[* — ||, 2H2+HPhuh“+1—uﬂ s

P — (8.103)
+20t (PaVupi ™ — PuVap, Phup™™) =0
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Nous effectuons alors la somme des équations (8.101) & (8.103), ce qui
nous permet d’obtenir :

Brau™ [ — [[a5] + flap* — |+ [[Pruy™ - a3

125t || 2 + ot 2| Py Vapi T2 — 0t 2Py Vipr]? (8:104)
+20t (thhpz—i-l’ Phuh"+1) =0

De la méme fagon, la partie dans Xy,' de (8.95) nous donne les énergies
suivantes, en posant vy’ = 26t Pju," ™! :

[IPRun™ 7 = Affug,™ |7 + AP un™ ™ — ug” |

8.105
+25t (P, Vipyt, P;uh"“) =0 ( )

Il nous suffit alors de sommer les équations (8.104) et (8.105), pour ob-
tenir (compte tenu des propriétés d’orthogonalité supposées) les inégalités
d’énergie suivante :

g™ 42 — [ + X 2+ 6t 2Py Vg 2 — 6t 2By Vi

_n+i _ — n _n+3
+| | 2—uh|12+HPhuh gy
n4+i
A Phun™t — a2 + 26t ||ay, 2|2 =0
(8.106)

En sommant sur n et en utilisant les propriétés de 'opérateurs de projec-
tion Py, ’énoncé du théoréme en découle naturellement (la derniére inégalité
résultant de la partie X, de I'équation (8.95)). O

8.5.4 Convergence du schéma de projection modifié.

L’idée est globalement la méme que pour le schéma sans 1’équation sur la
partie Xy’ , cette derniére intervenant de maniére identique & la démonstra-
tion de la stabilité.

Convergence en espace du schéma de projection modifié.

On se propose de montrer le théoréme suivant :
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2 -~ 1 _n+l _
Théoréme 8.5.2 Notant "2 =u"' —q, %, " =u" —Q} etr" =p" —

pi oot (u™,p") sont les solutions de (8.69), on a les majorations d’erreurs
survantes :

n
7

N
_ 1 ht
11?0t *|[PuVar™ P 6t D [le™ 2l < e (h2 ot (1- AW)

n=0

ot ¢ est une constante indépendante du pas du maillage h.

Preuve du théoréme:

Les notations que nous utiliserons dans cette démonstration sont les
mémes que celles employées lors du théoréme (Th 8.3.3). Nous aurons tou-
tefois besoin d’utiliser le vecteur suivant :

ey =Ppu" —u" (8.107)
(8.108)
La premiére égalité du schéma numérique restant inchangée, les premiéres

égalités d’énergie sont représentées par (8.76).

Etudions maintenant les équations de projection, mais restreinte a l'es-
pace X}, . Ainsi, si nous remplagons dans (8.95) vy, par respectivement Py, Vi, r}!
et éZ“, nous obtenons alors les deux égalités qui suivent :

1 _ _
26t (&) — &), 2, PuViry) + ot 2||[Py Vi ™2

] h (8.109)
5t 2| PRV |2 — ([t — a3 [2 =0

[ |12 = |l 2|2 + et — 7|2
h h ho ~h (8.110)

+26t (thh(TZ—H — 7“2), éZ—H) =0
Cas A=0

Il nous faut utiliser les équations de projection restreinte a Xy'afin de
compléter nos estimations d’énergie. Dans ce cas précis, en posant vy’ =
1
20t €77, nous obtenons :

e I1P = [[PRu 22+ [le ™ — Prun 3|2

8.111
+26t (PRt et ™) =0 ( )
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Additionnons maintenant cette égalité avec les égalités d’énergie (8.109)-

(8.110) et l'égalité d’énergie (8.76) due a I’équation de convection diffusion.
Nous trouvons alors :

nal
eI = llep]* = [P 2]|* + ||g, = — &l
et — PRt E|[2 4 201 |82 + ot 2| Py Ty
= 0t *|[PuVury||* + 20t (Ry, —”+2)
26t (V ((Plll—lSh)u" a) Ve )

(8.112)

Nous utilisons alors les majorations déja écrites plus haut :
_ _ 1 _ _ 1
20t (V (PR — Pu)u"*?) , V&, )| < et ||Phu — w3 o1& 2|y

< oSt B2 unE |3+ 26t |Jon 2|2
(8.113)
||Pijun+%‘|2 < ch4|un+%|§ (8114)

Si nous employons alors ces majorations, nous obtenons une nouvelle
estimation :

+
1857 = 11&hl* + Ife, 2

— &P+ [ler™ — PLunts|)?
+cit |[e;, 5||1+5t2\|f>hv it 2
— 61 2|[Pp Va2 + 26t (R, 60 2) + ent

+edt B2 u™tz|?

(8.115)

Maintenant, sommons sur n jusqu’a un entier ny quelconque inférieur ou
égal & N. Nous obtenons alors la majoration d’énergie :

no a no 1
lew 2+ 6t 2 S [IPuVarp P+ > ley  — el

n=0 n=0

+Z (™ — P32 4 et |13 17
(8.116)

no

il t0
=20t Y (Ry &, %) 40t [[PuVarp |
n=0 n=0
h4
o + ch?lu™tz |2

ot
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Pour les termes non linéaires, seule I’équation (8.46) nécessite un peu
d’attention. En effet, nous avons :

ng ~ . no . .
20t Y c(Tipu"t T — Puua 8, ?) <20t Y [[Tp][[untE — PruttE || |fe, ? |
n=0 n—0

no
< et W?|[ad] 3 + st 12y [fun™

n=0

no 1
+eot Y [l 2
n=0

(8.117)
Or nous savons d’aprés I’équation (8.95) projeté sur Xy, que :
[Jun™ [} < cllg 2]} + cot 2|[PuVa(ry " — )| (8.118)
_ 3 _ 3 _
[PuVn(rp ™ —r)[|* < §HPth7“ZHH2 + §\|Pth7"ZH2 (8.119)
Il nous vient donc finalement :
"0 1 — 1 +1 "0 +1
26t Y c(tipumte — PuuttE e ?) <ot h?+ oot B2y |y, 2|}
n=0 n=0
30(5 3 S P nt1()2
AN
o (8.120)

3¢ 3 S D n||2
+ 50t 7; [Pu Vil

ng L1
+edt Y |len *[}
n=0
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Nous réinjectons cette majoration dans 1’équation (8.116), ce qui nous
donne :

3¢ 0 — 0 _nti _
oo 2 00 21— 250 ) S PuTarg P+ S [IE gl

n=0 n=0
© (IR Pt )
(8.121)
o
2 3¢ 5 n+1|2
< 8t (1—1—3515)”2:0||thh7’h |
h4
- h2
+65t +c

Nous remarquons alors que 1 — %575 < 1 et par suite, il est possible
de minorer le membre de gauche : il nous suffit de minorer tous les termes
positifs & 'aide du coefficient 1 — %(516 . Ensuite, nous remultiplions cette
nouvelle inéquation par (1 — %& )71, et en remarquant que nous avons la
majoration (1 — 26t )= < (14 324t ) avec ¢; constante bien choisie, nous
obtenons finalement :

no a no 1
lew 2+ 6t 2 S [IPuVarp P+ > ley  — el

n=0 n=0

+Z (1l = Phum3 12 4 cot [le, |3
(8.122)

301 o —
2 n|2
S(St (1+—2 5t)nE:0||thh7‘hH

h4
+Cc5_ + ch?
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Ce qui se réécrit plus simplement :
no +1
— _Nnr+s5 —
[len™ 2 + 6t *|PuVipp P+ ) lfe, * — &l
n=0

no 1

+3 (Il = P2 + ot |le )
no

<ot Y ot PuVurp

n=0
4

h
- h?
+05t +c

Il nous reste a applique le lemme de Gronwall discret pour obtenir la
majoration donnée dans le théoréme.

Cas A\ =1

Pour ce cas particulier, nous remarquons qu’en projetant sur Xy’ la der-
s . N . . 1
niére équation du systéme (8.69), nous avons une estimation de Ppu""2 :

futts =Pju” + 0t £ — ot P Vp"
, . (8.124)
+ 6t P, (Au“+5 — (u™- V)u“+§>

Dés lors, les équations de projection restreintes a 1’espace Xy’ deviennent,

: 1
en imposant vy’ = 20t e/} :

WO = Rl 1l — eRll* + 20t (PLVar ™€)

= ot (P <(un : V)u“+% - Au“+%> ,e’Z“)

e (8.125)

Nous procédons alors comme pour le cas A = 0. Nous additionnons cette
derniere égalité avec les égalités d’énergie (8.109)- (8.110) ainsi qu’avec I'éga-
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lité d’énergie (8.76) et nous trouvons :

il

lentHI* = [lerl” + |le,

e — el + 20t [le 2| + 0t 2| [PuVury

= 5t 2||[Pu Va2 + 20t (R, 60 7) — 20t (V (B}~ Pujur?) , vey' )
+dt (Py, ((un . V)un+% - Aun+%) ei

(8.126)

En plus des majorations déja démontrées pour le cas A = 0, nous allons
devoir utiliser les estimations suivantes :

St ||Au™tz — Plumtz|)? < ot htju™tz|? (8.127)
5t ||(u™ - V)urz — Py (u® - V)ur 2|2 < it h2[|(u® - V)utz||?
< 8t h2[Ju®|2|untz 2

St || P12 < ot [|eRtY||? (8.129)

(8.128)

Nous injectons ces majorations dans ’équation (8.126) afin d’obtenir les
estimations :

n+2

(1 —at)[len ™" = llehll” + [le, " * —&hlI”

R —ehl| + cot rreh*2\|1+at2uth anllk (8.130)
— 61 2|[Pu Vsl + 20t (R, 607 8) 4 eot h2 + eot b

Nous recommencons la technique employée pour le cas A = 0 a savoir que
nous sommons sur n jusqu’a ng quelconque fixé, puis nous traitons le terme
non-linéaire de la méme fagon que précédemment. Ainsi, nous aboutissons &
I’expression finale :

_ 0 1
llen" 2 + 6t 2|[Pu Vg |2 + 3 (&) % — &2
n=0

+Z (1™ = &Il + et Jlgy, 113)

no

<cdt Y (llehl + ot || PuVury H[?)

n=0

(8.131)

+ch* + ch?
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Nous utilisons alors le lemme de Gronwall et les égalités suivantes pour
obtenir le résultat annoncé :

n4+i 1 = 1 n+3
L <u"+5 _ Phun+§) +e, (8.132)
u" — ﬁﬁ _ (un . Phun) + éz (8133)

O

8.5.5 Résultats numériques.

Ce paragraphe est uniquement destiné & exhiber les calculs effectués sur
quelques cas tests standards. Tous les écoulements seront étudiés sur un
domaine carré de longueur 1, et les fluides seront supposés avoir une densité
p égale & 1 et une viscosité v égale a 1 également.

Cas de Dirichlet homogéne.

Cas 2D. Nous avons traiter un écoulement de fluide soumis a des conditions
d’adhérence, en deux dimensions. Pour cela, nous avons imposé a la vitesse u
une valeur nulle au bord du domaine 2 -un carré de longueur 1 et d’origine
le point (0,0)- et un terme source f vérifiant :

(3

Par conséquent, la solution (u, p) attendue est telle que :

)
p=%(f62+y2)

Les tests ont été effectués sur un maillage de 1024 triangles, avec les opé-
rateurs de diffusion et de convection centré. Les figures suivantes représentent
respectivement la premiére composante de la vitesse, la seconde composante
de la vitesse et la pression.

Nous avons choisi de ne pas représenter, dans les figures qui suivent, les
coordonnées de la vitesse car celles-ci, en valeur absolue, sont de 'ordre de
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10717, Toutefois, 'erreur effectivement commise se concentre toujours autour
du point (0,0) : ce phénoméne est entiérement di a la méthode d’inversion
de matrice employée. En effet, nous avons voulu utiliser une méthode de
Cholesky pour inverser la matrice de pression. Or cette matrice n’est pas
définie positive. Aussi, pour contourner ce probléme, nous avons modifié la
matrice de pression de sorte a la rendre définie positive. Ce faisant, cela
revenait & modifier les coefficients diagonaux associés au premier élément et
au premier sommet du maillage qui sont justement situés au voisinage de

(0,0).



180 CHAPITRE 8. SCHEMAS DE PROJECTION.

DB: Carre_2D_17noeuds_source_tourb:llon_coeff_diffusion_@.meshtyv
Cycle: 1 Time: 1e-05

LU BRI LS BLIL S SURLES NLRLELELE L NURLES B UL UL AL

(m)

Y Ax:s

Contour plot
Var: pression_som_dom
DB: Carre_2D_17noeuds_so

e: 1
Time: 1.000e-05
B 9.0909e-2
8.1818e-
B 7.2727e-
B B.3636e-
S5.4545e-C
B 4._5455e-¢
3.6364e-021
B 2.7273e-21
B 1.8182e-21
B 9.03909%e-22
Max: 1.200
Min: -8.552e-14 1) o b v b b bl by

rce_tourb:llon_coeff_ -fFus-on.G.mesn{v
\

8.2

v b b b by e

LA L L L L L L L

|
|
|
|

[~

2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

user:fortin
Wed Nov 3@ 13:20:17 2005

TAB. 8.1 — Courbe de pression : cas 2D, dirichlet homogene et f = (z,y)".
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Cas 3D. Nous simulons & nouveau 1’écoulement d’un fluide soumis & des
conditions d’adhérence, mais cette fois en dimension trois d’espace. Nous
avons donc imposé a la vitesse d’étre nulle au bord du domaine de I’écoule-
ment € -un cube de longueur 1 et d’origine le point (0,0, 0)- et appliqué un
terme source f de la forme :

x
f=1 v
0.

Ces contraintes particuliéres nous permettent de connaitre a priori, les
solutions des équations de Navier-Stokes qui doivent étre :

0
u:= 0

0
1 2 2
p:§(33 +y7)

Enfin et pour étre tout a fait complet, les tests ont été effectués sur un
maillage composé de 2560 tétrahédres avec les opérateurs de diffusion et de
convection centré. Les figures suivantes représentent respectivement la pre-
miére, la seconde et la troisiéme composantes de la vitesse dans le cube tandis
que les quatre images qui suivent représentent la pression dans le volume et
selon des coupes dans le plan (xy), (x2) et (yz).

Pour les mémes raisons que lors du test en deux dimensions, nous n’avons
pas représenté les coordonnées du vecteur vitesse, car en valeur absolue,
celles-ci n’excédent jamais 10717,
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DE:= bease_source_Tourb, llon, mesnTy
Cycles 1 Time: B.02081

Comtour plot
¥ar: pression_sam_do
5] OB: base_source_tour

A Axi1s [ml P.8 Cywele:

1
Times 1.00@0e-04

-b477e-@A1
-7358e-01]

. 88389e-21

- 1193e-02

H 1.8035

@ -1.404e-1Z2

7 Ax =01

IB_

user:farT.n
Mon Dec 12 1B:43:14 20@5

TAB. 8.2 — Courbe de pression : cas 3D, dirichlet homogene et f = (z,y,0)".



8.5. MODIFICATION DU SCHEMA DE PROJECTION.

DB: base_source_tourb:|lon.meshty

Cycles: 1

Y Axis (m)

Time: ©.0001

183

Cnnfnur plot

ar: pression_som._do

LI L L L L L L L L B B T T T ---u £l oaseF Oufgdel tour
Ec le:
Times l 00Re - Bi

H 9, |1939 o1

/ 9
8
N

I....I....I....I....I.%..

[~

8.2

2.4

2.6
X Axis (m)

2.8

user:fortin
Mon Dec 12 1@:50:43 2005

TAB. 8.3 — Courbe de pression dans le plan (xy) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,y,0)".
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DB: base_source_tourb:llon.meshtyv
Cycles 1 Time: 0.0001

Contour plot
ar: pression_som_do
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIUSDase'_sW'Ue_TOur\
CEclex 1 1
Time: 1.000e-@H

B 9.1193e-01

7 ot
823%e-01
1193e-02

EEEIE EEm
W~NWEOND O

=

~

o0

L)

|

S

X
-0

X

1.003
-1l.404e-1

P SRR A B ST | PR

X Axis (m)

") v e b b b b b by v b b a g

2.2 2.4 2.6 2.8
Z Axis (m)

[~

user:fortin
Mon Dec 12 1@:48:48 2005

TAB. 8.4 — Courbe de pression dans le plan (zz) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,y,0)".
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DB: base_source_tourb:|lon.meshty
Cycle: 1 Time: ©.0001

Contour plot
ar: pression_som_do
LI L L L L L L L L B B TT [T T T I[ 1T T DFY basSefsourade} tour
cle: 1 1
1.000e-2H
1193e-01 7

T
m —0od<
®—

W~NWEOND O
-
~
o0
m
|
S

823%e-01
1183e-02

X

XX gEENE EE

1.003
-l.40Q4e-1

Z Axis (m)

L B L
v b b by b b b PN e

|

2.2 2.6 2.8
Y Axis (m)

[~

user:fortin
Mon Dec 12 1@:51:21 2005

TAB. 8.5 — Courbe de pression dans le plan (yz) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,y,0)".
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Sous les mémes conditions, nous avons également utilisé le terme source

suivant :
T

f .= 0.

z

Ce qui est nous donne naturellement, les solutions suivantes :

0
u=1,20
0
1
p= §($2 +2%)

Les figures suivantes respectent la nomenclature précédente & savoir que
les trois premiéres images représentent les trois composantes de la vitesse, la
quatriéme, la pression dans le volume de ’écoulement et les trois derniéres,
la, pression selon respectivement les plans de coupe (zy),(z2) et (yz).

Les coordonnées du vecteur vitesse n’excédant jamais, en valeur absolue,
10!, nous avons choisi de ne pas les représenter.
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DE: bese_source_Tourb llon.mesnTy
Cvcles ] Time: @.02081

Comtour plot
Yars pression_som_do
0B: base_source_tour

i |

Times 1.00@0e-@4
S.0208e-21
g.1818e-2]
7.2727e-01
B.3636e-0]
5.4545e-@A]
4.5455e-@A]
3.6364e-A]
2.7273e-01
l.8162e-21
9.090%:-22

H 1.6a@

@ -4.3885e-13

2
o
i qus@lﬁ]
B

% user efarT. n
Mom Dec 12 11:54:5@ Z0@5

TAB. 8.6 — Courbe de pression : cas 3D, dirichlet homogene et f = (x,0, 2)".
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DB: base_source_tourb:llon.meshtyv
Cycles 1 Time: 0.0001
Contour plot

Var: pression_som_do
LI L L L L IIV LI LI I TT T T I T 1 0T ©ase[sourdel tour
cq g
|

cle:
Time: 1.000e-8H

u
©
S
©
S
©
o
|

8182e-01
.@3808e-02
x: 1.000
n: -4.885e-1

XX gEEEE =N
O=NWENTOND
a
=
a
a
L)
1

Y Axis (m)

LA L L L L L L L I
v b b b b b b by by by

|
|
|
|
|
|
|

") v e b by

2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

[N

user:fortin
Mon Dec 12 11:58:07 2005

TAB. 8.7 — Courbe de pression dans le plan (zy) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,0,2)".
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DB: base_source_tourb:|lon.meshty
Cycle: 1 Time: ©.0001
Contour plot

Var: pression_som_do
LA L L L L L L AL LB T D JUT el tour

cle: 1 R

Times 1.000e-@H

N 1IN ]
s\ a

1.818:
u

Maxz 1.000
Min: <4.985ex!1

My

X Axis (m)

2.4 |- -

0.2 -

Z -I 1 11 I 1111 I 1111 I 1 11 II IIIIIIII\‘ 1111 I 111 I 1111 I 1 111 I-
o 0.2 0.4 0.6 0.8

Z Axis (m)

user:fortin
Mon Dec 12 11:57:32 2005

TAB. 8.8 — Courbe de pression dans le plan (xz) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,0,2)".
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DB: base_source_tourb:llon.meshtyv
Cycles 1 Time: 0.0001

Contour plot
ar: pression_som_do
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIUSDase'_sW'Ue_TOur\
CEclex R
Time: 1.000e-@H

W~NWEOND©
=
u
=
g
L)
|

e

.0908e-02

Max: 1.000
Min: -4.885e-1

P RN I TR | PR i

Z Axis (m)

|
|
|
|
|
|
|

") v e b b b b b by v b b a g

2.2 2.4 2.6 2.8
Y Axis (m)

[~

user:fortin
Mon Dec 12 11:58:34 2005

TAB. 8.9 — Courbe de pression dans le plan (yz) : cas 3D, dirichlet homogéne
et f = (z,0,2)".
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Comme dernier cas test, nous avons imposé un terme source polyno-
mial de degré 2, pour vérifier les propriétés de superconvergence. Ainsi, nous
avons :

f.= 0
0

Ce qui est nous permet d’obtenir, les solutions suivantes :

1 4
=—x
P=3
Les figures qui suivent, respectent la nomenclature précédemment rappe-
lée, a ceci prés que le plan de coupe (yz) de la pression n’est pas représenté
(la pression étant rigoureusement nulle le long de ce plan).

Comme dans les cas précédents, les coordonnées du vecteur vitesse étant
, en valeur absolue, trés faibles (=~ 107!%), nous ne les avons pas représentées.
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DE: base_source_Tourb | 1on. mesnTy
Cvcles 1 Time: @.PB0R] 2
K ORAxis .
Comtour plot
¥ar: pression_sam_do
3. > gﬁ: USS?_SUUFEE_TDUF
vole:
4. Times 1.00@0e-04

53.BE43e-A1
Z2.75875e-@]

Z.45@6e-@1
[ ]

Z.1438e-@1
a
5
3

- e-@]
.95% e-@]
-2234e-@A1
- 1B55e-B2
- BE8732-02
«B291e-22

@.3371
- Bp.pep3906

user:farT.n
Tue Dec 13 17:35:43 20@5

TAB. 8.10 — Courbe de pression : cas 3D, dirichlet homogene et f = (22,0,0)".
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DB: base_source_tourb:|lon.meshty

Cycle: 1 Time: ©.0001
Contour plot
Var: pression_som_dol
--||||||||||||||||||||||||||||||||||llluesosesoure.?our\
r Cycles 1 N
F Time: | 1,000e+0;
r B 3.2643e-01 | T
r 2.7578e-01 |
— B 2.4506e-01 |—
- M 2.1438e-01 |
- 1.837Qe-01 | 4
- H 1.5302e-01 |
- = 1.2234e-01 | |
— 8. 1655e-82 |_|
2.8 N H 6.2973e-02 | |
L B 3.0291e-02 |
- Max: |@.8371 o
B Min: T@, 2239086/
C ; ]
2.6 —
£ - m
0 C ]
< L -
a C ]
> - -
2.4 - —
L | -
|

8.2 \ —
L | -
L | -
Z -I 111 I 1111 I 111 I 111 I 1101 I 111 I 1101 I 1110 I 11U 111 I-

7] 8.2 2.4 2.6 2.8

X Axis (m)

user:fortin
Tue Dec 13 17:44:34 2005

TAB. 8.11 — Courbe de pression dans le plan (zy) : cas 3D, dirichlet homogéne
et £ = (22,0,0)".
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DB: base_source_tourb:|lon.meshty

Cycles 1 Time: 0.0001

X Axis (m)

CHAPITRE 8. SCHEMAS DE PROJECTION.

Contour plot
Var: pression_som_do

[TT T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T T T[T T T T TTT 0B 6ase[$0urae} four
N 2]
H

L

u

H 1.5382e- .
.2234e-

B 3.1655e-82

B 6.8973e-02

Max: @.3371
Min: -B.0003906]

[~

2.2 2.4 2.6 2.8
Z Axis (m)

user:fortin
Tue Dec 13 17:43:38 2005

TAB. 8.12 — Courbe de pression dans le plan (zz) : cas 3D, dirichlet homogéne

et £ = (22,0,0)".
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Cas de Dirichlet non homogéne.

Cas 2D. Nous imposons au fluide les conditions aux limites suivantes sur
le bord du domaine 2 -un carré de longueur 1 et d’origine le point (0,0) :

()

Nous avons également soumis le fluide & un terme source identiquement
nul. En conséquence, les solutions continues sont :

()

p= 5+ 0)

Les tests ont été effectués sur un maillage de 1024 triangles, avec les opé-
rateurs de diffusion et de convection centré. Les figures suivantes représentent
respectivement la premiére composante de la vitesse, la seconde composante
de la vitesse et la pression.
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DB: Carre_2D_17noeuds_tourb:llon_coeff_diffusion_@.meshty
Cycle: 1 Time: 1e-05

Contour plot

ar: vitesse_som_dom
TT T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T T T[T T T T[T T T T[T TT0Bf Canrpl20LT/poeud

CEclex N
Time: 1.000e-8p
M i

O~NWEOND©
=
u
=
g
L)
|

8182e-01
.0908e-02
1.000

P 228
..... B-2888

XX
o
X

(m)

Y Ax:s

") v e b b b b b by v b b a g

2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

[~

user:fortin
Wed Nov 3@ 13:89:26 2005

TAB. 8.13 — Composante z de la vitesse : cas 2D, u = (y, —z)" et £ = (0,0)".
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DB: Carre.2D_17noeuds_tourb: | lon_coeff_diffusion_B.meshty

Cycles: 1 Time: 1e-05
LN L L I L L L L L L L I L L B L B | L

2.8 - —
B Contour glot ]

N Var: vitgsse_sSm_dom

r DB: Carre_2D_17noeud
- Cycle: 1 |
0.6 Time: 1.0o0e-a6
-~ r N -9.02909e-02 -
£ r -1.8182e-01 -
hd - W-2.7273e-01
- W -3.6364e-01
0 - -4.5455e-21 —
v - M -5.4545e-21 |
X L -6.3636e-01 |
a N W-7.2727e-01 |
C m-8.18186-81 |
> a4 | H-39.0909¢-81 ]
. N Max: @.Q00 4
L Min: -1.002 i
8.2 -
Z -I 111 I 1111 I 1111l I 11U I 1111 I 111 I 1111 I ol I 111 I 111 I-

7] 8.2 2.4 2.6 2.8

X Axis (m)

user:ifortin
Wed Nov 3@ 13:10:00 2005

TAB. 8.14 — Composante y de la vitesse : cas 2D, u = (y, —z)" et £ = (0, 0)".
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DB: Carre_2D_17noeuds_tourb:llon_coeff_diffusion_@.meshty

Cycles 1 Time: 1e-05
L L L L L L BN LA SUNLEN LR L UL B AL
C N ]
2.8 — —
@.6
€ -
0 C
% L
a C
- E
2.4 —
— pm_dol
r noeud
- 5
L m g,
. — 8.
8.2 - u 7.
- = 8.
- S1
L |
o 3.
\ u 2.
C \ oL
C | LN
r | Max: | 1.0080
Z IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIMI".I'.I ra'FQ

[~

2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

user:fortin
Wed Nov 3@ 13:10:24 2005

TAB. 8.15 — Courbe de pression : cas 2D, u = (y, —x)" et £ = (0,0)".
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Cas 3D. Nous simulons & nouveau 1’écoulement d’un fluide soumis & des
conditions aux limites de Dirichlet, mais cette fois en dimension trois d’es-
pace. Nous avons donc imposé la vitesse u au bord du domaine de 1’écoule-
ment € -un cube de longueur 1 et d’origine le point (0,0, 0)- et appliqué un
terme source f de la forme :

Yy
u=| —=x
0.
0.
f:=1 0.
0.

Ces contraintes particuliéres nous permettent de connaitre & priori, les so-
lutions des équations de Navier-Stokes (donc en tenant compte de 'opérateur
de convection) qui doivent étre :

Yy
u=| —=x
0.
L oo 9
p=§($ +y7)

Enfin et pour étre tout & fait complet, les tests ont été effectués sur
un maillage composé de 2560 tétrahédres avec les opérateurs de diffusion
et de convection centré. Les figures suivantes représentent respectivement la
premicére, la seconde et la troisiéme composantes de la vitesse dans le cube
tandis que les quatre images qui suivent représentent la pression dans le
volume et selon des coupes dans le plan (zy), (zz) et (yz).
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DE:= bese_Tourb, | lom.mesnTy
Cycles 1 Time: B.02081

Comtour plot
vars V\TEﬁﬁE,ﬁDm,dDm§%@
OB: base_tourbillon. Mty

2 3

Times 1.020e-24 ol 7.4
. P9Re-@A1
.1816e-01
.2727e-@a1
.3636e-A1
.4545e-mA1
.5455e-A1
.6364e-@A1
. 7273e-081
.8162e-01
. B9R9e-BE

.00

B.08a

== HEEEE EEEN
v D= MW E G-

-
]

user:farT.n
Tue Dec Z@ 15:02:00 20@5

TAB. 8.16 — Composante z de la vitesse : cas 3D, u = (y,—z,0)" et f =
(0,0,0)".
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DBE= base_tTourb.|lon.mesnTy
Cyvcles | Time: 0.020@1
X Axis [m)
Izl .2 @.4 B.6 @.8

F

Comfour plat a.6
var: v,TeESse_som_dom
OB: ba=e_fourb: |l lop.
Cycles ]

Y. f@edad (
-P3@8e-02
-8182e-@1
-7273e-01
i6364e-p19. 4
- E455e-@1]
=4545e-@1
- 3636e-@1
-2727e-01
-1818e-@1
-P2@8e-@1
H 2.RaA
: -1.808 .2

KX Fxas Im)

user sfarT.n
Tue Dec 2@ 15:03:15 ZO@S

TAB. 8.17 — Composante y de la vitesse : cas 3D, u = (y,—z,0)" et f =
(0,0,0)".
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DE:= bese_Tourb, | lom.mesnTy
Cycles 1 Time: B.02081

Comtour plot
¥ari: press)on_sam_do
5] OB: base_ftourbillon.

Cyele: 1
Times 1.00@0e-04

B 9.1193e-@]
@lza7ie-0]
7.2355e-0]
.3535e-0]
_4716e-0]
-E5597e-01
LE477e-B]
- 7358=-01
.8239=-01
.1193=-82
: 1.8B3

: -1.4B7e-12

=X GEENE EEn

S

user:farT.n
Tue Dec Z@ 15:04:54 Z0@5

TAB. 8.18 — Courbe de pression : cas 3D, u = (y, —x,0)" et £ = (0,0,0)".
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DB: base_tourb:llon.meshty
Cycles: 1 Time: ©.0001

Y Axis (m)

TAB. 8.19 — Courbe de pression dans le plan (zy) : cas 3D, u = (y,

et f =(0,0,0)".

Cnnfnur plot
ar pression_so

B 9.1193e-01
8.2074e-01
7.2955e-0

L L B s 55Ie[{ouf b 1]
clex 1
T me:  1.008e- B
T

%}

2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

user:fortin

203

Tue Dec 20 15:06:24 2005

_xvo)t
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DB: base_tourb: | lon.meshty
Cycles 1 Time: 0.0001

Contour plot
ar: pression_som_do
LENLIL L L L L L L L LI LN BRI L) = oaseFTourU-llOn.
CEclex 1 1
Time: 1.000e-8H

B 9.1193e-01

7 ot
823%e-01
.1193e-02

EEEIE EEm
W~NWEOND O

=

~

o0

L)

|

S

X
-0

X

1.003
-1.407e-1

P SRR A B ST | PR

X Axis (m)

") v e b b b b b by v b b a g

2.2 2.4 2.6 2.8
Z Axis (m)

[~

user:fortin
Tue Dec 20 15:05:45 2005

TAB. 8.20 — Courbe de pression dans le plan (zz) : cas 3D, u = (y, —x,0)"
et £ =(0,0,0)".
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DB: base_tourb:llon.meshty
Cycle: 1 Time: ©.0001
Contour plot
ar: pression_som_do
LI L L L L L L L L B B TT T T I T 0fy basefiouro ) lon.
cle: 1 1
1.000e-2H
1193e-01 7

T
m —0od<
®—

W~NWEOND O
-
~
o0
m
|
S

823%e-01
1183e-02

X

XX gEENE EE

1.003
-1.407e-1

Z Axis (m)

L B L
v b b by b b b PN e

|
l
|

") v e b b b b b b v b

2.2 2.4 2.6 2.8
Y Axis (m)

[~

user:fortin
Tue Dec 20 15:06:51 2005

TAB. 8.21 — Courbe de pression dans le plan (yz) : cas 3D, u = (y, —z,0)"
et f =(0,0,0)".
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Cas de Poiseuille.

Pour traiter I’écoulement de Poiseuille en deux dimensions, nous avons
imposé une condition de périodicité le long de I'axe x, et contraint la vitesse
a valoir 0 le long des axes y = 0 et y = 1. Nous avons ajouté un terme source

f vérifiant 1’égalité :
12
f o ( - )

Sous ces conditions, les solutions (u, p) attendues sont :

u::g<y(10—@/)>

p=0

Les tests ont été effectués sur un maillage de 256 triangles, avec les opéra-
teurs de diffusion et de convection centré. Les figures suivantes représentent
respectivement la premiére composante de la vitesse, la seconde composante
de la vitesse et la pression.

Nous n’avons représenté que la premiére composante de la vitesse car

la seconde composante n’excéde pas en valeur absolue, 10~ et la pression
10713,
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DB: Carre.2D_9noeuds_poiseu: | le_coeff_diffusion_@.meshtyv
Cycle: 1325 Times 1.3245

Contour plot

Var: vitesse_som_dom

B: Carre_2D_9noeuds._po F&UN T TE[EOEFA_PIfFOS pm_@ImMepmTvT T [T T T T[T T T T[T T T T T T
ycle: 1325 =

ime: 1.324 r. T
.3547e+00

.2192e+00
.02837e+00 = —
.4828e-01 - i

2=

.1281e-01

.7734e-01

.4187e-01

.B64Be-01

.7094e-01 @.8
.3547e-01

Max: 1.490

Min: ©@.000

EEENE EEEE
~NENO OO~~~

(m)

Y Ax:s

") T N T I T T T T s

4] 2.2 2.4 2.6 2.8
X Axis (m)

user:ifortin
Wed Nov 3@ 13:43:49 2005

TAB. 8.22 — Composante z de la vitesse : cas 2D, poiseuille et f = (12,0)".
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8.6 Un algorithme de pénalisation.

On souhaiterait se rapprocher de la situation optimale qui voudrait que
la vitesse soit continue, et donc dans notre cas P1 conforme, et & divergence
nulle : il est établi que cette situation n’est en général pas réalisable sauf a
utiliser des espaces de polynémes de degré strictement supérieur a 1.

Toutefois, une maniére de s’approcher de cette situation consiste a pé-
naliser, dans la partie projection de ’algorithme, la divergence de la partie
purement non conforme de la vitesse : c’est I'objectif poursuivit par 1’algo-
rithme suivant.

8.6.1 Définition du schéma de projection pénalisé.

On commence par introduire la forme bilinéaire suivante :

C : Xh, — Xh/

/ / / / 1 / /
(Cuh,CVh) = (CtC’uh,vh) 2:—Z(V'uh,V'Vh)K
< K

ou K désigne un élément quelconque du maillage 7}, .

Dans ce paragraphe, on va donc s’intéresser au schéma de projection
suivant, qui ajoute un terme de pénalisation et oll (vVy, Vi, qn) € Xp X Xp X
1.
M, :

]_ _n-{-l _ _ _’I’L-‘rl —
— (1 2 — un, \'% + alu 2 ) v
5t h h» V) (T, %, ) (8.134)
+c(ay; l_lﬁ+§,‘7h) + 0n(Vn, pyy) — (£, Vn) = 0
1 +1 _n-{—l t 1 n+1 /
i n _ 2 C C
5t (uh uy, 7Vh) + ( Uy v h) (8135)
+bn (Vi P = Ph) + b (Vi p) = 0
bh(uh"H, qh) =0 (8136)

't = Puu,™t! (8.137)
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8.6.2 Existence et unicité d’une solution au schéma de
projection pénalisé.

La encore, I'idée élémentaire consiste a séparer dans ’étape de projection,
les parties dans Xy, et les parties dans Xy, .

8.6.3 Stabilité du schéma de projection pénalisé.

Théoréme 8.6.1 Il eziste une constante C' telle que ¥n € {0,.., N}, on ait :

[[TRI1> + I8 72 [ + 6t || Vaph | < © (8.138)
N-1 1 N—1 o
5t 3 (Il I+ 1V - g 1)+ 30 (" = apll + 2w ) < ©
n=0 n=0
(8.139)

Preuve du théoréme:

La démonstration de stabilité suit le méme schéma que lors des théo-
rémes précédents ; la seule différence étant le terme de pénalisation, qui joue
le méme réle que I'incrément de pression.

Ainsi, on retrouve les estimations (8.101),(8.102) et (8.103) de l'algo-
rithme de projection modifié précédent. Il ne nous reste qu’a évaluer les
équations d’énergie liée a la partie X},' de 1’équation de projection.

Prenant dans (8.135) v/, = 20t u},""" | il vient aisément :
2([up, " 12+ 20t ||V - up T2+ 20t (PR Vepr T ul ) =0 (8.140)
Sommant toutes ces équations, on trouve au final :
[IPrup™ 7 — [[ag]|* + 6t *|[Pu Vapy I
—ot 2| By Tupf 2+ 20t (|[a 2+ 1V - w, ) (8.141)
(2 2+ T — ) < ot 16

Il ne nous reste plus qu’a sommer sur n pour obtenir le résultat énoncé.
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Remarque 8.6.1 Pour éviter d’avoir a rajouter un terme en Py Vyp) dans

le schéma précédent, nous pouvons pénaliser par le terme (C(u}," ' —u}™ ), Ov'y),
auquel cas la démonstration de stabilité est beaucoup plus simple, puisque ce
nouveau terme de pénalisation joue un role identique a celui du gradient de
[incrément de pression.

8.6.4 Démonstration de convergence.

La démonstration de la convergence d’un tel schéma s’appuie essentielle-
ment sur les mémes méthodes que lors de 'analyse de stabilité. Dés lors, il
nous suffit d’écrire les équations d’énergie pour 'erreur commise en espace,
uniquement pour 1’équation de projection sur ’espace Xy,'.

L’équation d’énergie sur lerreur en espace s’écrit donc (pour la partie sur
X' et en tenant compte du fait que V - u = 0) :

Phumt —uf ™ 2 [P 32 4 [[Phut — uf ™ — Plun

ot n n
—i—Q?HV -y, 1 12 + 26t (P Vury ™ Ppu™t —uj, +1)

5t n
= 20t (P, Vi (ITyp"), Phel ™) + 2—(V -, V. PLutt

(8.142)

Dés lors, il nous suffit de majorer les termes de droites pour avoir une
estimation d’énergie. Mais avant de poursuivre, on rappelle la propriété sui-
vante :

Vv € H' ou H', Veu >0, 3h| inf ||v —¥n|l1 < o (8.143)

VheEXh

Dans notre cas précis, les fonctions que nous cherchons & approcher par
cette propriété dépendent également du temps : comme nous travaillons a
ot fixé, la suite de fonction v" contient un nombre fini d’éléments, il nous
suffit de prendre h = min, (k™) pour que I’approximation soit uniforme sur
les membres de la suite.
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Ainsi, on obtient :
26t (P, Vi(Inp"), Phep™) < 25t [Py Vi (Iup") — 9| [PRu™ —ug ™ ||
< cepbt [|Pputt —ul M|

< et ? + &2|[Phutt — "2

(8.144)
2— (V- u," VPRt < 2|V up [P (- 9) [y
6t n
< eIV
146t n
< bt <+ 5|1V " |
(8.145)

Remarque 8.6.2 Les résultats sont nettement améliorés si les fonctions so-
lutions du probléeme semi discrétisé en temps sont H2et H?et bornées en
norme L™ (H?)et L>°(H?).

8.7 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons pu mettre en place des méthodes numériques
dites de projection, dont la partie diffusion-convection est entiérement éla-
borée autour de I’espace des vitesses P, conforme, Xy, : les degrés de liberté
étant situés sur les noeuds du maillage, nous obtenons un systéme linéaire de
taille bien plus réduite que si nous avions conservé une discrétisation P; non
conforme. De plus, nous n’avons jamais précisé la forme de ’espace de pres-
sion discréte My, tout au plus lui avons nous imposé de vérifier une condition
de type inf-sup par rapport a Xy, .

Il est alors intéressant d’utiliser cette méthode avec les espaces en pression
introduit dans le chapitre (Ch 4). En effet, nous avons déja signalé quelques
propriétés de ces espaces de pression par rapport a ’opérateur de convection
(cf. chapitre (Ch 6)). Ainsi, si la vitesse transportante uy, est P, non conforme
et telle que pour tout élément ¢ de M7 nous ayons la relation :

;/qu[uh'n]da =0



212 CHAPITRE 8. SCHEMAS DE PROJECTION.

a désignant une face du maillage alors 'opérateur de convection éléments
finis centré est conservatif en énergie.

Or, cette condition est justement assurée par les espaces en pression dé-
finis dans le chapitre (Ch 4) : en combinant les propriétés de ces espaces
de pression avec l'opérateur de convection & vitesse transportante P, non
conforme et & divergence nulle (ce qui est envisageable compte tenu de la re-
marque (Rem 8.4.2)), nous obtenons donc un schéma conservatif en énergie

mais doté également de propriété de superconvergence.

Remarque 8.7.1 Il est tout a fait possible de choisir M; comme :
My, = {qn € C° | VK, qu|x € Pi(K)}

Dans ce cas, la pression et la vitesse ont des degrés de liberté situés aux
meémes endroits, c’est-a-dire aux noeuds du maillage : nous obtenons une mé-
thode colocalisée, donc peu chére en place mémoire. Par conséquent, le temps
calcul s’en voit également réduit sur toute la phase de convection diffusion.

Toutefois, pour assurer l’existence et l’'unicité d’une pression discréte,
nous sommes contraint de conserver dans les équations de projection, [’es-
pace Xy, complet. Ceci peut sembler handicapant de prime abord car ce que
nous avons gagné sur les équations de convection-diffusion semble perdu lors
de cette phase. Cependant, 'utilisation de Xy, nous évite l'utilisation de mé-
thodes d’interpolation type Rhie and Chow, trés utilisées mais dont le com-
portement restent toutefois mal connu : & chaque instant, nous contrélons
effectivement le comportement de notre méthode numérique.



Chapitre 9

Conclusion et perspectives.

Au cours de ce travail de thése, nous avons essayé de développer différentes
méthodes d’éléments finis adaptées aux problémes des écoulements dipha-
siques : ces méthodes se devaient d’étre d’ordre élevé pour limiter la présence
de courants parasites (qui empéchent 1’établissement d’équilibre physique)
et également de vérifier des propriétés de conservation d’énergie. A cette fin,
nous avons proposé quelques solutions qui semblent répondre & ces attentes.
Une reformulation du systéme six équations adaptée aux écoulements dipha-
siques a bas Mach a également été proposée.

Toutefois, de nombreuses questions restent encore en suspend : la condi-
tion inf-sup du nouvel espace en pression en dimension trois reste soumise
a une hypothése que nous n’avons pour 'instant pas pu établir de maniére
certaine, nous n’avons également pas pu établir la stabilité de la formulation
triple en dimension trois du fait de sa complexité. Ce sont 14 des questions
qu’il peut-étre intéressant de considérer dans un nouveau travail, car nous
aurions alors des méthodes numériques robustes et également dotées de pro-
priétés trés intéressantes. Ces méthodes ont été implémentées dans le code
Trio_ U du SSTH au CEA Grenoble, mais n’ont été testées que sur des confi-
gurations académiques : il reste donc & les valider sur des configurations plus
complexes et industrielles , notamment dans le cas diphasique.
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Annexe A

Formulation triple non linéaire.

A.1 Introduction.

Afin de ne pas alourdir le discours, nous avons privilégié dans les cha-
pitres principaux de la thése, 'analyse de la formulation triple des équations
de Navier-Stokes linéaires. Nous allons donc nous consacrer, dans cette par-
tie, & 'analyse des équations de Navier-Stokes en dimension 2 et 3, lorsque
celle-ci comporte un terme de convection.

Dans un premier temps, nous allons introduire un probléme variationnel
portant sur les trois variables tourbillon, vitesse et pression. Nous montrerons
I’existence et 'unicité d’une solution pour ledit probléme. Ensuite, nous mon-
trerons que ces trois variables vérifient un systéme d’équations aux dérivées
partielles particulier, qui sera en fait équivalent aux équations de Navier-
Stokes non-linéaires.

A.2 Rappels divers.

Dans ce chapitre, nous allons tenter de trouver le tourbillon w, la vitesse
u et la pression p solutions des équations non-linéaires suivantes :

w=Vxu (A.1)
Vixw4+wxu+Vp=_F (A.2)
V-u=0 (A.3)
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Pour nos démonstrations, nous aurons besoin de notions déja introduites
et démontrées auparavant, mais par soucis de commodité, nous les rappele-
rons ici.

Les espaces continus suivants revétent une grande importance dans ce qui
va suivre :

V:={veH|bv,q=0Vqe L} (A.4)
W:={necL?®|c(nv)=0VvecV} (A.5)
Wt :={necl?®|a(n ¢)=0Yp c W} (A.6)

Nous ferons également usage des formes bilinéaires continues suivantes :

a(n,¢) = (n,¢) ¥n,¢€L? (A7)
b(v,q) :== (¢, V-v) V(v,q) € Hy x L? (A.8)
c(n,v):=(n,Vxv) V(nv)eL?xH; (A.9)

A cette derniére forme bilinéaire, nous associons les opérateurs adjoints
V x . et V¥ x . définis respectivement dans Hy et L? et a valeurs dans L2
et H-1.

Nous aurons aussi besoin de la forme trilinéaire d(.;.,.) définie par :
d(n;u,v) = (nxu,v) V(n,u,v)e€L?x Hj x H} (A.10)

Remarquons que selon de définition de V, la forme trilinéaire d(.;.,.)
posséde la propriété remarquable :

din;v,v)=0 Vnel? YweV (A.11)

Enfin, nous avons pu montrer plus tot que la forme bilinéaire ¢(.,.) vérifie
une condition inf-sup sur L2 x V :

YveV sup c(n, v) > c|v|y (A.12)
nerz [l

ol ¢ est une constante ne dépendant que de €.

Notons que cette condition nous donne la mise en bijection de V avec
W+ par Popérateur linéaire continu V x ..



A.3. FORMULATION VARIATIONNELLE. 293
A.3 Formulation variationnelle.

A.3.1 Deéfinition.

Nous introduisons le probléme variationnel suivant :

a(w,d) —c(p,u) =0 V¢ € L? (A.13)
c(w,v) +d(w;u,v) —b(v,p) = (f,v) Vv e H} (A.14)
b(u,q) =0 Vg€ L2 (A.15)

ol les inconnues w,u et p évoluent respectivement dans L2, HJ et L2, et
ol |.| représente la norme euclidienne sur R%.

Ce probléme variationnel ne sera bien posé qu’a la seule condition que
la forme trilinéaire d(.;.,.) soit continue sur ses espaces de définition. Cette
propriété est 'objet du théoréme suivant :

Théoréme A.3.1 La forme trilinéaire d(.;.,.) est continue sur L? x H X
H}. Plus exactement, il existe une constante c telle que l'on ait :

d(n;u,v) < cllnlllulilv]y Vn € L?Vu € Hg Vv € Hy (A.16)
Preuve du théoréme:

Majorons le terme comportant le tourbillon 7. Choissisons donc 1 dans L2
et u, v dans Hy quelconques fixés. Grace aux régles de commutation entre le
produit scalaire et le produit vectoriel, nous pouvons alors modifier ce terme
de la maniére suivante :

(% w,v) = (ux v, 1) (A17)
Ce qui nous donne, a l’aide d’une relation de Cauchy-Schwartz :
(n xa,v) < [[uxvl||[n]] (A.18)

Or pour une dimension inférieure ou égale a 4, 'espace Hj est inclus
contintiment dans l’espace L*. Par conséquent, nous avons la majoration
suivante :

[lux v[| < df|u|ps||v[[Ls < clulifv]y (A.19)
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ol ¢ ne dépend que de la dimension et de €.

Nous avons donc bien la majoration souhaitée :

(n x u,v) < cluf[v]s][n]| (A.20)

A.3.2 Solution du probléme triple.

Nous allons montrer que les équations (A.13)-(A.15) admettent une unique
solution, qui de plus sera continue en fonction des données initiales du pro-
bléme. Ainsi, nous avons le théoréme :

Théoréme A.3.2 Les équations (A.13)-(A.15) admettent une solution unique
(u,p,w) dans H§ x L% x L? qui dépend continuement des données initiales
du probléeme. Plus exactement, il existe une constante ¢ ne dépendant que du
domaine Q) telle que l'on ait :

w|| + [[all + [[pl] < cl|f]] (A.21)
Preuve du théoréme:

Nous allons procéder en plusieurs temps disctincts. Tout d’abord, nous dé-
finirons un probléme variationnel approchant le systéme d’équations (A.13)-
(A.15) mais défini sur des espaces vectoriels de dimensions finies. Ensuite,
nous montrerons que ce nouveau probléme en dimensions finies admet une
unique solution, grace a une méthode de compacité décrite entre autre dans
[27]. Enfin, nous ferons tendre les différentes dimensions vers l'infini et dé-
montrerons que les solutions des systémes variationnels en dimensions finis,
tendent vers les solutions du probléme initial (A.13)-(A.15).

L’espace Hy admettant une base hilbertienne, son sous-espace vectoriel
V en posséde une également. Parmi ces vecteurs de base, nous choisissons
les n premiers, pour former une base, orthonormée pour la norme |.|;, d'un
sous-espace de V, noté V,, de dimension finie n. Cette base orthonormée
sera notée (Vz’)lgign-
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D’aprés la condition inf-sup établie pour la forme bilinéaire continue (., .),
nous savons que V est en bijection avec W=, a travers 'opérateur V x ..
Soit donc la suite d’élément (¢;")1<i<, de W, image par V x . des vecteurs
(Vi)1<i<n- Ces ¢léments Qﬁf forment une base d’un sous-espace de W+, dénoté
de W, de dimension finie n. Cette base posséde en outre la propriété d’étre
orthonormée ; en effet nous avons déja pu mettre en évidence dans le chapitre
(Ch 5) la relation suivante :

(Vv,Vw)=(Vxv,Vxw) Vv,weV (A.22)

Par conséquent, la définition des ¢;- et I'orthogonalité de v;, nous améne
a I’équation :

(61, 07) = (V x vi,V x vj) = (Vv;, Vvy) = & (A.23)
ol 0;; est le symbole de Kroenecker.

Finalement et comme L2 admet une base hilbertienne, nous introdui-
sons 'espace de dimension finie W,,, inclus dans W et générée par une base
(¢:)1<i<m, orthonormée pour la norme ||.||. Nous noterons également W, ,
I’espace de dimension finie m + n dont la définition est donnée par :

Wi =W, @ W au sens L (A.24)

Nous nous proposons maintenant de démontrer qu’il existe u™,w™" ap-
partenant respectivement & V,, W,, ,, solutions du probléme suivant :

(™) — el ™) =0 1<k <mtn (4.25)
c(W™™ vi) +dW™™ut, vi) = (F,vy) 1<i<n (A.26)

avec iy = ¢ sil<k<netm=d¢dp,sin+1<k<m+n.

Observons d’ores et déja que I'équation (A.25) signifie que la donnée d’un
élément u™ de V™, nous donne immeédiatement 'existence et 1'unicité d’'un
élément w™" : ceci est du a l'existence d'une condition de type inf-sup sur
c(.,.). Cet élément w™" sera par construction I'image de u™ par 'opérateur
V x..
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Par conséquent, il ne nous reste qu’a prouver ’existence et I'unicité d’une
vitesse satisfaisant les équations (A.25)-(A.26). Introduisons alors le probléme
suivant défini pour tout v; de V™ :

(Vxu®,Vxvi)+dVxur;ut,vy)=(f,vi) 1<i<n (A.27)
Soit maintenant ’application ® : V* — V™ dont la définition est donnée
par :
(®(u),v):=(Vxu,Vxv)+dVxu;uv)—(f,v) (A.28)
Nous constatons alors que nous obtenons dans le cas ot v =u :

(@(u),u) = ||V x ul|* - (f,u)

>[IV xul]* = e |f[[[u]s (A.29)
> (|ufy = c|[f]])|ul;

en utilisant la relation (A.22) et avec ¢; constante de 'inégalité de Poin-
carré.

Introduisons maintenant I’espace S, défini par :
Sy ={v eV, ||vli=allf|]|+1} (A.30)

Gréace aux propriétés établies précédemment, nous pouvons facilement
constanter que, sur la sphére Sy , I'inéquation (A.29) est strictement positive.
Par conséquent, d’aprés un théoréme rappelé dans [11] et [27], 'existence et
'unicité d’un élément u™ de V™ satisfaisant (A.27) sont établies. Il nous suffit
alors de poser w™" = V x u™ pour satisfaire les équations initiales (A.25)-
(A.26).

Nous venons donc démontrer 'existence des solutions u™ et w™" du sys-
téme d’équations (A.25)- (A.26). De plus, ces mémes équations nous assurent
les estimations suivantes :

[Jw™ " [[* + w7 < c|If]]* (A.31)

Par conséquent, il existe u dans V et w dans L%tels que nous ayons :

u” —u dans V faible (A.32)
u” —u dans Hj fort et p.p. (A.33)

— w dans L? faible (A.34)

w
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avec évidemment w =V X u.

En fait, nous avons une convergence plus forte pour w. En effet, les w™"
étant 'image des u™ par V X . et ceux-ci convergeant vers u fortement dans
HjJ, il nous devient possible d’écrire :

— w dans L? fort (A.35)

Dés lors, par passage a la limite dans les équations (A.25)- (A.26) nous
obtenons :

m,n

w

a(w, ) —c(n,u) =0 1<k<m-+n (A.36)
cw,vi) +d(w;u,vy) = (f,vi) 1<i<n (A.37)

Puis par densité des , v; dans V et des 1, dans W, nous en concluons que
la derniére équation n’est plus seulement valable dans V,, x W,, ,, mais aussi
dans V x W.

De la méme maniére, le passage a la limite dans I'inégalité (A.31) nous
ameéne a la majoration :

[lw[[* + Jaff < cl|f]]* (A.38)
O

Remarque A.3.1 Nous souhaitons comparer les solutions u, p des équa-
tions (A.1)-(A.8) auzx solutions u* et p* des équations de Navier-Stokes non-
linéaires suivantes :

—Au"+ (u"-V)u"+Vp*= f
V-u'= 0
Un simple calcul nous montre que nous avons en fait :
u* =u
1 2
K + —llu
pr=plull

ot ||.||e est la norme euclidienne usuelle.

Ceci vient des relations suivantes :
—Au=V’x (Vxu)+V(V-u)

1
(Vxu)xu=(u-V)u+ §V||u||g
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Annexe B

Autre forme bilinéaire.

B.1 Introduction.

Compte tenu des hypothéses faites dans le chapitre (Ch 4), il peut pa-
raitre judicieux de choisir une autre forme bilinéaire de divergence discrete,
notée par la suite by(.,.).

Nous commencons par définir cette nouvelle forme bilinéaire de la fagon
suivante :

b (Viy @) = bu(Vi, @n) Vi € X, Vg, € (M} + M) N L2
4

~ K
b a) =3 LS (VanG) ) e X v € M0 I
K i=1,f; 00

ol f; est la face opposé au sommet ¢ de ’élément K.

B.2 Propriétés.

Il nous faut redémontrer certains théorémes pour s’assurer que cette nou-
velle forme bilinéaire satisfait les contraintes attendues.

B.2.1 Continuité uniforme.

Ainsi, nous commencerons par énoncer le théoréme d’uniforme continuité
suivant :

229
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Théoréme B.2.1 La forme bilinéaire by (., .) est continue sur Xy, x (M, N L3?).
Plus exactement, il existe une constante c, indépendante du pas du maillage
h, telle que l’on ait :

¥Vn € Xn,Van € (M0 LE)  [ba(va, an)| < el [Vl [nllanll (B.1)

Preuve du théoréme:
I est inutile de démontrer 'uniforme continuité sur Xy x (Mp + M) N L
car sur cet espace, la forme bilinéaire by(.,.) coincide avec la forme by (., .).

Soit donc ¢¢ un élément quelconque de M N LZ. Nous remarquons alors
que la différence D(K') suivante est invariable pour tout ajout d’un vecteur
c constant :

K 4
D)= [ Vawae =B ST (Va(Go ()
i=1,f,7 00

Par passage a I’élément de référence K a l’aide de la transformation affine
F', nous avons les majorations suivantes, compte tenu de I'équivalence des
normes en dimension finie :

SN K Ca o~ A
DU = 18| [ B0d w0 LY (BORG) SE)
i=1,f,70Q

< AKIBi g & inf |19 = ello

< KB gl & only &

< KB laillz onl, &
ol ¢ est une constante indépendante du pas du maillage h.

Enfin, en repassant & I’élément K & I’aide de la transformation affine Flg,
nous trouvons au final :

|D(K)| < | K[ det (B ) B 1Bx I i |l [valv.x
Nous obtenons donc la majoration :

[D(K)| < cllghllx[vil1x
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En sommant sur les éléments K, nous avons évidemment :

K 4
[ vaiwde = B ST (90 ) < il vl

KeT, i=1,f; 002

La conclusion du théoréme apparait donc naturellement en remarquant
que :

!/ Vi, - vad§2 | < dflgy[ [[valln
Q
O

Remarque B.2.1 [l est également évident de vérifier que la forme bilinéaire
bi(.,.) vérifie la condition d’uniforme continuité suivante :

Je # c(h) | Vg € M Y € Xns [br(vi, )| < clgih]|val]

B.2.2 Premiére Condition inf-sup.

Nous aurons besoin d’utiliser dans cette section, 'espace vectoriel X§,
défini dans le chapitre (Ch 4). Aussi, par soucis de clarté, nous rappellerons
ici sa définition :

Xp = {vh € Xi | vn(xt) -nr =0 Vf}

ou f désigne une face du maillage 7, .

. oo . 1

A TPaide de cet espace, nous allons définir le sous-espace vectoriel M,™*
de M} : ce sous-espace est constitué de modes "parasites" en pression. Plus
précisément, nous avons la définition suivante :

MPP = {qt € MP N L2 | 3q} € M} N L% Vv € X500 (Vin, @) = bn(Vi, g1) }

Remarque B.2.2 Ceci signifie simplement que le sous-espace vectoriel M. é’p
est de dimension N, ot Ny est le nombre total de sommets dans le maillage

Th .

Remarque B.2.3 La relation définissant M ,}’p nous assure également le fait
que la relation suivante est vérifiée :

g’ € M}" = 3qp € MY |Vf CT,; Vg(Gy) x ng = Vqi x ng
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ot [ désigne une face du maillage T}, .
De plus, nous pouvons montrer qu’il existe deur constantes cq et ¢ indé-
pendantes de h telles que :

colarlr < lay"11 < e1lgply
La minoration provient de la condition inf-sup vérifiée sur (M} N L2)x Xy,
dotés respectivement des normes |.|; et ||.|| et de la remarque (Rem B.2.1),
tandis que la majoration vient du fait que tout élément de Mé’p vérifie une
condition inf-sup sur Xt doté de la norme ||.|| (démonstration analogue a
(Th B.2.83)) et de la succession d’inégalités suivantes :

by (V. -
Blgy?y < sup 50 (Vh, ;")

vnext ||Vl
N 1
S sup bh(vh7Qh>
vnext | Vall
S Sup bh(vhaqh,>
vhEXn ||Vh||
< 04|Qi11|1

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme B.2.2 Soit ¢} un élément quelconque de Mé’p. Soit N, le nombre
d’arétes du maillage T, et Ny le nombre de sommets de Ty, . Soit a;; le coef-
ficient de i sur l'aréte [ij] de sommets i et j dans la base associée a l'espace
M. Alors, il existe Ny coefficients a; tels que

;5 = Q4 + Q; VZ, j 7£ 1 (BQ)

Preuve du théoréme:

4 oy 1 . .
Par définition de 1’espace M, * nous avons la relation suivante :
h >

4
3ay € My N Ly | Vi € X5 ) |K[Y (Vai(Gr). vu(Gr)) = (Vay, va(Gr))
K i=1

Soit maintenant un élément K quelconque fixé du maillage 7, et f une
face quelconque de K. Prenons ensuite, un vecteur vy, de Xt vérifiant :

Vh<Gf) =T
vi(Gy) =0 Vf#f
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ol 7 est un vecteur unitaire quelconque paralléle a la face f.

Par conséquent, nous avons la relation :
Vi (Gy) x ng = Vq;, X ng

Désignons par a; les N; coefficients de la fonction ¢} . L’égalité précédente
nous autorise alors a écrire I’égalité suivante :

a;j — a; — a; = cste; 1 # j
ol ¢ et 7 désignent des sommets de la face f.

Par conséquent, pour toute face f de I’élément K, nous obtenons 1’équa-
tion :
a;j — a; — a; = cste; 1 # j

ol cette fois ¢ et 5 désignent des sommets quelconques de I’élément K.

En effectuant les mémes manipulations sur chaque élément K du maillage
7T}, , nous obtenons :
a;; —a; —a; = cste; 1 #£ j

ou cette fois ¢ et j désignent des sommets quelconques de 7, .

Il suffit ensuite de poser a; := a; + %te et ce pour tout sommet ¢ du
maillage pour conclure. O

Une fois définis les modes "parasites" en pression, nous allons pouvoir
choisir un sous-espace vectoriel de M compatible avec M, au sens de la
condition inf-sup sur Xf. Ainsi, nous définissons a l'aide de la remarque
(Rem B.2.3), le sous-espace vectoriel M /M}"" comme suit :

4
My /M? = {qi € M| > IK|Y (Vai(Gp)xng, Vgixng) =0 Vg, € M}
K

i=1

ol 7 est un sommet quelconque de I'élément K, f; la face opposée au som-
met ¢ dans K, Gy, le barycentre de f; et ng le vecteur normal & f; unitaire
et extérieur a K.
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Toujours sous ’hypothése (H 4.4.1) donnée dans le chapitre (Ch 4),
nous avons alors un théoréme démontrant ’existence d’une condition de type
Babtiska-Brezzi uniforme pour cette nouvelle forme bilinéaire.

Théoréme B.2.3 Sous I’ hypothése (H 4.4.1), la forme bilinéaire by(.,.)
satisfait une condition de type Babiska-Brezzi sur l'espace produit Xf X
((Mg/My") + MY) N (UgL3(K)). Plus précisément, il existe une constante
c indépendante du pas du maillage h telle que l’on ait :

b (Vi
Vau € (M2/MP) + M) 0 (U LK) sup 20m8) 5 )1 (B3

vnext |[Vnlln

Preuve du théoréme:
Le début de cette démonstration est identique & celle réalisée pour le théoréme
(Th 4.4.2), tant et si bien que nous obtenons, en gardant les mémes notations
que dans le chapitre (Ch 4) :

4

Y n(Gy)- (Vai(Gy,) + Vay)
7=1.£;209

1) = &

avec K élément quelconque fixé du maillage 7, f; la face opposée au
sommet ¢ de K.

Imposons alors au vecteur vy, de vérifier la contrainte suivante :

Vh(fi) X g = hz_ (VQZ(GJCZ) + Vq,lL) X 1y, 1< < 4, fl /CﬁQ
Vh(f) =0 Vf C 092

avec h_ := ming (hg).

Rappelons que par hypothése, il existe une constante o > 0 indépendante
de 7, telle que :

h_ > oh

ou h est le pas de 7, .
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Ensuite, il nous suffit d’utiliser la définition de I'espace M{/M} " et le
résultat du lemme (Lemme 4.4.1), afin d’obtenir :

YK = ey b (6l + lanli k)
K K

en ayant remarqué au préalable qu’il existe une constante c; indépendante
de h telle que h? > oh? et que h? > h3.

11 nous suffit alors de procéder comme lors du théoréme (Th 4.4.2) du
chapitre (Ch 4) pour pouvoir conclure. 0O

Dés lors, nous pouvons tout comme dans le chapitre (Ch 4), en déduire
I’existence d’une condition de type Babliska-Brezzi sur notre espace en pres-
sion complet. Nous avons donc le théoréme suivant :

Théoréme B.2.4 La forme bilinéaire b~h(., .) satisfait une condition de type
Babiiska-Brezzi sur l’espace produit Xy, x My,. Plus précisément, il existe une
constante c indépendante du pas du maillage h telle que l'on ait :

b
Vgn€ My L2 sup 2O o o (B.4)

vhE€Xp ||Vh||h

avec My, := (MP + M} + Mg /M,") N L2

B.2.3 Seconde Condition inf-sup.

Avant d’aborder la suite, nous devons également démontrer une condition
inf-sup sur un autre couple d’espace en pression. Ainsi, nous définissons un
. . .l o
autre mode "parasite" en pression, noté M, et défini par :

My© = {qf € Mf N LZ | 3gp € M} N L3 Vi € Xiy; by (Via, @) = bu(vi, ¢1)}
De maniére tout a fait analogue au cas précédent, nous définissons le sous-
espace vectoriel M} /M ; *“ comme un supplémentaire quelconque de M ,1 “ dans

Me.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme B.2.5 Sous I’ hypothése (H 4.4.1), la forme bilinéaire by(.,.)
satisfait une condition de type Babiiska-Brezzi sur ’espace produit Xf X
((Mg/My©) + M}) N (Ux L3(K)). Plus précisément, il eziste une constante c
indépendante du pas du maillage h telle que l’on ait :

¢ b (V,
Van € ((ME/MP9) + M) 0 (U L)) sup 2Vm8) s 0y (B5)

vnext  ||Val|n

Preuve du théoréme:
Soit ¢, un élément quelconque fixé de (M /M ,16) + M. Par définition de cet
espace, il existe un élément ¢f de M{/M,* et un élément ¢} de M} tels que
nous puissions écrire :
an = a5 + a
Or d’aprés les définitions de M{/M,"* et M,* définis dans le paragraphe
précédent, il existe un élément ¢ dans Mg /M,* et un élément g,” dans M, "
tels que nous ayons :
- 1,
@ = a5 +a,”

Deés lors, la forme bilinéaire b~h(., .) se réduit pour g, et un élément vy
quelconque de X§ :

bn(Vi, @) = bp(Va, @+ q’ +aq)

Cependant, nous savons que sur 'espace vectoriel Xt tout élément de
) h»
1p . . S, .
M, P vérifie ’égalité suivante :
h

Yoy € My"3q) € M} | ¥y € X b(va, 017) = ba(Vi, gb)
Par conséquent, nous pouvons écrire :
b (Vi, @) = bn(Vi, G5 + q + 1)
Il suffit alors de reprendre la démonstration du théoréme (Th B.2.3) et

d’utiliser en toute fin I'inégalité a® + b> > %(a + b)? ainsi que la remarque
(Rem B.2.3) pour pouvoir conclure. 0O

Nous avons alors évidemment une condition de type Babiiska-Brezzi pour
I’espace Mj, complet :
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Théoréme B.2.6 La forme bilinéaire by(.,.) satisfait une condition de type
Babiiska-Brezzi sur l’espace produit Xy, x Mj. Plus précisément, il existe une
constante ¢ indépendante du pas du maillage h telle que l'on ait :

br(Vh, qn
Vg, € M, N L5 sup bV, 4n) > c||qnl| (B.6)
VhEXh ||VhHh
avec My, == (MP + M} + Mg /M, ) N L2
Remarque B.2.4 (Ces deux théoréemes sont indispensables pour que la dé-
composition de L2 qui suit, soit effectivement vérifiée.

B.2.4 Meilleure décomposition de LZ2.

Nous allons également démontrer deux théorémes, similaires aux théo-
rémes (Th 4.4.5) et (Th 4.4.6) du chapitre (Ch 4), assurant une meilleure
décomposition de L2. Ainsi, nous commencerons par énoncer le théoréme
suivant :

Théoréme B.2.7 Soit ¢ un élément quelconque fixé de H* N L2 et tel que
|p|a soit non nul. Soit Vﬁ, I’espace vectoriel défini par :

Vﬁ:z{WGLﬂ/WV(bdQ :0;/WthdQ =0 Vg,€ MINL:}
0 Q

Alors, quel que soit vy, dans Vy, noyau de la forme bilinéaire b~h(., ), il
existe un vecteur v¥ de V tel que l'on ait la majoration suivante :

v = vull < c(9)h?||valln
ot ¢(¢) ne dépend que de la fonction ¢.

Preuve du théoréme:
Soit un vecteur vy, de Vy, quelconque fixé.

Dés lors et compte tenu de la définition du noyau de by, (., .), nous pouvons
écrire :
4

K
/Q Vi Vo dQ = /Q Vi Vg 9 —;’4—' > (Vai(Gr).valf)

i=1,f; 700

+/th-V<<z>—qi>dQ
(B.7)
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ol ¢? est un élément quelconque de l'espace vectoriel des éléments finis
P, de Lagrange.

En effet, il suffit de remarquer que le gradient d’'un élément ¢7 de M7
s’écrit comme la somme d’un gradient d'un élément ¢; de M} et d’un gradient
d’un élément ¢ de Mj :

1

Vailx =Y (aV A +aiV (\i(2X — 1)) —I—ZZ&U V(4M))

i=1 =1 7>t
4 4
= Z (ai + aii) V)\z —+ Z Z (404']' — 2@1'1‘ — 2@_7']') V()\z)\])
i=1 i=1 j>i

oll nous avons remarqué que \; = 1 — ) i Aj et ou K est un élément
quelconque du maillage 7, .

Le dernier terme de 'expression (B.7) se traite de la méme maniére que
lors de la démonstration du théoréme (Th 4.4.5), si bien que nous obtenons :

y[;vh-ww¢-—qi>dﬂ | < c( Q)R |valn

Tandis que le premier terme est un terme d’erreur qu’il nous est possible
d’évaluer. En effet, il nous suffit de constater que pour tout ajout d’un po-
lynéme scalaire de degré 1, noté ¢y, et tout vecteur constant c, ’expression
suivante est invariable :

LR
/KVh VardQ =) T > (VG (Gr), vul(fi))e

K i=1,f;20%

Par conséquent (quitte & revenir & 1'élément de référence K et a procé-
der comme lors de la démonstration du théoréme (Th B.2.1)), il existe une
constante ¢ indépendante de h telle que :

K
vawm—z"z (VG ) vmlf)el < clolsschdvili

KeTy, i=1,f; 200

En sommant sur K 1’expression ci-dessus puis en réunissant les deux es-
timations précédentes, nous obtenons le résultat énoncé. O

Enfin, nous avons le dernier théoréme suivant :
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Théoréme B.2.8 Soit ¢ un élément quelconque fizé de H* N L et tel que
|p|a soit non nul. Soit uy et py, deuz éléments de, respectivement, Xy, et M,
solutions des équations de Stokes particuliéres suivantes :

ap(Un, Vi) + bp(Vi, pn) = (Vo, vi)

bn(un, qn) =0 (B5)

ol Vi, et qn sont des éléments quelconques de Xy, et M), et ot nous avons
également posé :

ah(uh,vh) = J/Z(Vuh, VVh)K Vuh, Vi € Xph (Bg)
K

Alors, nous avons les propriétés de superconvergence suivantes :

[lunlln < c(o)h*
lpn = @Il < c()h?

ot c(¢) ne dépend que de la fonction ¢.

Preuve du théoréeme:
Soit g2 un élément quelconque fixé de M?. Soit M 'ensemble suivant

MY = {q €C®| 3¢} € M?; VK, Jax € R |
0|k = Gl + axTI Ny (V) Vo) = 0}

ou les \; sont les fonctions de formes du P; sur I'élément K, d la dimen-
sion du probléme.

Comme uy, appartient & Vy,, nous pouvons écrire :

g/Kuh-Vq,"fZ;/aKq}fuh-n

:;/Kuth%

ol n est le vecteur unitaire normal et extérieur a K.
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Soit Vﬁ, I’espace vectoriel défini par la relation suivante, pour tout q,‘f
élément de M;f :

Vﬁ::{W€L2|/WV¢dQ :0;/quf:dQ =0}
0 0

Nous choisissons le vecteur v de Vfi défini par :

v:=uy+aVo
_fn u, - Vo
IVl

o=

Dés lors, nous avons les relations suivantes avec 1’aide du théoréme (Th
B.2.7) :
IV = un[[ = |al[[Ve]|

7
=—| [ un-VodQ
\¢|%' Q |
< (¢, ) h?|[un] [

Pour l'estimation en vitesse, il suffit que nous prenions vy, = uy dans les
équations données dans le théoréme pour trouver :

||uh||i=/9uh-v¢dsz
:/Q<uh—v>-v<¢—q;if> a9

Dés lors, 'utilisation d’une inégalité de type Cauchy-Schwartz, nous per-
met d’obtenir :
[lanlf; < 16 = g3l1]lun — v]]
< (ch?|9]3)(c(d)h?|[un][n)
< c(¢)h*|[unl|1
Il nous reste a établir la convergence en pression. Pour cela, nous utilisons
tout d’abord I'inégalité triangulaire classique :

16— pull < ll6 — aull + Ipn — all

(B.10)
<llo=aqll + g — apll + llpr — @]
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ol ¢} est un élément quelconque fixé de M} et ¢} un élément quelconque
fixé de M.

Ensuite, grace a la condition inf-sup uniforme vérifiée par la forme bili-
néaire by(.,.) et le théoréme (Th B.2.1), nous avons la succession de majo-
rations suivantes :

fQ Vh V(¢ — q,ll) Q) — ah(uh, Vh)

P — qi|| < ¢ sup

vhEXH ||Vh||h
- Jo vu-(V(0 =) + V(g — q3) d2 — apn(un, vi)
<c sup

vneXn [[vnl[n

<c(l¢—aili + llg; — anll + ||unl|n)

ou c est une constante indépendante de h.

Dés lors, avec l'inégalité triangulaire (B.10), en choisissant convenable-
ment ¢} et g}, nous obtenons :

o — pull < cll6 — aah + 1o — aill + llan — anll + [[unl[n)
<c(h’|¢ls + hY¢ls + B*|¢l2 + BY)
< c(d)h?

B.3 Continuité de la constante cy(K).

Dans tout ce paragraphe, nous noterons P%(K) I’ensemble suivant :

PYE)={peP(K)|p=4>_ Y ay )}

i=1 j>i

ol a;; sont des réels quelconques et les A; le polynéme de degré 1 défini
sur K valant 1 au sommet 7 et 0 sur les autres sommets.

Nous rappelons que le tétrahédre référence K est défini par ses sommets
situés en (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) et que pour tout tétrahédre K,
il existe une application affine bijective Fx : K — K, dont la matrice sera
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donnée par Bg.

Nous noterons également ﬁ(f( ) les fonctions p définies sur K :
pi=po Fx
Nous rappelons la définition de la constante co(K) :
4 4
2oim 122520 Vp(Gy) X ng e
co(K) = sup I
peP(K) Zi:l ||Vp(sz) X g

ol f; est la face opposée au sommet ¢ et nyg, est le vecteur normal a la
face f;, unitaire et extérieur a K.

[

Enfin, nous utiliserons fréquemment 1'une des inégalités suivantes :
| sup a(x) —sup b(x)| < [sup(a(z) — b(x))|
€O €O €O

“ < supla(z) — b(z)| (B.11)

€O
" < sup[a(z)| + sup [b(z)|
€O €O

ol © est un ensemble quelconque, a(.) et b(.) des fonctions définies sur ©
et a valeurs réelles quelconques.

Voici, le théoréme qui nous intéresse :

Théoréme B.3.1 La constante co(K) définie ci-dessus est une fonction de
K continue en K, tétrahédre de référence.

Preuve :
Nous commencerons par écrire la différence suivante :

co(K) = eo(K)|
—| sup Z?:l L‘ Z?:l Vp(Gy,) X ngle ~ s Z?:l L| Z?fl A:ﬁ(
pEP*(K) Zi:1 ||Vp(Gf¢) X g |le pePI(K) 21:1 Hvﬁ(Gfi
En utilisant la transformation affine F, nous obtenons alors :

[co(K) — eo(K)|

~— Q>
S

~—

=
e}

an-

i

e

=| sup

4 - v e i : i VB(G i
S IB S VBG) xmglle L (135 V(@) x A
4 _ il ~ A A

pEPR(R)  Dic1 HBKTVp(Gfi) X 1, ) B

sup 1 ——
e pEPI(K) Zi:l HVP(Gﬂ

Nz fle
i



B

.3. CONTINUITE DE LA CONSTANTE Cy(K). 243

Nous utilisons alors la premiére inégalité de (B.11) afin d’avoir :

lco(K) — co(K))|
{Z? BT 1%5(@]@.)
S lIBy TVP(G )

A

i 12 VB(Gy )><nf|| }I
i IVB(G)

Nous réduisons alors au méme dénominateur I’expression ci-dessus et nous

| sup
PEP(K)

utilisons & nouveau les inégalités (B.11) afin d’écrire finalement :

<

+

|Co( )_CO(K”
vy | S IBE Sy ViGy) x gl 2;‘_1||z;;ﬁp<éfj>><ﬁﬂ|el
pePa(K) || Bx TVP(G )anH
(S BT VA(G)  figlle = S IVA(G,)  figle) S 1150, Vi(G) x g
seFo ) S IVAG) x dglle L, [1Bx TVp(G ) x gl

Nous employons alors les inégalités suivantes valables pour la norme eu-

clidienne |[|.||c usuelle :

1Bx" vlle > vl

1
“ 7 IBklle
[Vl = wllel < [lv = wl]e

oll v et w sont des vecteurs quelconques de R3.

Ce qui nous permet alors d’écrire la relation suivante qui suffit & démon-

trer le théoréme :

o () — eo(K)| < 2| Bille [11d — BiT|e co(K)
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Annexe C

Nomenclature.

:= : opérateur binaire indiquant que le terme de droite est la définition
du terme de gauche

Q : domaine de R? ou de R?® borné, généralement considéré comme “ré-
gulier”

0f) : frontiére de €2
u, v, t ... : grandeurs scalaires
u, v, t ... : grandeurs vectorielles

L9(2) ou L9 : espace des fonctions scalaires dont le module élevé a la
puissance ¢ est intégrable sur ). ¢ est un entier compris entre 1 et oo

L2(Q2) ou L3 : sous-espace de L? dont les membres sont d’intégrale nulle
sur 2

H™(2) ou H™ : espace des fonctions scalaires de carré intégrable sur €2
et dont les dérivées au sens des distributions jusqu’a ’ordre m sont de carré
intégrable sur ). m est un entier naturel quelconque compris entre 0 et oo

H{" () ou HJ" : sous-espace vectoriel de H™, dont les éléments admettent

une trace nulle sur le bord 02 de 2

245



246 ANNEXE C. NOMENCLATURE.

L2, H™ Hp, ... : espace de fonctions vectorielles dont les composantes
appartiennent respectivement a L2, H™, H" ...

|.||e : norme euclidienne usuelle d'une grandeur vectorielle quelconque

||.|| : norme associée aux espaces vectoriels L? ou L? (selon le contexte)

||||m : norme associée aux espaces vectoriels H™ ou H™ (selon le contexte)

|.|m : semi-norme associée aux espaces vectoriels H™ ou H™ (selon le
contexte). Egalement norme des espaces vectoriels H* ou HF* (selon le
contexte)

L9(0,T;X) ou LX) : X désignant un espace de Banach quelconque,
désigne l'ensemble des fonctions de [0, 7] & valeurs dans X et dont la norme
sur X élevée a la puissance ¢ est intégrable sur [0,7]. ¢ est entier compris

entre 1 et oo

7, : maillage de €2 composé de tétrahédres en dimension 3 ou de triangles
en dimension 2

|f| : mesure de Lebesgue de I’élément géométrique f du maillage 7,

h : généralement la longueur de la plus grande aréte de 7, . Egalement
appelé pas du maillage

K : élément d’un maillage 7, . Cet élément est un triangle en dimension
2 et un tétrahédre en dimension 3

hk : la longueur de la plus grande aréte de 1’élément K

Up, Vp, tp ... : grandeurs scalaires discrétes définies & partir d’un maillage
7T, dont le pas est h

Up, Vp, ty ... : grandeurs vectorielles discrétes définies & partir d’un
maillage 7;, dont le pas est h

X4, : espace vectoriel de dimension finie défini & partir d’'un maillage 7, de
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Q). Cet espace est I’ensemble des fonctions qui se réduisent & des polyndémes
de degré 1 sur chaque K de 7;, continues au milieu des arétes (en dimen-
sion 2) ou des faces (en dimension 3) de deux éléments adjacents et nulles
sur les arétes situées au bord du maillage 7, (espace dit de Crouzeix-Raviart)

Xy, : sous-espace vectoriel de Xy, . Ensemble des fonctions qui se réduisent
a des polyndémes de degré 1 sur chaque élément K , continues en chaque som-

met du maillage et nulles sur les sommets situés au bord du maillage 7,

Xy sous-espace vectoriel de Xy, . Il est défini de sorte qu’il soit un sup-
plémentaire de Xy, dans Xy, i.e. Xp = X @& Xy

Py, : projeté L2 d’une fonction vectorielle sur Xy,
Py, : projeté L2 d’une fonction vectorielle sur Xy,
P}, : projeté L? d’une fonction vectorielle sur Xy,
Pi : projeté H§ d’une fonction vectorielle sur X,

P} : projeté Hy d’une fonction vectorielle sur X,

||.||x : norme L? (respectivement L?) de fonctions scalaires (respective-
ment vectorielles) définies sur K

||-||m.x : norme H™ (respectivement H,,) de fonctions scalaires (respec-
tivement vectorielles) définies sur K

|.|m.x : semi-norme H™ (respectivement H,,) de fonctions scalaires (res-
pectivement vectorielles) définies sur K. Egalement norme H{" (respecti-
vement H{') de fonctions scalaires (respectivement vectorielles) de support
inclus dans K

||| : norme sur X;, dont la définition est donnée par la relation suivante

= D IRk
KeT,



