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L2 � �;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_ÕÆº·� �ÇÆ �	�}����´µ�¤²�´ä���;���0���!³Q�������&�Õ�º���
c0(K)
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� �ÝwGª«¢�t|{º¨�è�u6z|v7¢��  �ûfÿ



� nyi¦lÝe gheõi l�acbAdyeõa! #"

Û���� � ����²����?���Q�Í³Q�}²��&�S������Â��S�&�S��´ä�����¼��½º��³
f = ∇φ �Q� φ = x2 �M�;�?�;�;�Öâ}â

Û���_ ÜÍ�����±���Í���0�µ´µÅG�Q�±���?�Õ������³�´��$����ÉÚ���µ��Ä¦�Q���
P1
»9�&%

P1 + P0
�Î�;�;�?�;�;�ìí}Æ

Û��ÇÆ Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x3 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�ìí}ë

Û��ÚÛ Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x4 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�ìí}ë

Û���â Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x3 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;� ·¤�

Û��Çí Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x4 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;� ·¤�

Û�� · ÜÍ�����±���Í���0�µ´µÅG�Q�±���?�Õ������³�´����'����ÉÚ���µ��Ä¦���º�
P1
»9�(%

P0 + P1 + Pa
���;� ·Sí

Û��ÇÏ Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x3 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�ìë}Æ

Û��Çë Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x4 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�ìë}Æ

Û�����×�Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³Q�}��½������}���K³Q�$��½���³
φ = x5 �O�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�ìë}Æ

Ï���� �.��²��±ÅO�?���0Â��±������´µ�}�*)�³��Õ�Í_}Ü,+���´��±´�³��������Í���}Ä¦�}�������;�Q�
f = (x, y)t

����Ï}×
Ï���_ �.��²��±ÅO�¼��� Â���������´µ���-)º³��S�.ÆºÜ.+º��´µ��´�³&���µ�Q�.���}Ä¦���}�������Q�

f = (x, y, 0)t
�U��Ï�_

Ï��ÇÆ �.��²��±ÅO�¼����Â����Q����´µ���2�K�S���1����Â����Õ�
(xy)

)º³��Õ�.Æ�Ü.+���´µ��´�³&���µ�Q�	����Ä¦�S¾
�}�����;�Q�

f = (x, y, 0)t
�Ì�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��Ï}Æ

Ï��ÚÛ �.��²��±ÅO�¼����Â���������´µ���2�K�Õ���1�µ�ÍÂ����S�
(xz)

)�³��S�.ÆºÜ.+���´µ��´�³&���µ�Q�	���}Ä¦�S¾
�}�����;�Q�

f = (x, y, 0)t
�Ì�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��ÏÕÛ

Ï���â �.��²��±ÅO�¼���ÍÂ���������´µ�����K�S���.�µ�ÍÂ����Õ�
(yz)

)�³��Õ�	Æ�Ü.+���´��±´�³������Q�	����Ä¦�S¾
�}�����;�Q�

f = (x, y, 0)t
�Ì�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��Ï�â

Ï��Çí �.��²��±ÅO�¼����Â��±������´µ�}�-)�³��S�.ÆºÜ.+º��´��±´�³&���µ�Q�	����Ä¦�}�}�������Q�
f = (x, 0, z)t

�U��Ïº·
Ï�� · �.��²��±ÅO�¼����Â����Q����´µ���2�K�S���1����Â����Õ�

(xy)
)º³��Õ�.Æ�Ü.+���´µ��´�³&���µ�Q�	����Ä¦�S¾

�}�����;�Q�
f = (x, 0, z)t

�Ë�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��Ï}Ï
Ï��ÇÏ �.��²��±ÅO�¼����Â���������´µ���2�K�Õ���1�µ�ÍÂ����S�

(xz)
)�³��S�.ÆºÜ.+���´µ��´�³&���µ�Q�	���}Ä¦�S¾

�}�����;�Q�
f = (x, 0, z)t

�Ë�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��Ï}ë
Ï��Çë �.��²��±ÅO�¼���ÍÂ���������´µ�����K�S���.�µ�ÍÂ����Õ�

(yz)
)�³��Õ�	Æ�Ü.+���´��±´�³������Q�	����Ä¦�S¾

�}�����;�Q�
f = (x, 0, z)t

�Ë�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�.��ë}×
Ï�����×Ì�.��²��±ÅO�Ã���.Â���������´µ���/)6³��S�MÆºÜ.+S��´µ��´�³&���µ�Q�M����Ä¦�}�}�����	���

f = (x2, 0, 0)t
�U��ë�_

·
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Ï��µ���I�	�}²���ÅO�Í����Â���������´µ���2�K�S���.�µ��Â����S�

(xy)
)º³��Õ�.ÆºÜ.+º��´��±´�³������Q�.���}Ä¦�S¾

�������0�Q�
f = (x2, 0, 0)t

���?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�.��ë}Æ
Ï��µ�7_ý�	�}²���ÅO�Í����Â���������´��}�2�K�Õ���1����Â����Õ�

(xz)
)�³��S�	Æ�Ü,+º��´µ��´�³&���µ�Q�	���}Ä¦�S¾

�������0�Q�
f = (x2, 0, 0)t

���?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�.��ëÕÛ
Ï��µ��Æ��	�}Ä¦ÂO���&�S�����

x
���Î���$½�´ä���������4)�³��S�Í_}Ü.+

u = (y,−x)t
�Q�

f = (0, 0)t
����ë}í

Ï��µ��ÛÌ�	�}Ä¦ÂO���&�S�����
y
���Î���$½¤´µ���������4)�³��S�Í_�Ü.+

u = (y,−x)t
�Q�

f = (0, 0)t
����ëº·

Ï��µ�7âý�	�}²���ÅO�;���0Â���������´µ���5)K³��S�Í_�Ü.+
u = (y,−x)t

�Q�
f = (0, 0)t

�¼�;�;�?�.��ë}Ï
Ï��µ��í��	�}Ä¦ÂO���&�S�����

x
���2���Ô½¤´µ���������-)+³��Õ�$ÆºÜ.+

u = (y,−x, 0)t
�Q�

f =
(0, 0, 0)t

���?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_Õ×}×
Ï��µ�6·õ�	�}Ä¦ÂO���&�S�����

y
���2���Ô½�´ä���Q�����-)|³��Õ�4Æ�Ü.+

u = (y,−x, 0)t
�Q�

f =
(0, 0, 0)t

���?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_Õ×��
Ï��µ��Ï��	�}²���ÅO�;���0Â���������´µ���5)K³��S��ÆºÜ.+

u = (y,−x, 0)t
�Q�

f = (0, 0, 0)t
�h�M_Õ×�_

Ï��µ��ë��	�}²���ÅO�Î���9Â���������´µ���Ô�K�S���Ã���9Â����S�
(xy)

)�³��S�]Æ�Ü,+
u = (y,−x, 0)t�Q�

f = (0, 0, 0)t
�Ì�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_Õ×}Æ

Ï��Ç_}×��	�}²���ÅO�Î���9Â���������´��}�Ô�K�Õ���]�µ�ÎÂ����S�
(xz)

)�³��S� Æ�Ü,+
u = (y,−x, 0)t�Q�

f = (0, 0, 0)t
�Ì�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_Õ×ÕÛ

Ï��Ç_��I�	�}²���ÅO�0���ÎÂ���������´��}�Ý�K�S���]�µ�ÎÂ����Õ�
(yz)

)�³��S� ÆºÜ.+
u = (y,−x, 0)t�Q�

f = (0, 0, 0)t
�Ì�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�M_Õ×�â

Ï��Ç_�_ý�	�}Ä¦ÂO���&�S�����
x
���0���$½�´ä���������6)�³��S�¼_}Ü.+�ÂO�}´�����²�´µ�µ���;�Q�

f = (12, 0)t
�Ë_Õ×º·



` acbAdfe gheji 798: hpeji

Æ���� ;.�Õ�±´��6��´µ�}�Ý��²��ß�S²��=���ÎÂ����������K³Q�
α1
���ÔÑ����K³���´µ���Ý���

C
+���½º��³

gz =
9.81 ρ1 = 712

�Q�
δ(ρ) = 566

�ý�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?� Û�_
Æ���_ ;.�Õ�±´��6��´µ�}�j���Ô���:Â���������´µ���

p
���qÑÒ�}�K³���´��}�j���

C
��½���³

gz = 9.81
ρ1 = 712

�Q�
δ(ρ) = 566

�Î�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?�;�;�;�?�;�;�;�?�;�;�?� ÛºÆ

ë
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c ���?Â���´µ�K³Q´µÂ��Õ²¤� ´µ�����Q�edQ���$���/��ÉÚ´µ�K��²��±���±´µ����² �¤²K³����7�S´µ���2���}���$���³���Ä¦ÂO�Q��´µ��´ä½�´µ���

�����Î�±�7�Õ³�����²��±�0³Q�}Ä¦Â��S�����f���fÉ��S²����±���9Ä¦�6Ù������Î���4Â�������²K³���´µ���È�fÉÚ�������±��´µ���Q�9���2�eg�¾
���Q��������³Q���?Ä?d�Ä¦���?���7�Õ³�����²��±��� � ´µ����´h+|���Â��µ²�Â��S�±�������$ÅO������´µ���4´µ�K��²��±����´µ�����4�K�S���
�������}Ä2�S´����������ÉÚ�������±��´µ����²K³Q�����Õ´µ�������}���/�Q�����}´ä����Ä¦���º�2�µ´��Q�=�#³Q�Q������²��(´µ�������edQ���
Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�����Ká��S�Ã������Ä¦Â��µ�i+���É��SÄ¦���µ´��}�&�6��´µ���Ý���Î���$Â�������´�³���´µ�}�Ý����� ����Â��Õ�Þ��� �fÉÊ��Å�²�� ¾
��´ä��´��}� �¤²K³Q�µ�����2ÑU�Õ´ä�4Â��S�±��´µ�������$ÅO�����}´µ���4Â���´µ�}��´ä�ß�S´��±���4Â�²�´µ��¹�²��=³Q�2Â����Q����Ä¦�Q�������±�
��´µ����³�����Ä¦�����9�µ´��V�/� ÉÊ��j/³��}³Q´ä������²È³Q�}Ä4Å�²��±��´µÅ��µ��� Ü4ÉÊ²����4Ä2�S��´µ�����$��´�Ä!´����S´��±�i+G��ÉÚ�Q����´ä¾
Ä2�6��´µ������;��������Ä¦ÂO�����S��²����;��²lkK²�´����?�K�S�������!³Q²�½º�;��²�����}³�����²��Q+��µ���±�Í�fÉÚ²��³&����³
�������±Ä¦´�¹�²��4Â��±������²��±´µ���i+O���±�9²��:���µ��Ä¦���º�Î´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S���Î¹�²��S���f�/���2��²��±�������$½¤´������Q�
³Q�}Ä¦ÂO���&�S������³Q��´ä��´�¹�²������fÉÚ²����;³Q���º���&�S�µ���

� ´µ����´m+���É��S���S�µÙ����?������ÅO�����}´µ���Í´µ�K��²��±���±´����µ�¼��ÑU�S´µ�����on������;²��ÅO������´µ�����;Ä!�������µ´ ¾
�&�S��´��}�Ô�Q�����Î��´µÄ4²����6��´µ���Ý�fÉÊ��³Q�}²����QÄ¦������� �fÉÚ²��ÔÄ¦�����Õ���}�0���0����²��1kK²�´������7��ÜÎ�S���]���
³��S�.� ÉÚ��Å�²��µ�µ´µ��´��}�¦�¤²K³Q�µ�����i+��µ�&k�²��¦³Q�±´µ��´�¹º²������ ³&���S����²��%���±�o+}ÂO�}²�����ÉÊ����²����i+�³Q�}��������²�´ä�
Â��Õ�4³Q�}���±�����S��´��}���������$�����Õ�K����²����4Ä!�6Ù����������4���2� ÉÊ��³Q��²�����Ä!�����7�qp¼�$�µ������´µ������³Q�}�Þ¾
�������6��´µ�����9���}���9�µ´�Ä!´µ�������9Â��S�¼���Q�Î³Q�}�K��´ä��´µ�����9����ÂO�Q��´µÄ¦�����ß�S�µ���9�Q�9���/�����}Ä¦�Q����´µ�����Q�
³Q�}��ãK��²����S��´��}���Í�����±�����Oá|��²���Â��S���µ´µ���r�¦³����¼����ÑU�S²����Q+K´µ�+���±�Í����½¤´��&�S���7�SÅ��µ�4���?ÂO���������
¹�²yÉÚ²����;Â�������´�³���´µ�}��Â��µ²��Í�}���������Õ�µ�$��²lk�²�����?³&���S���Q²��¼³���´ä��´�¹�²��;ÂO��²��'dQ�����;�}Å�������²�Î��ÉÇ�Õ´�������� Â��S�&�SÄ¦�Q���±���%�����Q��Ä¦�}��Ù������Õ²��µ´�¹�²����]+�³��Õ��³Q²��µ���s�9Â��Õ�Þ��´µ���fÉÚ²��/³�������������´µ�
�Õ²,��´µÂ����S��´�¹º²���� c ���¼³&����³Q���������±Ä¦´�¹º²����ÍÂ���������²���´µ�����Q+O¹�²��S���r�¦��²��t+�´µ�������±½�´µ���������º�
���}���1���Q��´��u�¿��³���´µ�}���.��� ����³�²���´ä����¹�²�´������Þ½º�����v�9���QÑÒ���}´���´��%�&�SÂ�´�����Ä¦��������� ³Q�¤��²����fÉÚ²��
���7�Õ³�����²��/)|�K�S���$³Q�/�)Ù�ÂO�2�fÉÚ´µ���¿��³���´µ��� ÑÒ�}��³Q�Q�i+E³����±�ß�S´µ�����$Â��S�±��´����4���2���³Q²�½��2�����º�

�}�



��_ wqx�ðzy�øQï�ú�ó|{�}hø�~�ï�úz�]ô=0sw ïMø��&~.}
���}²�Ä¦´µ�����(�4���¼ÑÒ�}�±���	�����}��´µ������� ���Í����Ä¦ÂO�����S��²����Î¹º²�´ ÂO��²�½������Ã´��K��²�´��±�Î���4³����7�6��´µ���
����ãK����²������0ÑÒ���Õ�}´µ��´µ�&�Õ�º������� � ´µ����´h++�S���µ�}�����Q�;���Ô��²��±���/���4½�´��¦���!���Ô³Q²�½��!���Q½�´µ�����.�
�&��½º�}´��.³Q�}Ä¦Ä¦�����.�Q½}�Õ�µ²����.Â��µ²��	Â�����³Q´µ����Ä¦�����	��ÉÊ�Q½º�}��²���´��}�=���¼���0����Ä¦ÂO�����S��²����¼��²2�µ´ä¾
¹º²�´����Ã�µ���±�����Q�%´µ���¿��³���´µ�����Q+Õ�Q�%Â��S�����¼Ä?dQÄ¦�i+��¼�µ´µÄ¦´ä��������É��SÂ�Â��S�±��´��}�¦�����MãK����²��������ip¼�
����²��µ���¼���Q�ÍÄ!�Q�����¤�����Í��²�Ä¦����´�¹�²��Q�9�Õ�K�SÂ��������¼�Õ²��Ý��³���²��µ��Ä¦���º���¼��´�Â����S��´�¹�²����Í�����º�
�SÂ����Q�P�/���Q�K������³Q�}Ä¦Â����4�����ÎÂ���������Ä!�������0³���Ä¦Â��µ�����Q�0¹�²�´E�����}´µ�������º�Î���2Â���Ù���´�¹�²��
���Q��´µ���¿��³ß��´µ�����Í���0����³Q²���´ä���}�

¯°�������?ÂO�}����´µÅ��µ�����2���}�������$���¦����Ä$Å�����²�� �Õ²��������;������Ä¦Â��µ���$�K�S���?���Q�&¹º²������?���
Â��ºÙ���´�¹º²��Î�����]Ä!�����S���}���]���Î����²��1kK²�´��������¿�}²��9²��=�e�}���9Â��±��ÂO�}�K�����&�S���P�UÂO�}²��Ã³Q������+
���}²����±����½º�7Ùº�}���%�Õ²4Â��SÂ�´����&�µ�����ß�Õ¯°�����±�%���}�K³	´µÄ¦ÂO�}�±�&�Õ���%���ÃÂ��±��ÂO�}���Q�%���Q�������µ²���´µ�}���
��²�Ä¦����´�¹�²���� ��j/³��}³����¼�Õ²��ÔÂ��±��Å��µ��Ä¦�Q���}����������� Â��S��³Q�Î�¿Ù¤ÂO�;�fÉÚ��³Q�}²��µ��Ä¦�������
NPOe� R�S.T,UXWZY/UXW��=W�a�_ U��=�(�3W$O
c ���;��³Q�}²�����Ä!�������?¹�²��!����²��$³�������³&�������}���,�������Õ´ä���Q�;�K�Õ���;���Ô��²�´ä���/���¦³Q�Q�;���¤¾

ÂO�}���Î���}���]Ä¦�����Q��´µ�����]Â��Õ�Ã�µ���]��¹º²��S��´��}��� ���0»¼��½¤´����¿¾ÞÀ����}Á������Þ´µ���±�ß�6��´µ�}�����Õ´µ���Q���9���}�
�µ´µ���7�S´��±�����Q���µ´����7�S´µ�����Q+�����´ä�����Q��ÂO��³ß��´ä½º��Ä¦���º�$)

∂tu− ν∆u + (u · ∇)u +∇p = f
�K�S���

Ω
�±�}���o�

∇ · u = 0
�K�S���

Ω
�±�}��_i�

u(t)|∂Ω = 0
³Q�}�K��´ä��´µ���,�S²��Ô��´µÄ¦´ä���Q� �±�}�ÇÆb�

u|t=0 = u0
³Q���K��´µ��´��}�´µ��´µ��´��S�µ� �±�}�ÚÛ��

∂tu− ν∆u +∇p = f
�K�S���

Ω
�Þ���Çâb�

∇ · u = 0
�K�S���

Ω
�±�}�Çíb�

u(t)|∂Ω = 0
³Q�}�K��´ä��´µ���,�S²��Ô��´µÄ¦´ä���Q� �±�}� ·��

u|t=0 = u0
³Q���K��´µ��´��}�´µ��´µ��´��S�µ� �±�}�ÇÏb�

�i�
Ω
���±���µ�;����Ä/�Õ´µ���?���0��ÉÊ��³Q��²��µ��Ä!�����7�

�	�Q�%��¹�²K�S��´��}����ÂG�}�������������%���6��²������µ���QÄ¦������¹�²�����¹�²�����Â��±��Â��±´��Q����������Ä2�S��¹�²��SÅ��µ������ �}²��.�fÉÇ�ÕÅO�}���L+������µ���1�����º�.³Q���������Þ½��6��´ä½º�������¤³��Õ�µ��Ä¦�Q���.�Q�1���µ�}Å��Õ�µ��Ä¦�Q����)º³Q��³Q´K���±�.��g�?���Q²����]³Q����������²K³���´��}���]Ä4d�Ä¦���Q+������º� ���9���}Ä4Å�����²¤���}²�½��&�S���Q�Ã���&�S´µ���������SÅO�}�K�K�ÕÄ4¾
Ä!�����/�UÂO�}²��?¹�²�����¹�²����?���ÕÂ�ÂO���µ�?��´�Ä¦Â������;½���´µ�;���������2�Õ²������-�ÚÆ�_��1�}²��µ�QÛu���9�Q�$���}���o+
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Â��Õ�M³Q�}������¹�²������Q+S����²��M���	���ÕÂ�ÂO���µ���±������Â��S�M���	Â��±´µ�K³Q´�ÂO�}�º�¼ÉÚ���±�%� É��S´��µ�µ��²�����ÂO�}²���³Q�Q���
¹�²�� ��ÉÚ�}�¦Â��S���µ� �}�������&�S�µ��Ä¦�����.���Q�1��¹�²��6��´µ�����'�±�}���o�E�Q�'�±���Çâb�M³Q�}Ä¦Ä¦� ��������¹º²��S��´��}���
���0³Q�}�������±½}�6��´µ���Ý���Î���4¹�²��S����´µ���0���9Ä¦�}²�½º�QÄ¦�����Ã�Q� ���?�Þ���Ç_b���Q�P�±�}�Çíb�.³Q�}Ä¦Ä¦�Î���Q�
��¹�²��6��´µ�����9���$³Q�}�����Q�±½}�S��´��}�:���?���!Ä2�Õ�������O¸%����²�´ä���i+��µ���������±Ä¦���¼���$³Q����½���³���´µ�}�,���
(u · ∇)u

��ÉÚ´µ�������±Â��edQ��������³Q��Ä¦Ä!�;���0��´µÄ¦Â��µ��� ���Q��Ä¦�������Î���&�S����ÂO���Þ�o+K��²ÝÑX�Õ´ä�Í¹�²fÉÚ´µ���
�yÉÚ´µ����������²�´���������Â��S�%�fÉÚ�Q�������}´��Ã�K�S�����µ�Ã�±Ù��±����Ä¦���}¸��4���G�Q�o+S��ÉÊ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���%�Q�&�Õ�º�o+SÂ��S�
���QãK��´ä��´µ���!���Ã��ÉÚ´µ�K³Q��Ä!Â���������´µÅ�´��µ´ä��� �fÉÚ²��.kK²�´���� ���]��������´ä���]³Q�}���±�ß�S�����i+��9��´ä½º���±���Q�K³Q�
�¤²��µ����+�²��Ý��´µÄ¦Â��µ�;³��S��³Q²��y���}²�� Ä¦�}�������0¹�²��Î��ÉÚ�������±��´µ�

L2 ��²Ô���Q��Ä¦�0���0³Q���º½º��³���´��}����±���¤²��µ�µ�6)
∫

Ω

(u · ∇)u · u =
∑

i,j

∫

Ω

ui∂iujuj

=
∑

i,j

∫

Ω

1

2
ui∂i(u

2
j)

=
∑

i,j

∫

∂Ω

1

2
uiu

2
jni

= 0ÜÍ´���³Q�±�Q��´µ�����]³Q�Q�Ã��¹�²��6��´µ�����	���}²��Ã���=�±����ÂO��³��ß�S��� �Õ²=Ä!´���²¤�=³Q���Ã��´��G���±���������ÃÂ��±�Õ¾
Â���´µ�Q���Q�/���}²��µ�Q½º��Õ�µ���±�¦²��(³Q���±�&�Õ´µ�(���}Ä4Å��±������´ j2³Q²��µ�����7� c �:Â�����Ä!´����±�Ý�fÉÚ���������
���}²������=���±�Ý���:�±����ÂG��³������=��� ³Q�}�����&�S´������È�fÉÚ´µ�K³Q�}Ä¦Â���������´µÅ�´��µ´ä���«�fÉÚ²���ÂO��´µ���Ý���,½�²
��´µ�&³Q�±�Q�V)G²����4ÑU�u¡Q�}�:��´�Ä¦Â����$�Q�9�������6��´ä½º��Ä¦���º�ÎÂO�Q²È³Q�ig�����²��������$����ÂO�}�K�����4�2³Q�Q�±���
¹�²����±��´µ�}�«�/�Q�����SÂ�ÂO�}�±���Q�4Â��Õ� � � � �f�.���}²�¢���´ �,�Q�0áE� ¾ � � Ð���½�´��Õ�Þ�f�/��É��S´������fÉÚ²����
Ä¦�Q���������;�fÉÚ���µ��Ä¦�Q�����]ãK��´���¹�²�´fÂO���Þ���;���������±Ä2�Õ´µ� �µ��²���� ����Ä!�7�

áE�}²������QãK��´�� ���ÕÂ�´�����Ä¦���º�¼³Q�������;��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���3+�´µ�y����²�� ÑU�S²�����²�Â�ÂO��������¹�²��0���
����Ä/�Õ´µ���9���¼��ÉÚ��³Q�}²��µ��Ä¦����� �S´µ�	�Q���Î�S²�Â������Õ���ÕÅ����0�SÂ�Â��±��³&���¼Â��S�	²����¼����´��Õ���}²����S��´��}�
τ
�����º�9�µ���¼���µ��Ä¦���º���

K
�����º�Î���Q�Í����´��S�����µ���¼���:��´µÄ¦������´µ���:����²��,� ÉÚ����Â��Õ³Q�$�Q�Î���Q�

���Q���&�S�����������]���Ý��´µÄ¦������´µ���=�����}´����K¸�����²�´µ���i+��µ���Ã½�´ä���������Î�Q�]Â���������´��}�Ý��´µ�&³����Q���Q� �����º�
���QãK��´µ�%���.�����µ�����M�����Þ������¹º²��	�µ�	Â����}Å����QÄ¦�Ã��´µ�&³����Q���SÂ�Â��±��³&���]�S´µ�M²��4���������fÉÊ²��4ÂO��´µ���
���0½�²��0Ä2�6������Ä2�6��´�¹�²��6��³QÑ¿�K³����ÕÂ�´µ�����1� �4ç _i�	ÂO��²������;Â��µ²��¼�SÄ¦Â��µ�����&�SÂ�ÂO���µ�o+����Õ¾
�ß�SÄ¦Ä¦�����]��²��Ã���4���QãK��´ä��´µ���Ô���K�}³ß���0�����]����Â��Õ³Q��� ��´���³Q�±�Q���]��Ä¦Â��µ�7Ùº���£�1�Q�]�����µ����� ¹�²��
���$½�´ä���������?��´µ��³Q�������0���}´ä���!��´µ½������}���K³Q�;��²����µ�0Â��Õ� �Q����Ä!�����

K
���

τ
�

� �}²�����Ñ���´µ�Q+��S²2���Q���S���2���Q�Ã�Õ²��������.Â��±��Â��±´��������	�����.��¹�²K�S��´��}���Ã���¼»¼��½¤´��Q�Þ¾ÞÀ����}Á����
�&�SÂ�ÂO���µ�����2Â��±��³Q������Ä!Ä¦�����Q+�³Q�Q�/���µ��Ä¦�����¦ãK��´ ÂK�Õ�Þ��´�³Q²���´µ���¦Â���������������¹º²�����¹º²����/´���¾
��²�j/�&�S�K³Q���1)+³����±�����Q+yÄ!�6Ù��������S���$¹�²�����¹º²����?���G�}�±���?³��S��³Q²����6���}´��±���Q++���}²��?ÂO�}²�½º�}���
����Ä¦�}�����±���	¹�²yÉÊ´��O�&�6��´µ��ÑU�S´µ�	���;Â����}Â���´µ�Q���¼���¼³Q���������Þ½��6��´ä½�´ä���¼��½º��¹º²����¼Â��µ²��	�K�Õ²��z��³QÑ)�
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�Ç·¤�Í�Q���µ�QÛ��¼ÂO�}²��2²����:�S���S�µÙ¤���,���Q�ß�S´µ���µ���¤�£+.Ä/�Õ´µ�2ÂO��²��2��ÉÚ�Q�������º��´µ���Í´µ�Í�����&�S��´���ÑX�Õ´ä�
�S²K³Q²����9�����]�S²����±���	Â��Õ�Þ��´�³Q²����Õ�±´µ�����]�����Ã��¹�²��S��´µ�����z�±�}���o�°¾£�±�}��_i�%�}²¥�±�}��âi�°¾£�±�}�Çíb���¤á%´µ���
����³Q���±�i+º´µ�K´��º�����¤��²�´ä�.²��/³Q���±�&�Õ´µ�/���}Ä4Å��±�Í�fÉÊ�����±��²������¤²�Ä¦���±´�¹�²����1��²�Â�Â����QÄ¦�����ß�S´µ�������

�	�}Ä¦Ä¦�Q�¦¡Q�����+Â��S�y��´��}���Õ�µ���+��ÉÊ�������Q²��|¹�²yÉÊ´��º�����¤��²�´ä�E³Q�Q�+���µ��Ä¦���º�+ãK��´���²��y��ÉÚ�}ÂG�Q�&�7¾
����²��1������´ � ²���´µ���f�¤Ü9�S���1�µ�Í³��S�1³Q���º��´µ�¤²3+��Q�1Â�²�´µ��¹�²�� ����²��1³Q������´������±�����1²��¦��³Q�}²��µ��¾
Ä!�����q����´µ½������}���K³Q�.�¤²��µ�µ�i+6²��$³��Õ��³Q²�����´�Ä!Â����1����²��EÄ¦�}�������1¹�²��1��� �������6��´µ���?��²�´ä½}�Õ�º���
���±� ½�����´äãK���?)

∆u = ∇ ·
(
∇u +∇ut

)
¯°�y��²�j¦� ÂO��²���³������!���0�±��Ä2�S��¹�²���� ¹�²��0���}²��¼��½������ ���ÝÑU�S´ä�$)

∇ · ∇ut = ∇∇ · u = 0

p¼� ³Q�}Ä¦Ä¦�9´�� ���±� ��´��}���S���0�K�Õ���P�µ�QÛu�§+�³��Q�����Î��������´µ�����Î���º�Õ�µ´ä���0�yÉÊ���±� Â��S�Ã½º����´äãK���
ÂO�}²��9²����$½�´ä���������?�2��´µ½������}���K³Q�!��´µ��³Q���Q�����¤²��µ�µ�!��´µ��³Q���Q��´������4�2� ÉÇ�Õ´����!���4��ÉÚ���µ��Ä¦�Q���
��� �	�±��²�¢���´ �¤¾¿Ð���½�´��Õ�Þ�()Õ³Q�Q�����Ã´���������´µ���Ã�����4½�����´äãK���Ã´µ�����±����²�´ä���������S�±����ÑU�Õ³������¤²�Ä!��¾
�±´�¹º²�����´��K���Q��´µ�&�SÅ��µ���Q+O��²��¼�Õ²��Ý��´���³Q�}����´µ�¤²�´ä���Q�¼����� ½º��³�����²���� ½¤´µ���������6��³QÑ¿�¨�ä��Û��+ÂO�}²��
²����?��´µ��³Q²�����´��}�,�SÂ�Â����}ÑÒ�}�K��´µ�;��²�� �µ�;��²��)�Q���ß�� �Õ´µ�Q+y�µ���?����ÑX�Õ²����?���!� ÉÊ�����QÄ¦�����0ãK��´������.���}²�¢���´ �¤¾¿Ð���½¤´��S�±�;���¦��ÉÇ�Õ�±�edQ���!�������S�
Â��S���¦³Q�������O¸%����G�Q�Q+K���¦��´��G���±���K³Q�$���?�����}���;�������±�;���Q�ÍÂO�}�µÙ¤����Ä¦�Q�¼¹�²�´+�����±½������r�
����ãK��´��;���=½�´ä���������2��´�³Q�������-�������?ÂO�}�äÙ����}Ä¦���$���/�������±���o�9�Q�?���ÔÂ���������´µ��� ��´µ�&³Q�±�Q����U�����.ÂO�}�äÙ����}Ä¦���	���Í�����}���¼×b��´µ�K��²�´µ�������	���;³Q�±�7�S��´��}�����Í³Q�}²��&�S�����1Â��Õ���Õ��´ä�����Q+�³}ÉÊ���±�±¾�7¾)��´µ���¼��� ½�´µ���������©�¿��²�Â�Â����QÄ¦�����ß�S´µ����� ���}�&�Õ�µ��Ä¦���º�]�S�±��´äã�³Q´µ���µ�µ��� � ã����fÉÊ´��µ�µ²����������1Â���²��
³Q���S´��±��Ä¦�����1³Q� Â����}ÂO���Q+���½��S�µ²���������������¹�²K�S��´��}���.���Í»¼��½�´µ���¿¾±À�����Á}����´������&�S��´��}�����S´��±���
�K�S��� ���;³��S�Í���Q�Í³Q�}�K��´ä��´µ�����Í´µ��´ä��´��Õ�µ����Â��S�±��´�³Q²��µ´µ����������²�´ä½}�Õ�������$)

u|t=0 :=

(
y
−x

)

c ��� ���}�µ²���´µ����� ������Ä!�����ß�S´µ���������}���¼�S�µ���±�Í���}����������Â��S�P)

u|t=0 :=

(
y
−x

)
p = −1

2
(x2 + y2)

Ü9�Õ���%³��]³��S�Q+Õ³}ÉÚ���±���Q�����G�Q�����ÍÂ����Q����´µ����¹�²�´i�±�SÅ������±ÅO���Ã³Q�}Ä¦Â��µ�Q����Ä¦�������µ�	������Ä¦�
���

(u · ∇)u
���ÎÂO����Ä¦�Q�0���}�K³����$½º���±´µãK�Q�Î�µ���Î��¹º²��S��´��}�����yÜ9�S���Î����³��Õ�Î��´���³Q�±�Q�o+G�µ�

������Ä¦�=���Ô³Q�}��½º��³���´µ���I���±�!²��IÂO�}�äÙ����}Ä¦�Ý���Ý�������±�È�Ô¹º²�´Ã���=ÂO��²����Q½�´�����Ä¦Ä¦���º�
Â��S�.dQ�����2³��SÂ������2Â��S�?���ÝÂ���������´µ���3++Â�²�´µ�&¹º²���³Q���µ�µ��¾)³Q´.���2³Q�}����´µ�����$Â��S�4³Q���$Ä?d�Ä!���
ÂO�}�äÙ�����Ä!������Ü¼²q³Q��²�Â3+��µ�Ô�����}��´µ���º�/���ÔÂ����Q����´µ�}�(�Q�!�µ�=���Q��Ä¦�Ô���Ý³Q�}��½º��³ß��´µ���q���
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�Q��������³©����� ½�´ä���������	��´���³Q�±�Q���Ã���.���	�±�ß�SÅ�´µ��´µ�����M���6��²��±���µ����Ä!�������Í���������µ²���´µ�}�������������
³Q´ ¾¿��������²��r��³Q���µ�µ��¾)³Q´ �SÂ�Â��Õ�Þ��´µ�����	ÂO�}²��±�&�Õ�º�&�0��ÉÚ����Â��Õ³Q�9�K�S���.����¹�²����O�Q½����µ²��Í���0½�´ä���Q�����
��´µ�&³Q�±�Q���¤�ß�

c �Î��´µ��²��S��´��}�/Â�����³Q�������������yÉÊ���±�1����²�����ÑÒ�}´µ�	¹�²yÉÊ²��2³��S�����}²��s�ÎÑU�Õ´ä�1Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´����.���
���4³Q�}��ãK��²����S��´��}�Ý��²�´ä½}�Õ��������À¤´f�K�S���]�����]��¹�²��6��´µ�}���$�Þ���µ�¤�1�}²5�±�}��âi�.���}²��]´µÄ¦ÂO�����}���
²��¦�����±Ä¦�����}²���³Q�

f
��ÉÚ��³Q��´ä½��S���.³Q��Ä!Ä¦���µ���}�&�Õ��´����º�	�fÉÚ²����ÍÑ����K³ß��´µ���

Φ
¹�²�����³Q����¹�²��i+

���Q�Î���}��²���´µ�����9�����±Ä2�Õ�µ��Ä!�����9��Å������¤²����9�����º�Î²����$½�´ä���������4�¤²��µ�µ���Q�9²����4Â���������´��}�
p½��S���Õ�º�4���K�Õ³�����Ä!�����

Φ
�EÜ9�Õ���$�µ��³��S�4��´���³Q�±�Q�o++���}���4���/� ÉÊ²���´µ�µ´��&�6��´µ��� �����$���µ��Ä¦�������

ãK��´µ�]���0�.���}²�¢���´ �¤¾¿Ð���½�´��S�±�ÃÂK�Õ�.������Ä¦Â��µ�i+�³��Q�����Í��´ä��²K�S��´µ�}���yÉÚ���±�	���������}���¼�}���������Õ�µ��±�SÄ2�Õ´µ�9½�����´äãK����)G��´
Φ
���±�Î�����}²��µ´��Q���l�U²��:��´�Ä¦Â����4ÂO���äÙ����}Ä¦�!�����������±�Ô�4��²�j¦�Î���

ÑU�S´µ�£��+}���¼Â���������´µ���¦��´µ�&³����Q���Ã���]ÂO��²���dQ�����]���º�S���]�
Φ
���1��²¦³Q�}²�Â3+}�µ�Ã���Q��Ä¦�Ã����²���³Q�]�Q�

���0�}�&�}��´����º�¼���0Â���������´µ���Ý���;��ÉÊ��¹�²�´µ��´µÅ����Õ����Â��Õ�Q+����4½�´ä���Q�����;���Q½�´µ��������ÂO�}���&�Õ����Ä!�����
�����Ý�¤²��µ�µ���

c ÉÚ��������Ä$Å��µ�#���Q�����ÑX�Õ²����Ý�����µ�Q½����ÝÂ��±��³Q������Ä¦Ä!�����Ý���}²��Ý´µ�K³Q´ä���5�I³Q�}���±����²�´µ���
���Ý���}²�½º���µ�µ���/Ä¦�������������o+M½���´µ���Ý���Ý���}²�½º���µ�µ���2��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ�����o+%¹�²�´]��É��6���ß�Õ³&�������Õ´ä��:���µ´µÄ¦´µ�����!�}²j�Õ²qÂ�´µ���H�,����ÂO�}²��������6�,²��q���������Ô��²�ÂO���±´���²����Ý�µ���!���±����²������¤²�Ä¦��¾
��´�¹�²����;�Q½º�¤¹�²��������|¸%� ��´µÄ¦������´µ�}� ����²��#� ÉÚ����Â��Õ³Q�i+y²����¦����ÂO�}�����2�Ô�fÉÚ�}�����;�Q�?�������
�Q���$�SÂ�ÂO���Þ�����.�!²���³����±�ß�S´µ�����}Ä4Å��±�?���?³Q����Â����}Å��µ��Ä¦�����!��É��S´����$���;��ÉÚ���µ��Ä¦���º��ãK��´
P1NC/P0 +P1

���Q½������}Â�ÂO�¼�K�S���r�µ�QÛ��`)º��ÉÚ´������i+¤¹º²�´�������²��ä���Í�����	³Q�����±�&�S�&�S��´��}���.Â�����¾
³Q�������������Q+ ³Q�}����´µ�����4�¦������´�³&��´µ�¼���/Â��±������´��}�È���$��ÉÚ�Q����Ä!�����Î���¦�.���}²�¢���´ �¤¾¿Ð���½�´��Õ�±�Q+t�
� ÉÇ�Õ´����9���¼ÂO�}�µÙ�����Ä¦���Ã�fÉÚ�}�������4��+¤�Q�&�?���QãK��´µ�	²����¼ÑÒ�}��Ä!�¼Å�´µ��´µ���7�S´µ���Î���9��´ä½º���±���Q�K³Q�
��´µ�&³Q�±�Q����Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�����]�.���=����²��j������Ä!�������2Ä¦´µ��ÅO�}²��±¾��7¾°ÅO��²������}²����}����ÂO���±Ä¦´µ�
�fÉ��Õ³�³Q����n������l�U�}�«ªÕ³Q�?�=�������}²�½º���µ�µ���;����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}����������³Q������´µ�±�ß�S�K³Q�¦������ÉÚ����Â��Õ³Q�
�����?½�´ä�����������4��´µ��³Q���Q�����V���´ä½º���±�����K³��=��´���³Q�������2�¤²��µ�µ�

Vh
Â��Õ�?���ÕÂ�ÂO�}�±�V�Ý����� ���Õ¾

Ä¦�}���}��²��/³Q�}����´���²3+f��ÉÚ����Â��Õ³Q�/�����Î½¤´µ���������Q�1�U³Q���º��´µ�¤²����£�z�=��´ä½º���±�����K³��¦�¤²����µ�
V
� c �

³Q�}������¹�²����K³Q�9��´��±��³����¼���¼³Q�Q�����9³Q�}����´µ���&�Õ�K³��i+¤���±�Ã¹�²��Í�µ���Ã³Q�}²��&�S�����.Â��Õ���Õ��´ä�����	�yÉÇ�ÕÂ�¾
Â��Õ���Õ´µ���������2Â���²��2¹�²���ÂO�}²��2�����2ÂO�}�µÙ¤����Ä¦�Q�=� ÉÚ�}������������²��¬��³Q��¹�²�´����±�2²��j�º�Õ´µ�
��²�Å��±�ß�S����´µ���	³Q�}Ä¦Â��S���=�Ý���Ý��´ä��²��6��´µ��� ´µ��´µ��´��S�µ�¤�;����¹º²��2����²��$����Ä!Ä¦���$��� Ä!����²����
�fÉÚ����ÂO���±���������EÂ����}Â���´µ�Q���������	��²�ÂO����³Q�}��½º�Q���}���K³Q�.�����Q�M´µ�����Q�������&�Õ��������� � ��²�����ÑÒ�}´��Q+S³Q�Q�
���µ��Ä¦�����$ãK��´	��´.Â��S�±��´�³Q²��µ´µ���4����ÂO������������Â��µ²��4�����4Ä?dQÄ¦���!�S���}²�Ä¦�������4���I��´µÄ¦����¾
��´��}�Ô�����}´µ���fÉÚ����Â��Õ³Q�?)����Ý��� �Q�Q+K�Õ²K³Q²����;Â����}Â��±´��Q���;���;³Q�}����´µ�±�ß�S�K³Q�0Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q���?���
Vh

�yÉ��SÂ�Â��S�&�on��9�S�µ���±�o+K³Q�?¹�²�´y����²�����Ä¦Âd�³����$���0Â����Q�����K�����.�¦���Q�Í�±����²��µ�&�S���¼�Õ²�����´
Â����}Å��S�����]¹º²yÉÚ���=��´�Ä!������´��}�Ô����²��f� � ²�����´h+¤²����9���}²�½º�Q���µ�Î¹�²����±��´µ�}�=���¼ÑU�S´µ���¿�}²��	���6¾
��²��±�����µ��Ä¦�Q���.)�ÂO��²��±¾°�}����Q�����}²�½º��� ������´µÄ¦������´µ�}������}´���������������²��ä�ß�6���¼�S���Õ�µ�}��²������
³Q��²��Ô�}Å������¤²����K�Õ�����µ�;³��Õ�����0���!��´µÄ¦������´��}������²��'®
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p¼²����±�4³�������+����!����²�½����µ���$Ñ����±Ä¦�?Å�´µ��´µ���7�S´µ�������4��´ä½º�Q�����Q�K³Q�4��´µ��³Q���Q���$´µ�����±����²�´ä���
´µ�K��²�´ä�Í����Â��±��Â��±´��Q���;����Ä2�S��¹º²��ÕÅ��µ�;��²�´µ½}�S�����6)���´

uh
���±�Í²����0½¤´µ���������.�!��´ä½º���±�����K³��

��´µ��³Q�������]�¤²��µ�µ�]�Q�
ūh
���}�!Â��±���¿�Q���]��²���� ÉÊ���µ��Ä¦������ãK��´

P1
��� c �Õ�}�&�S���}�i+º�S���}���%��ÉÊ�������Þ¾

�}´µ�¦´µ����������²�´µ���¦ÂK�Õ�0�µ��������Ä¦�
(uh · ∇)ūh · ūh

���±�;�¤²��µ�µ���+á��S�0³Q��������¹º²������o+f��ÉÚ´������
����Â��µ²��4���S��²������µ�µ�Ô³Q�}����´ä�����&�S´µ�?�´��º�����¤��²�´µ���=����Ñ����±Ä¦�=���=³Q�}��½º��³���´��}�¯�ÞÄ!����´äãK�����
(uh · ∇)ūh

Â��µ²��°�Õ�¼¹�²��;���!ÑÒ�}��Ä¦�0���&�Õ�K���Õ���
(uh · ∇)uh

+��Q�r�����Q²����0ãK�����;Ä¦´µ��²��
�±����ÂO��³������.�µ���	Â��±��Â��±´��Q�����Ã�����.��¹�²��6��´µ�����Ã���Î»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á��Q�	�}��´µ��´µ���S�µ���7� � �S´µ�Ã³Q�}Ä�¾
Ä!�����ÎÂO�Q²��±¾°���:´µ�����±����²�´µ����³Q�4���}²�½º�7�S²:������Ä¦�4�K�Õ���Î²����4ÑÒ�}��Ä$²����S��´��}�:Ä2�S������Ä2�7¾
��´�¹º²��i+K���0�����Þ���;¹º²��?³Q�Q���µ��¾)³Q´y����´ä��Å�´µ���ÂO�}�����`®

¸%��ãK�3+ ����²��,Â����}ÂO�}���Q�������:�fÉÚ�QÄ¦Â��µ�6Ù����,³Q�Q�:��´ �G�������º���������³&����´�¹º²����:�K�S���,�µ�
³��Õ���±�0�fÉÊ²����0�ÕÂ�Â��µ´�³��S��´µ���ÔÂ��S�±��´�³Q²��µ´µ�����4)¤� ÉÊ��³Q��²�����Ä!�����]�$Å��S� � �Õ³&�Ô�fÉÚ²��=Ä¦�����S�����
���¦����²���kK²�´������?¹�²��S��´ ¾)³Q�}Ä¦Â���������´µÅ��µ���7�+áE�}²��;³Q������+f´µ�%����²��0ÑU�Õ²K���&�=Ä¦�}�����±���;¹�²��i+
���}²���³Q���%��Ù¤ÂO�}�����������o+Õ���Q�%��¹�²��6��´µ�����%�����}´µ���&�S���%� ÉÊ��³Q�}²����QÄ¦�����1��²!Ä¦�����Õ���}�]ÂO��²�½º�Q���
����³Q��Ä!Â������K���±�,³Q�}Ä¦Ä¦�²����������±´������,���Q²��j��¹º²��S��´��}��������)Ù�ÂO�:»Í��½¤´����¿¾ÞÀ����}Á����
��Ä$ÅO�un����Q���o+��S²���¹�²����µ�µ���	����²��	ÂO��²��±���}���Ã���}�K³9�SÂ�Â���´�¹�²��Q�	�µ���Ã��´ �G�������������	Ä¦�Q�����������
�Q½���¹�²�������Â��µ²������S²��7�



@ A aCBAnOlÔpe ±

� eji B�pHG bAdfo(k eji ² pH³ji/G: ¶g pe M

�?OQN ´
TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
Ü9�Õ���.³Q��Ä!��Ä¦�}´��±�i+�����²��	�S�µ���}���.Â�����ÂO�}�����1²�����Ä!�������µ´µ�ß�6��´µ�}�������1��³Q�}²��µ��Ä¦�������

��´µÂ����Õ��´�¹�²����l�#Å��Õ� � �}³&�L+.Å��Õ�����,��²����µ���=��¹�²��S��´��}���Ô���È»¼��½�´µ���¿¾±Àº���}Á������ � ²�����´h+
����²��!Â����}ÂO�}���}���¦�K�S����²��IÂ�����Ä!´����$����Ä¦Â������Ô���QãK��´µ�!���=Ä2�Õ��´µ���±�=�������Q�&�Õ�µ�Ý³Q�Q�
��¹�²��6��´µ�������Q��� ÉÚ���m�����������¹�²�����¹�²����Â��±��Â��±´��������Ä2�6�����QÄ2�S��´�¹º²�������¸%����²�´ä���i+]�Q�
Â�²�´µ�&¹º²��#���}²�����}²��Ý´��º�����±���������±�����Ý���º�Õ�µ��Ä¦���º���I���I�������}��²���´µ��� �¤²�Ä¦���±´�¹º²�� ���Q�
��¹�²��6��´µ�����!���Ô»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���Q+E���}²������QãK��´µ���}�����µ�=³Q�}�����������=��´µ��³Q���Q�!���Õ���4�µ��¹�²����
����²��.����²��.Â����}³������}���	�K�Õ���1���0��²�´µ���Í���	���}���������}���	¹�²�����¹�²����1���}�&�S��´��}���	¹�²�´K���Q�����º�
²���´µ�µ´�������� ����²��Í�Õ²Ý�µ�����¦���?³��0Ä¦��Ä¦�}´��±���

�?O°� ¸º¹?µ�_fU`·�S.T��»�=W ¼9_]½/·�W&^L¾L¿VUXS$À$W(�»Á�S.µ=^Iµ�T \(¶sS.µ?¾
a�W(Â W(T,UÃ·�T�¶sS$Â Á�^`W(�¨�¨·�Äla�W.O

c ���¦��¹º²��S��´��}���/����»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á��Q�¦Ä¦��������´µ�������/��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���2�fÉÚ²��ÅkK²�´����Ý´���¾
³Q�}Ä¦Â���������´µÅ����$)º³Q���1��¹�²��6��´µ�����1���}²��.ÂO���±Ä¦�Q���������s�;³����}¹º²���´����±�ß�S���.���Í���Q���Q��Ä¦´µ�����
� ÉÊ�Q�ß�6�Í��²�kK²�´����i+Æ�4���&��½º���±� �&�4½¤´µ���������

u
�����&��Â��±������´µ�}�

p
�

c ���/��¹º²��S��´��}���2���,»Í��½�´µ���¿¾ÞÀ����}Á����/���}���/�Q�ß�SÅ��µ´��Q�=�ÈÂ��S�±��´��/�����¦��¹�²��6��´µ�}�������
³Q�}�����Q�±½}�S��´��}� ���!����Ä2�Õ�����!���?���!���Ô¹º²��Õ�º��´ä���¦���!Ä¦�}²�½º�QÄ¦�����o+ �Q�0��ÉÚ��³Q�±´ä½º�����6�U���
³Q�}����´��������Õ���¼¹�²��?�µ�fkK²�´����?³Q������´��������;���±�¼���?���Q����´ä���?³Q�}���±�ß�S�����?�K�S�������?���}Ä2�S´����

�7·
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Ω
���0� ÉÊ��³Q�}²����QÄ¦�����Q+�´ �Ê����´���³Q��Ä¦Â���������´�Å��µ�¤�r)

∂tu− ν∆u + (u · ∇)u +∇p = f
� _����o�

∇ · u = 0
� _���_i�

u(t)|∂Ω = 0
³Q�}�K��´ä��´µ���,�S²��Ô�µ´�Ä!´µ����� � _��ÇÆb�

u|t=0 = u0
³Q���K��´ä��´��}�´µ��´µ��´��S�µ� � _��ÚÛ��

�i�
∂Ω

�Q��� ����ÑÒ���}����´����±�;��²����Ä2�S´µ���
Ω
�

c �¼�±Ù��±����Ä¦�¼�fÉÚ��¹�²��S��´��}���	Â�����³Q���������	���¼��´µÄ¦Â��µ´µã��9�K�Õ���.�µ�9³��S�	�����µ�Í������Ä¦�Í���}�
�µ´µ���7�S´��±�2ÂO��²��Þ¾Êd������/�������µ´µ�����X��³Q�}²����QÄ¦�����V�ÔÑX�Õ´µÅ��µ�/½�´ä���������/Â��S�?�ß����Ä¦Â��µ�¤��+y�Q�$��ÉÚ�}�
�}Å���´µ�����¼�S�µ���±���µ��� ��¹�²��6��´µ�����Í���$Àº���}Á����v�¿´����±�ß�6��´µ�}�����S´��±�����4)

∂tu− ν∆u +∇p = f
��_��Çâb�

∇ · u = 0
� _��Çíb�

u(t)|∂Ω = 0
� _�� ·��

u|t=0 = u0
� _��ÇÏb�

¸%��ãK�3+����}²��]ÂO�}²�½º�}���]�����S�µ��Ä¦����� ³Q������´��������Q�]�µ�ÎÂ����}Å��µ��Ä¦�0���;À����}Á����Ã�±�ß�6��´µ����¾
���S´µ���?)

−ν∆u +∇p = f
��_��Úë��

∇ · u = 0
��_��µ��×b�

u|∂Ω = 0
� _����}�o�

�?OÌË ¸ÇY�·��tUXW(Tl¶vWKWsUÍµ�T�·�¶©·£UX\K�5ÎÌµ�T=WÏ�3S.a�µ1U`·�S.T _.µ Á�^`Sr¾
Äla��&Â W��=WK¼9_]½/·�W&^L¾L¿VUXS$À$W(�sO

Ð©ÑÓÒ(ÑÌÔ ÕÅÖ�×�×fØ¨Ù4ÚÜÛ'ÝÞÙ�Ø¨ÚßØ3ÚÜ×'ÖZà
Ø¨Úâá°ãZä'àÆå�æÊãZä�ä]Ø¨ÙÌÚ
Ñ
c ÉÚ����´µ�±������³Q�0�Q� ��ÉÊ²���´�³�´µ���;�fÉÚ²����0���}��²���´µ�������� �±Ù��±����Ä!��� �fÉÚ��¹�²��S��´��}���Í�S²��Ô�����±´ä¾

½������0Â��Õ�Þ��´µ���µ�����;Â��±��³Q�����������;���±�;²����¦¹�²����±��´µ�}� �����µ´�³��6���/¹�²�´�����³Q������´µ���¦²��#³Q���Þ�ß�S´��
���}Ä4Å��±�;���0�&�SÂ�ÂO���µ���Q�Í���;���Õ�ß�6��´µ�}�����

Ü9�Õ���Í���}²��Î³Q��¹º²�´E��²�´ä½��&��+O�µ���9���Õ�ß�6��´µ�}���9��²�´ä½}�Õ�º�����9�����±���º�9����Â���´µ���Q�7�Lp¼�,��²�Â�¾
ÂO�}����¹�²��]��� ���}Ä2�Õ´µ���

Ω
���]��ÉÚ��³Q�}²��µ��Ä¦�����1�Q����²��!ÂO�}�µÙ����}����³Q���º½º�����]���/��´µÄ¦������´µ���
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d = 2, 3

�Xp¼�«���}���
Lq(Ω )

¾ÍÂ��µ²��;��´�Ä!Â�����Ä!�����
Lq

¾Í��ÉÚ�Q�����QÄ4Å��µ�/�����;Ñ����K³���´��}���.�
½��S�µ��²����?���Q�����µ���$�����º�$���ÔÂ�²�´µ���&�S�K³Q�

q
���±�?´��º�����}�&�SÅ����-) ||.||0,q ���±���S���}���?���Ô�����±Ä¦��Õ������³�´����/�Ô³Q�Q�?����Â��Õ³Q���|á��S��Ä¦´�³Q���;����Â��Õ³Q���Q++�}�#���}�����&�

(., .)
�µ�¦Â����¤��²�´ä�$��³��S���Õ´µ���

���
L2 ��� ||.|| �&�����}��Ä!�?�Õ������³Q´µ�����
p¼�Ý´µ�����±����²�´ä�����º�Õ�µ��Ä¦���º������� ����Â��}³�����ÑÒ�}�K³���´µ�}������������²�´ä½}�Õ�����$)
Hm(Ω ) := Hm := {v ∈ L2 ; ∂αv ∈ L2 ∀α 0 ≤ |α| ≤ m}
Hm

0 (Ω ) := Hm
0 := {v ∈ L2 ; ∂αv ∈ L2 ∀α 0 ≤ |α| ≤ m ; v|∂Ω = 0}

�.���¦����Â��}³����/Ñ����K³���´µ���������µ�/���}���/�����¦����Â��Õ³Q���/����Ø ´��µÅO���±�¦²����ÝÑ���´µ�/���Õ�����/��²
Â����¤��²�´ä�Í��³��S���S´µ���0��²�´ä½}�Õ�º�$)

(u, v)m :=

∫

Ω

∑

|α|≤m
∂αu ∂αv dΩ

� ³Q�ÝÂ��±����²�´ä�/��³��S���S´µ����³Q�}���±����ÂO���K���Q���2�����¦�����±Ä¦���¦�Q�/����Ä¦´ ¾°���}��Ä¦���!���}�������
������ÂO��³���´µ½���Ä¦����� ||.||m �Q� |.|m �

p¼� ÂO�}²������,�S²�����´1²���´µ�µ´������$�µ�2Â����¤��²�´ä�4�&³��Õ���S´��±���Q�$���Ý���}��Ä¦�/��²�´µ½}�S�����4���QãK��´µ�
��²��

H1
0

ÂK�Õ�P)
(u, v)1 := (∇u,∇v) :=

∑

1≤i,j≤d
(∂jui, ∂jvi)

|u|1 := ||∇u|| := (∇u,∇v)
1
2

¸%� ���G�Q�o+ |.|1 ���±�$Å�´µ��� ²����2���}��Ä!�2��²�� H1
0

++��²�´ä���=�Ô� ÉÊ´��������S�µ´µ���=����áE�}´��K³��Õ���
³Q´ ¾¿���������}²��Q+�½�����´äãK���0�µ���±�&¹º²��;�µ�;����Ä/�Õ´µ���;���0� ÉÊ��³Q�}²�����Ä!�����

Ω
�Q��� ÅO���±���6)

∃γ0 > 0 | ∀u ∈ H1
0 ||u|| ≤ γ0|u|1

c ���±��¹�²��]�µ���%����Â��}³Q���%ÑÒ�}�K³���´µ�}�������µ��Â�����³Q�����������%�����º���Q�����K��²��Z�Î������Ñ����K³ß��´µ�����Z�
½��S�µ��²������K�S���

Rd +Õ�µ���%���Õ�ß�6��´µ�����.�Õ���}Â��������%�����º�%�����%Ä4d�Ä¦�����¼� ÉÊ����³Q��Â���´��}�¦���]���¼���Õ¾�ß�6��´µ�������� ����Â��}³Q�Q����²��¤¾°Ä?dQÄ¦����¹�²�´y�����±���º�����QÂO������� ����}�&�S�¨íK�Õ´µ����´
H1

0 := [H1
0 ]d
�� ´µ����eg���+����!���QãK��´ä��´µ�������� �����±Ä¦��� �Q� Â����¤��²�´ä������³��S���Õ´µ����� ���±���µ���}������Ä¦�Q����Ä¦�¤��´ä¾

ãK���$Â�²�´µ��¹�²yÉÚ´µ�EÑX�Õ²��9�������}��Ä2�S´��¼���º�S����Ä!�����9���}Ä¦Ä¦������²��¼�µ�$���}Ä4Å��±�4���$��´�Ä!������´��}�
���0����Ñ����K³ß��´µ���Ô½º��³������±´����µ�µ�?³Q�}����´������������



_Õ× w�x ðzy�øQï�ú�óÇ��} òEó1ö�y1úz�]ñ	ò|ù1÷,ó1ö/È ú]É.öL�40Eô9ú�ó]}
p¼����QãK��´ä�������S�µ��Ä¦�������µ�������}²��Þ¾°����Â��}³Q��� ��²�´ä½}�Õ�º���P)

L2
0 := {v ∈ L2 |

∫

Ω

v dΩ = 0}

V := {v ∈ H1
0 | ∇ · v = 0}

¸%��ãK�3+E�}�q������´µ�����Q�&�,Â��S�
Lq(0, T ;X)

��½º��³
X
����Â��}³Q�Ô��� � �S���}³��3+M��ÉÚ�Q��Â��Õ³Q�

���Q��Ñ����K³���´��}���
t→ f(t) : (0, T )→ X

�����µ�µ���Í¹�²��?)
f
���±��Ä¦����²����ÕÅ��µ�0ÂO��²�� ����Ä¦�Q��²��±�

dt

||f ||Lq(0,T ;X) :=

(∫ T

0

||f(t)||qXdt
) 1

q

< +∞

î ²��S�K���S²K³Q²����?³�����Ñ�²���´µ�}����0�����&�4ÂO������´µÅ�����+K�}�Ý���}�����&��Â��µ²��°�Õ�
Lq(X)

�
Ð©ÑÓÒ(ÑhÐ ï(ã�Ý�ðCÛ�ÙÊÖqå�æ�ãZä#ñ�Ö�Ý�æ�Ö�å�æÊãZä�ä]Ø¨ÙÌÙÊØZÑ

c �������ÕÂ�ÂO���µ��Â��±��³Q����������� ½º�}�������}²���ÂO�Q��Ä¦�Q�±�������º�Í���;���QãK��´µ���µ��� ÑÒ�}��Ä4²����6��´µ�����
½}�S��´��S��´��}�������µ�µ���%�S�����¤³Q´µ�������Õ²��;Â��±��Å��µ��Ä¦�Q�©� _����o�°¾£� _���_i��+���_��Çâb� ¾���_��Úí�� �Q�©� _��Çëb�°¾£��_��µ��×b���

áE�}²��Ý³Q������+]�}� ´µ����������²�´µ��µ���ÝÑÒ�}��Ä¦�Q�ÝÅ�´µ��´µ���7�S´��±���
a(., .)

�Q�
b(., .)

³Q�}����´µ�¤²��Q�
�±����ÂO��³���´ä½º��Ä!��������²��

H1
0 ×H1

0

�Q�
H1

0 × L2
0

���QãK��´µ����Â��S�P)
a(u,v) := ν(∇u,∇v)

b(v, q) := (q,∇ · v)

p¼�?���QãK��´ä�|�����S�µ��Ä¦�����|���]ÑÒ�}��Ä¦������´µ�µ´����7�Õ´µ���
c(.; ., .)

³�������´���²��1��²��
H1

0×H1
0×H1

0Â��S�P)
c(u; v,w) :=

1

2
(((u · ∇)v,w)− ((u · ∇)w,v))

c ���¦Â��±��Â��±´µ�Q�����¦���µ��Ä¦�Q���ß�S´��±���/���³Q�������ÔÑÒ�}��Ä!�=����´µ�µ´µ���7�Õ´µ���Ô�7ÉÊ���¤²�Ä¦�Q�������/�Õ´µ����´
ÂO�}²��]���}²��

u,v,w ∈ H1
0

)
c(u; v,v) = 0

|c(u; v,w)|+ |c(w; u,v)| ≤ c(||u|| 12 ||u||
1
2
1 ||v||1 + ||v|| 12 ||v||

1
2
1 ||u||1)||w|| 12 ||w||

1
2
1

|c(u; v,w)| ≤ c||u||1||v||1||w||1



��}èç�}%óq2ÎøÞöyï�ó�~,w%óó¼ïâ0`~Íø�w�øQï�É�ôlé 0`~Íó,öL�Ãò'0ÃïEø��&~ ð101y1úz�]ñ	ò|ù1÷,óôÎóH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1öt}Ç_��
� ½���³ ³Q���:���Õ�ß�6��´µ�}���Q+¼���jÑ�����Ä$²����S��´��}��½}�S��´��S��´��}�������µ�µ�q�����:Â��±��Å��µ��Ä¦�Q�Å� _����o�°¾� _���_i��+�� _���âi�°¾£��_��Úí�� �Q�4� _��Çëb�°¾P��_��µ��×b� ��ÉÚ��³Q�±´µ�V)G³&������³������

(u, p) ∈ H1
0 × L2

0

���Q���Î¹�²��
∀t > 0

�Q� ∀(v, q) ∈ H1
0 × L2

0

�}���Õ´ä���±����ÂO��³���´ä½º��Ä¦���º�$)
(∂tu,v) + a(u,v)− b(v, p)− b(u, q) + c(u; u,v) = (f ,v)

u(0) = u0

(∂tu,v) + a(u,v)− b(v, p)− b(u, q) = (f ,v)

u(0) = u0

a(u,v)− b(v, p)− b(u, q) = (f ,v)

Ð&ÑÓÒ(ÑÓÒ òôó&×Pãqå�õ'ö3ÚÜØ3ÚßØtåßå�õ'÷3ã�Ý�ö¨ðøØ¬ù,úûØtü]æÌÚiå�Ø¨ä�à
Ø�Ñ
� ãK�=�fÉÚ����Â���´�³Q´ä�����Ã�µ�9�±����²��µ�&�S�]�fÉÊ����´µ�������K³Q�9�Q�]�fÉÚ²���´�³Q´ä���Î���¼���?�����µ²���´��}�Ô��²=Â��±�Õ¾

Å��µ��Ä¦�¼���9»¼��½¤´����¿¾ÞÀ����}Á����r��_��µ�¤� ¾���_��Ç_b�£+º����²��Ã�Õ�µ�µ�����	ÑX�Õ´µ���¼¹º²�����¹º²����	��Ù�ÂO�Õ�����Q�����.��²��
���:�±���}²����S��´ä���Ý��²j���}Ä2�S´����Ý���Ô� ÉÊ��³Q�}²�����Ä!�����/���¦��²��!�����¦³Q�}�K��´ä��´µ�����¦´µ��´µ��´��S�µ���2��²
Â����}Å��µ��Ä¦���

ý�þ ¥%wKu6ç+©¤£�¢«  ��åy�Ur ÿ ���������
	����������	������������������ ����	������ ��� �"! Ω ��� #$����%��� �"!&��('����)�*� &+�
	��,&.- �"��/0- �"�1�2- �
�3�	��4!5���6!7� &��8�3�	��,&9��� f ∈ L2 /5���:�	;�<�=!>�?	�� (u, p) ����@&9	�A1��B ���8C?D=EGF�HJI�C?D=E4K;L�H:M;� &��ON5�%P
(u, p) ∈ (H1

0 ∩H2)× (L2
0 ∩H1)

||u||2 + ||p||1 ≤ c ||f ||
	�Q c ��� !R�S���%��	��=� !7���"!7�.- �S�T���.���7�
� �U�V- �
� ν �W! Ω E

ý�þ ¥%wKu6ç+©¤£�¢«  ��åy�� Íÿ �������X�
	���Y- �"�3�Z�.M��4!7������[�\�
�4!>�*�;��� u0
�W!T���]!7� &��8�^�	��,&9��� fM;� &��ON5� �
!+P

u0 ∈ V, f , ∂tf ∈ L∞(0,+∞; L2)

||u0||1 + sup
t≥0

(||f ||+ ||∂tf ||) ≤ C

	�Q C ��� !R�S���%��	��=� !7���"!7�3�\�����7�
� �U�����"!7�.���_!7� �^�"�E
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` ¢�ª«è�v6éyzy¢È f��åf��rba �����0���^���S�4!7�c���d���5�8� ��	���&9��/e���W!*!(�c��� &��
�*B &��Rfhg��
	�!4f�B���R�� &��!7	�� i	��,&��6M;� &��ON5�9�:����&6��	��S�6!>&9��M;���>�\��� &9	����3���,&%�����6!7� &��8���3�	��S&��9����/+��	�����!7���"!4�%�����	��,&��.���_!7� �j�
�E

k �«ªÕ³Q�4�/³Q���9��Ù�ÂO�Õ�����Q���Q�o+O�}�:ÂO��²��9�Q�ß�SÅ��µ´��¼�µ�$�����Q���±��Ä¦�4�fÉÚ����´µ�����K³Q�4�Q�Î�fÉÚ²���´ä¾
³Q´ä���¦ÂO�}²��0���!Â����}Å��µ��Ä¦�/���2»¼��½�´µ���¿¾±Àº���}Á����6� _����o�°¾£� _���_i��¾°�Q�?�����K³������S�µ��Ä¦�����;ÂO�}²��
�µ�2Â��±��Å��µ��Ä¦�2���ÔÀ�����Á}���$´µ���±�ß�6��´µ�����K�Õ´µ����� _���âi�°¾£� _��Çíb�°¾9���}���$�������Ä¦�}�������&�6��´µ��� ���±�
���}�������;�K�Õ���.�Ç_}_¤�§+��Ú_}Æ��§+3�Ç_SÛ��m+��Ç_}â¤�Z)
l ç+�wOv7©�ª«¢È  ��åf�Urnm 	��h�o�Z���_�����Xpqfhg��
	�!4f�B�����Y�@&9��������� �
!7����/]�Z�r�@&9	�A1�ZB �8�sC?D=E4K9H�IC?D,E�D1Ht��M;���^����3��	������4!>�*	����^���
��!>�?�;�Z���Y�������W!u�,�U�[�,���?- �"�^�	;�<�=!>�?	�� (u, p) - �S�2��J!4�\� Iv ���4!+���0���)�S�Y�����.��� !>�����J!>�?	��=�]���S��M;���"!(���.P

||u(t)||2 + νe−δ0t
∫ t

0

eδ0s||u||21 ds ≤ e−δ0t||u0||2 + δ−2
0 C2

f

||u(t)||21 + e−δ0t
∫ t

0

eδ0s(||∂tu||2 + ||u||22 + ||p||21) ds ≤ κ

τ(t)(||u(t)||22 + ||p(t)||21 + ||∂tu(t)||2) + e−δ0t
∫ t

0

eδ0sτ(s)||∂tu||21 ds ≤ κ

τ(t)2||∂tu(t)||21 + e−δ0t
∫ t

0

eδ0sτ(s)2(||∂tu(t)||22 + ||∂tp||21 + ||∂ttu||2) ds ≤ κ

�
	��S&%!7	��=! t ≥ 0 /^	�Q τ(t) = min(1, t) / δ0 = ν
2γ0

�W!^	�Q κ ��� !0�,�U�8��	��=� !7���"!7��U�%���7��� �������
!+- �
�%�����r��	�������!>�?	��=�3�����4!>�?�;�Z���.�W!+�X� Ω E
�?O7w x ·��¨¶s^`\sU`·��3_fU`·�S.T ��µIÁ�^`S$Äla��(Â W �=W¬¼9_]½/·�W&^L¾L¿VU`S$À$W(�vO

c �/�������}��²���´µ���:��²�Ä¦����´�¹�²��4��²,Â����}Å����QÄ¦������»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���9����³�������´ä���$� ÉÊ´��º�����S¾
��²�³���´µ���Ô�fÉÚ²��=Â��±��Å��µ��Ä¦�0�SÂ�Â����¤³&���i+����QãK��´ ��²��Ã�����]�Q��ÂK�}³Q��� ���Î��´�Ä!������´��}���ÃãK��´µ�����
Ü9�S����³Q�	Â��S�&�S�����ÕÂ�����+S���?½��Í���}�K³	����³Q�±´��±�.���}²������M�µ���E½}�S��´��ÕÅ��µ������´���³Q�±�Q������¹�²��.����²��
�����±�����1�SÄ¦�����Q�Z�9²���´µ��´µ�����%²��ä�����±´���²��±��Ä¦�����Q+}�µ�}�������]���9���QãK��´ä��´µ�}�¦�Q�����]��ÉÚ²���´µ��´µ�&�S��´��}�
���0��³&����Ä/�Õ����´µ��³Q���Q��������������� �������}²K�����0�µ�;Â��±��Å��µ��Ä¦�0´µ��´ä��´��Õ���

Ð©Ñ�y'ÑÌÔ zôãqå�Öqå�æ�ãZä'Ú|{�÷¨ä'÷LÝ�Ö�Ù�Ø¨Ú
Ñ
p¼�;��²�Â�ÂO�}���1¹�²����µ�1���}Ä2�S´µ���1����� ÉÊ��³Q�}²�����Ä!�����

Ω
���±�|�±��³Q��²�½º���±�+Â��Õ�y²�����ÑX�ÕÄ¦´µ�µ���

���ÎÄ2�S´��µ���Õ�}���
(Th)h∈H

²���´�Ñ����±Ä¦��Ä¦����� �±����²��µ´µ�����?�Õ²Ô���Q�������0���!���QãK��´µ��´��}�����?�Úí��Z)



��}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,óõô9ó ~�ð]ê�øÞó�ú]ë öyï&�©ì;ó1öt} _ÕÆ
²��:Ä/�Õ´µ�µ���S�}� Th ���µ��Ä¦�����Î��� (Th)h∈H

���±�Î³Q�}Ä¦ÂO�}�������?���±´��S���}�����9ÂO�}²��
d = 2

�X�i�
���Î���Q�����Õ����������� ÂO��²��

d = 3
�	���Õ�����

K
+�½�����´äãO�S�����µ����Â��±��Â��±´�����������²�´ä½}�Õ�º�����$)

~ ��ÉÚ´µ�������±����³���´µ��� ���2����²��#���µ��Ä¦�������$��´��±��´µ�K³����4��� Th +y��´1���µ���/�yÉÚ�Q���?Â��Õ�;½�´����i+���±�9������²�´ä���4���}´ä�P�/²��,ÂO��´µ���0³Q�}Ä¦Ä$²��3+O����´ä�f�2²����!�Õ��dQ���4³Q��Ä!Ä4²����i+O����´ä�f�
²����0ÑU�Õ³Q�;³Q��Ä!Ä4²����0�����´µÄ¦������´µ���Ô���±��´µ���

~ �}�=��²�Â�ÂO�����9���º�Õ�µ��Ä¦���º� ¹�²��9�µ�9�&�SÂ�ÂO�}�±� ��²=��´��SÄ¦�Q�����
hK

�fÉÊ²��=��´µÄ¦Â��µ�����
K��²�� �µ�;��´��ÕÄ!�Q�����

ρK
���0������Â������±�0´����&³���´ä���0���±��ÅO�}�����0´µ�K����ÂO���K�K�SÄ¦Ä¦�����Í���

K
�Q�Í��� Th )

∃σ | ∀K hK
ρK
≤ σ

¸%��ã��3+}�}��½}�¼��²�Â�ÂO�������%¹�²��]�µ�]Ä2�S´µ�����S��� Th ½º���±´äãK�]²����]��Ù¤ÂO�}��������� ��²�Â�Â��µ��Ä!����¾�ß�S´��±�0�����Ý�±�ß�S�K�K�Õ���L+�´µ�����±����²�´ä���0���Õ�ß�SÄ¦Ä¦�������K�S���.�ä��Ûu�Z)
ý�þ ¥%wKu6ç+©¤£�¢«  �äû|�Ur ÿ ���������
	����- �"�Y�
	��,&���f���- �"��!>&��?���S'X��� K ���$�8���>�����1'h��/j�>���p;�\� !(�+���6��	������0�X� �XpY��&9�W!7���5- �,����� �����
��&W!4�?� �
�����"!��
���0���:A�	�&9� ∂Ω ���:��	��8���\���+������ ����	������ ��� �"! Ω /��
	��,& d = 2 E"�e	�&��- �"� d = 3 /T	�����������	���]- �R� �>�U��p;�G� !7�]�('h�;��� ��� �"!��� �Xp v �������5�
	��,&.��f���- �"� K - �S�T��� ���X�
��& !>�?� ����� �"!��
���.���sA�	�&9� ∂Ω E

p¼�È²���´µ�µ´��������������S�µ��Ä¦�����0���Q�0���Õ�ß�6��´µ�����?�ÕÅ��±�������Q�0��²�´ä½}�S�������4)
s
������´��}�������=²��

����Ä¦Ä!�Q���²ÌÄ2�S´��µ���Õ�}� Th + a ²���� �S�edQ���«��� f ²����ÈÑU�Õ³Q��� c ������¹�²��«��ÉÚ�}�Ì½���²K���&�
Â��µ²��.Â��S�±��´�³Q²��µ´µ������Ä!�����	³Q�}����´����Q�����.³Q���1�����Õ������²����1ÂO��²���²��/���µ��Ä¦�����.���������

K
+��µ���

���}�&�S��´��}���9���Q�����º�s�¿²��±���!�¤�G²�Å��µ�����0�fÉÊ²��:´µ�K��´�³Q�
K
�f¸%��ãK�3+G�}�:��³Q�±´����

xs
+
xa
���
xfÂO��²��	�±����ÂG��³���´ä½º��Ä¦�Q���Ã�����Ã³Q�¤�}�����}���������]��²����}Ä¦Ä¦���

s
+¤�µ�¼Å��Õ�ÞÙ�³Q���������9���9��ÉÇ�Õ��dQ���

a�Q�Í���0����ÑU�Õ³Q�
f
�

Ð&Ñ�y'ÑhÐ �lÚ�×�ÖZà
Ø3Úâù'Ø¬ù�æÌÚÜà
Ý�÷tå�æÌÚ�Öqå�æ�ãZä.Ñ
À¤�}´µ��Ä2�S´����������S���Í²��Ä/�Õ´µ�µ���S�}� Th ��� (Th)h∈H

¹�²��Q��³Q�}�K¹�²��0ã������O» ��²��¼�S�µ���}���
´��º�����¤��²�´µ���Î��´ �G�����������Ã����Â��}³Q�Q� ��´���³Q�±�Q��� �SÂ�Â�������´µÄ2�S���

H1
0

�Q�
L2

0

)¤�������Õ�����&�
v
�µ���

ÑÒ�}�K³���´µ�}����½º��³�������´µ���µ�µ���Í�Q�
q
�µ���ÍÑ����K³���´µ�����r�4½��S�µ��²������������µ�µ�����tp¼�����Q��´µ�}�����&�!���º�Õ�µ��¾

Ä¦�����%Â��Õ�
Pl(K)

+}��ÉÚ�Q�����QÄ4Å��µ�������%ÂO�}�µÙ¤����Ä!���1��� �����}���
l
���QãK��´�����²���� ÉÊ���µ��Ä¦�����

K
+

�Q��Â��S�
Pl(K)

²���½º��³�����²��%���!��´�Ä¦�Q����´µ�}�
d
+}�����º���µ���1³Q�}Ä¦ÂO�}�&�Õ�������.�SÂ�Â��S�±��´������������

���}²������'�
Pl(K)

�
p¼� �&�SÂ�ÂO���µ���=���,���QãK��´ä��´µ�}�q���=��ÉÊ����ÂK�}³Q�=��´���³Q�±�Q�!������¾)³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�

Xh
+E��´µ���Q���7¾

���QÄ¦�����9����Â��Õ³Q�����!�.���}²�¢���´ �¤¾¿Ð���½¤´��S�±�4�U³QÑ¿���Ú_}Ï�����+G�SÂ�Â����¤³&���S���9� ÉÊ����Â��Õ³Q�
H1

0

���:��´ä¾
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Ä!������´��}�3+�������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����Q+K����²��Ô�Q�]���±��´µ�P)

Xh := {v ∈ L2 | ∀K ∈ Th , v|K ∈ P1(K)

∀xa
+
v
³Q�}����´µ�¤²��0���

xa
�Q�

v(xa) = 0
��´
xa ∈ ∂Ω }

Xh := {v ∈ L2 | ∀K ∈ Th ,
v|K ∈ P1(K) ∀xf

+
v
³Q�}����´µ�¤²��0���

xf
�Q�

v(xf) = 0
��´
xf ∈ ∂Ω }p¼�?²���´µ�µ´�������� ���º�S����Ä!�����E²����	�SÂ�Â��±�7��´�Ä2�6��´µ�}�4³�����Ñ�����Ä!�.���

H1
0

¹�²��1��ÉÚ�}�?���Õ�������
X̄h

���Í���}�������!���QãK��´µ��´��}����±�$)
X̄h := {v ∈ C0 | ∀K ∈ Th , v|K ∈ P1(K) v

���±���¤²��µ�µ�;��²��
∂Ω}áE�}²�� ���QãK��´µ�������Í�SÂ�Â�������´µÄ2�6��´µ�}���Í��´µ��³Q���Q���;���

L2
0

+����}²��Í�S���µ�}��� ����²��Í�fÉÇ�ÕÅO�}���
´µ����������²�´��±�?����� ����Â��Õ³Q����´µ�������±Ä¦����´��Õ´µ���Q�7�OÀ¤�}´ä�Í���}�K³?)

M0
h := {q ∈ L2 | ∀K ∈ Th , q|K ∈ P0(K)}

M1
h := {q ∈ C0 | ∀K ∈ Th , q|K ∈ P1(K)}p¼�I���Õ�������

Mh
��É��SÂ�Â�������´µÄ2�6��´µ�}�(��´���³Q�������Ô���

L2
0

�Q����ÉÚ�}�I����½�´µ�&�Õ�}�����,Â��Õ�4���
��²�´ä���0Â��µ²���´���²����Í³�����´ �L+�Â��S��Ä¦´f�µ����¹�²����µ�$)

M0
h ∩ L2

0

M1
h ∩ L2

0(
M0

h +M1
h

)
∩ L2

0` ¢�ª«è�v6éyzy¢È f�äû+��rba �����o�������,��!7���������V��� ��	���&9��/[��	��h�_�W!>�"���*� &9	����6�@&9� v ��&�� �
I!>�*�1�������8� �"!5�Z�%��� &��
�*� &.�����r��f�	���p3�@&9���� �"!7���.� ��I����������h�E
� ³&���Õ³Q²�����0³Q�Q� ����Â��}³�������´µ��³Q���Q����³Q�}�����Q��ÂO�}�K������� ²����Î�����±Ä¦�Î�Q� ²��ÔÂ��±����²�´ä�

��³��S���Õ´µ���Í���6��²����Q����� � ´µ����´O��²��1��ÉÚ����Â��Õ³Q�¼���ÍÂ���������´µ���
Mh

+º���/²���´µ��´µ�����&�;���0�����±Ä¦� ||.||�Q�?����� Â��±����²�´ä�$��³��S���S´µ���2´µ�K��²�´ä�7�Eá|��²��;� ÉÊ����Â��}³Q�
Xh

+y��� ���¦ÂG�Q²��$²���´µ�µ´������$��´µ����³ß¾
����Ä¦�����¼���¦���}��Ä¦� |.|1 ³��Õ�����}²������¼���Q�9ÑÒ�}�K³���´µ�}���Î��� Xh

���$�������¼Â��Õ�9³Q���º��´µ�¤²����9���
�yÉÇ�ÕÂ�Â��Õ�Þ��´µ�����������Í���}�K³0Â��S�'�

H1
0

�
á��S�¼³���������¹�²������o+K����´µ�����±����²�´ä�¼�µ�?Â����¤��²�´ä�¼�&³��S���Õ´µ���?�Q�Í�&�¦���}��Ä!�?´µ�K��²�´ä���i+O����¾

ãK��´�� ��²��
Xh

Â��S�P)
(uh,vh)h := (∇uh,∇vh) :=

∑

K∈Th
(∇uh,∇vh)0,K

||vh||h :=

(∑

K∈Th
|vh|21,K

) 1
2
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p¼�:�±����½º�}´µ�4���Ç_ÕÏu�MÂO�}²��9�������QÄ¦�����±���&�6��´µ���:�����ÎÂ����}Â���´µ�Q�����Î��� ||.||h ��²�� Xh

+
¹�²�´Í�±��ÂO�������º�=�Q����������´µ�����µ��Ä¦���º�=��²��2��ÉÊ´������º�S��´ä���:���:á|��´µ�K³��S���,��´���³Q�±�Q���,³Q´ ¾)���������}²���X���}²��¿�}²��±�Í�K�S�����µ�;³��S�����

Ω
���±��ÅO�}�����o�r)

∃γ0 > 0 | ∀vh ∈ Xh ||vh|| ≤ γ0||vh||h` ¢�ª«èKv6éyz+¢È  �µû+��  �Y� ���(�
���9� X̄h
��� !6��	��"!4&����\&�� ��� �"!6� Xh

/j�,���	��h� I����(�
���������
H1

0
/8�W!j�
��&���	������- �
� �"!t���$��	�&����s�U�J!>�,&9�1���Z���
	��S& X̄h

�� &9���4!j���)�,!7�J!t���|�U	�& ���
||.||1 Ee�����G��/5�Z�t��	�&��8� ||.||h ���>NT���?�3���,&Y!7	��=! Xh

/0��	��\��� �?�X�:��M;��� ||.||1 ���S& X̄h
P�>�2��� !0��	����3�������O�j� &9� �"!0�e� �,!>�>�)�G�� &r��� �,���%	������ ���=!>&9�3���,& X̄h

E
Ð&Ñ�y'ÑÓÒ ��Ý�ã�×�Ý�æÊ÷tå�÷¨Úâù,úûÖ�×'×�Ý�ã3ü'æ�ðøÖqå�æ�ã�ä ù'Ø¨Ú Ø¨ÚÜ×'ÖZà
Ø¨Úâù'æÌÚÜà
Ý�Øtå�ÚtÑ

c ���Í����Â��}³Q�Q�9��´µ��³Q���Q���9¹�²��?��ÉÚ�}�:�/���QãK��´|´�³Q´h+K½º�Q��´äãK�����¼�����}²����±�?���Q�¼Â����}Â��±´��Q�����
�fÉ��SÂ�Â�������´µÄ2�6��´µ���Ý��²�´µ½}�S������� ∀(v, q) ∈ (H2 ∩H1

0)× (H1 ∩ L2
0)
)

inf
vh∈Xh

||v − vh||h ≤ ch||v||2
inf

v̄h∈X̄h

||v − v̄h||1 ≤ ch||v||2
inf

qh∈Mh

||q − qh|| ≤ ch||q||1
»��Õ���}���Î�S²,Â��S���&�Õ�}�4¹�²��?���/��������´µ�����?´������º�S��´ä���$���±�Í½º���±´µã����4¹�²��Q��¹�²��$���}´µ�¼��ÉÊ���±¾

Â��}³��?���0Â��±������´µ�}����´µ��³Q���Q���
Mh

³&����´µ��´ �
Ð&Ñ�y'Ñ�y ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä ù]Ø¨Úâá°ã�Ý�ð:Ø¨Ú$��æÌÙÌæ�ä'÷3Ö�æ�Ý�Ø¨ÚÅù'æÌÚÜà
Ý�ötå�Ø¨ÚtÑ

� ²���ÑÒ���±Ä¦����Å�´µ�µ´����7�Õ´µ�����.³Q�}����´��¤²����1´µ����������²�´µ�����1Â��µ²������Õ²��Q+º³Q�}�����Q��ÂO�}�K�������.���Q�
ÑÒ�}��Ä¦���%Å�´��µ´µ���7�S´��±���	��´���³Q�±�Q�����1¹�²�� ���}²��1���QãK��´µ���}���1´�³Q´��Q�.¹º²�´������±���º�.³Q�}���±�ß�SÄ¦Ä¦���º�
²���´µ�µ´��������$Â��Õ�?���Ý��²�´ä�����E»���²��$�&�SÂ�ÂO���µ�����$�����S�µ��Ä¦������¹º²�����¹�²����$Â����}Â���´µ�Q�����4����³Q�Q�
ÑÒ�}��Ä¦��� Å�´µ��´µ���7�S´µ�����Í��´���³Q�±�Q�����Q+�²���´µ����� ÂG�}²�� �µ�0�����±���;���0� ÉÊ����ÂO�}�����

p¼��´��º�����¤��²�´ä�9�����K³;�µ���¼ÑÒ�}��Ä!���¼Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���Q�
ah(., .)

���
bh(., .)

���QãK��´µ���¼������ÂO��³ß¾
��´ä½º��Ä¦�Q������²��

Xh ×Xh
�Q�

Xh ×Mh
Â��Õ�]����� �������6��´µ��������²�´ä½}�Õ�º�����P)

ah(uh,vh) := ν
∑

K∈Th
(∇uh,∇vh)K := ν(uh,vh)h

bh(vh, qh) := b(vh, qh) +
∑

e∈Th

∫

e

[vh · n] q1
hdσ
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�i�

e
���±�9²������Õ��dQ���$���:��´�Ä!������´��}�È����²������9²����4ÑX�}³��4���:��´µÄ¦������´��}�,�����}´��Q+

[.]���±�!�µ�Ô�&�Õ²��¦�fÉÊ²����ÔÑÒ�}�K³���´��}�Ç�����&��½º���±�
e
��½º��³=�µ�Ô��´µ�����Ý�ÕÂ�Â��±��Â��±´��Ô�Q�!���

Mh
���

qh ∈Mh
½º����´äãK�����P)

Mh :=
(
M0

h ∩ L2
0

)
+
(
M1

h ∩ L2
0

)

qh := q0
h + q1

h, q
0
h ∈M0

h ∩ L2
0, q

1
h ∈M1

h ∩ L2
0»��Õ���}�����fÉÊ���±��� �Q� ��������¹�²��Î�µ�}����¹�²��

ah(., .)
�Q�
bh(., .)

���}��� ���Q��������´µ�����Q�'�
X̄h

+
³Q�Q�ÍÑÒ�}��Ä¦����Å�´µ��´µ���7�S´µ�����Í���}���¼³Q�}����´µ���&�Õ�������9�S²��ÝÑÒ�}��Ä¦����Å�´µ��´µ���7�S´��±���

a(., .)
�Q�
b(., .)����ãK��´��Q��Â���²�� ���S²��7�

c �9���������±��Ä¦�9��²�´µ½}�S�����$�Q���9�Q�ß�SÅ��µ´fÂK�Õ�f� Û��f�Q�P�ä��Ûu�fÄ2�S´��Ã�ß�Õ³&���S��� ¹�²yÉÊ´µ�f�Q�Ô�����&�
ÑX�Õ´ä��²��Ý²��&�Õ�}�;³Q�������&�Õ�º��Â��Õ�]���4��²�´ä���i+�´µ�y����Ä4Å��µ�0²���´µ�µ�?���0�µ�0�&�SÂ�ÂO���µ���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢È  �µû+�Ur �e��� v 	�& �����jA �>�<���������\&���� ah(., .) �W! bh(., .) �	��
!e�,��� v 	�&��8���8� �"!��	��"!>�����"���]���S&Y&9���(�
���W!>�\M;� ��� �"! Xh ×Xh

�W! Xh ×Mh
Ee�5�)�S�0�@&9��� �G�� �8� �
!4/0���1�Z�����'J�
�ON��.-��R� �4�e��pJ�\� !7�r�����6��	���� !(���"!7��� c1, c2

�������7��� �������
!7���6���.�
��� h ���o�8���>�����1'h��/!7�W�������.-��"�r��� 	������4!+P
∀uh,vh ∈ Xh ; ah(uh,vh) ≤ c1||uh||h||vh||h

∀vh ∈ Xh , qh ∈Mh; bh(vh, qh) ≤ c2||vh||h||qh||¸%��ãK�3+�´µ�|���±�¼´�����´���ÂO�����&�SÅ����4¹�²��$���¦ÑÒ�}��Ä¦�?Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���
bh(., .)

�ß�6��´µ��ÑU�S�����?���º�Õ�µ��¾
Ä!�����9²�����³Q�}�K��´ä��´µ���È���$�¿Ù¤ÂO� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � ����¢�¢�´y��²��¼� ÉÊ����Â��}³���Â��±����²�´ä�

Xh ×Mh
�

À¤�QÅ��Õ�±��´µ���ÔØ���´µÅÝ�;Â�²�Ä¦�}���������	�K�S���Ã�&�0�����Q���V���µ�QÛ��û��¹�²��9�fÉÚ²����¼ÂK�Õ�Þ�]³Q�Q�����9³Q�}�K��´ ¾
��´��}�/���±�1Å�´µ���¦½º���±´µãK�Q���Q�.¹�²��Í�fÉÇ�Õ²������ Â��Õ�Þ�o+º³Q�Q�±���Í³����K��´ä��´µ�}�2�Q���1´µ�K����ÂO���K�K�S�����Í��²
Â��S�9��²,Ä2�S´��µ���Õ�}�

h
� �.��Ä¦Ä!�?����²��Í²���´µ��´µ�������}���¼Â��S�Í���¦��²�´ä���$³Q�$�±����²��µ�&�S�Q+����}²��¼���

Â��±�}ã���������ÂO��²�� ���Ý�&�SÂ�ÂO�����Q����ÉÚ�������K³Q��+K�±��Â���´µ�����1�ä��Ûu�Z)
l ç+�wOv7©�ª«¢È  �µû+��  �e� v 	�& ���+A �>�<���������\&�� bh(., .) M;� &��ON5���,���0��	�������!>�?	��������^��Ae��S���;�JI�0&9����� �2���\�� &9BW!7�+�,��� v 	�&��8�0���,& Xh ×Mh

E��6� ��� !*I��JI�����&9�[-��R� �>�
��p;�\� !7�+�,�U�[��	��=� !7���"!7�
c3

�����X�7�
� �������"!7�%���:����� h �����8���4�����'h�6!7�W�����%- �
�r��� 	�������!+P
∀qh ∈Mh; sup

vh∈Xh ,vh 6=0

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c3||qh||

¸%��ãK�3+Q���;³Q�}��������²�´ä�|����²¤�0Ñ����±Ä¦���yÅ�´µ��´µ���7�S´µ�����+��²�Â�Â����QÄ¦�����ß�S´µ�����
b0(., .)

�Q�
b1(., .)����ãK��´��Q�%������ÂO��³���´µ½���Ä¦��������²��

Xh ×(M 0
h ∩ L2

0)
���

Xh ×(M 1
h ∩ L2

0)
+Õ³Q�}Ä¦Ä¦�	��²�´ä�&)

b0(vh, q
0
h) := bh(vh, q

0
h)

b1(vh, q
1
h) := bh(vh, q

1
h)
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�.��Ä¦Â����	���Q�¤²!���Ã�µ��²����%���QãK��´ä��´µ�}���o+}³Q���%����²¤�4����²�½������µ���%Ñ����±Ä¦����Å�´µ��´µ���7�S´��±����½º��¾

��´äãK�����	���S��²������µ�µ��Ä¦�����Ã��ÉÚ²���´�Ñ����±Ä¦�9³Q���º��´µ�¤²�´ä���¼�Q�	���?³Q�}�K��´µ��´��}�Ô��� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´
��´µ�&³Q�±�Q���0²���´µÑÒ�}��Ä¦���
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TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
�.�³����ÕÂ�´ä���±�Ý���±�/������´��H�:���È������³Q��´µÂ���´µ���j��²qÄ¦�¤�����µ�ÝÄ2�6�����QÄ2�S��´�¹º²��Ý²���´µ��´µ���

ÂO��²��Í����³���´µ���;���?³Q�}Ä¦ÂO�}�±���QÄ¦�����¼� ÉÚ²��Ä¦�����Õ�����?³Q�}������´µ��²��$���$����²���kK²�´��������GÜ9�S���
���Î³��Õ�����0���0³Q�Q�±���¼���������i+�³Q�9Ä¦���������9���±� ³Q���µ²�´y��´ä�]�$²����9Â���������´��}�3+��i�Ô³&���Õ³Q²��Ý���Q�kK²�´������	���±�©�;��ÉÚ��¹�²�´µ��´µÅ������������±Ä¦����Ù¤���ÕÄ!´�¹�²��i+¤³}ÉÚ�Q���Þ¾��6¾)��´µ�������K³Q���±�Í����²��.²����ÍÄ4d�Ä¦�
²���´�¹�²��;Â��±������´��}�

p
�

¸%�«�}²����±�¦�Q�$�6ãK� ���!��´�Ä!Â���´äãK���0� ÉÊ��������Ä4Å��µ�/��² ��´µ��³Q��²��±�Q+y���}²��;Ñ������}���;���º�Õ�µ��¾
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� �}²�����Ñ���´µ�Q+Õ³Q�Q�±���	�±���±����´�³���´��}�4�yÉÚ�Q���MÂ��S�M��Å��µ´µ���6���}´µ���Ã����������²�Â�Â���´µÄ¦���E���	Ä¦�¤��´µãK�
Â��Õ� Â����}ÑÒ�}�K����Ä¦���º�o+����!����Ä/�Õ��³&���;¹�²�´f½}�4��²�´µ½��±���

¸%���&��Ùº�}���2Ä/�Õ´µ���������Õ�º���������QãK��´µ�/Â�����³Q´µ����Ä¦���º�2���«���Õ��´µ�}�ý���/�¿Ä¦�����S����������
����²��4kK²�´�������� � �6������Ä2�6��´�¹�²��QÄ¦�����o+º³Q�Q�±����´���������� ���&�Õ��²�´ä�.Â��S�����0���}�������Í���Í����²��
ÑÒ�}�K³���´µ�}���

αi(x), i = 1, 2
¾Þ�SÂ�ÂO���µ�����¼�ß�S²��,���$Â����������K³Q��¾]���QãK��´µ���Î��²��Í���4����Ä/�Õ´µ���

Ω
���0��ÉÚ��³Q�}²��µ��Ä¦�����Q+Æ�4½}�Õ�µ��²��±�Í�K�S���

[0, 1]
�Q�]�����µ���Q�Í¹�²��?)

2∑

i=1

αi(x) = 1 ∀x ∈ Ω
�UÆ��µ�¤�

_Õë
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� ²��¥kK²�´����/���}�����¦���±�$�S������³Q´µ�¦²��«�±Ù��±����Ä¦�!�fÉÚ��¹º²��S��´��}���?���/»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���o+
¹º²�´����&�Õ��²�´µ�0� ÉÊ�Q½º�}�µ²���´µ��� �Õ²#³Q�}²��±�?��²È����Ä¦Â��;���¦³Q�Q�±�ß�S´µ�����;�}�&�S�K����²��±�;Â���Ù���´�¹�²����
³��S�&�Õ³�������´µ����´�¹�²����$)��&�4½�´ä���Q�����

u
�Q� �ß����������´ä���

ρ
���.�0�±Ù��±����Ä¦�0�fÉÚ��¹º²��S��´��}������ÉÚ��³���´ä�

��´µÄ¦Â��µ��Ä¦����� ���}²�� ����ÑÒ�}��Ä¦�0��²�´ä½}�Õ�º���?)
∂tρ+∇ · (ρu) = 0

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u) +∇p = ρg +∇ ·
(
µ(∇u +∇ut)

)

�i�Ý���¦��������´µ���
ρ = ρ(p)

+����±��²����;Ñ����K³���´��}�����}�������;Â��S� ���4�������±Ä¦���¤Ù����ÕÄ!´�¹º²��
�Q�
µ
���±� ���$½�´µ�&³Q�}��´ä���?��Ù¤���ÕÄ!´�¹�²��}�
Ü9�Õ���/�µ�³��Õ�/�fÉÚ²��(Ä¦�����Õ���}����������²¤�ÅkK²�´������Q+%�����/��¹�²��S��´µ�����2³Q´ ¾)��������²��/�����º�

Ä!����´äãK�������6ãK�$����������´��|³Q��Ä!Â����.�����+�ß�S²��?���1Â����������K³Q�
αi(x)

�6á%�µ²��EÂ�����³Q´µ����Ä¦�����|�Q�
³Q�}Ä¦Â����������¤²?��²;Ä¦�������µ�	�Õ���}Â����i+����}²��M��½º�����|�µ���|�±Ù��±����Ä¦�Q�E� ÉÚ��¹�²��6��´µ�}���|��²�´µ½}�S�����v)

∂t(αiρi) +∇ · (αiρiui) = (−1)i+1Γ(α1, p)
��Æ���_i�

∂t(αiρiui) +∇ · (αiρiui ⊗ ui) + αi∇p+ (−1)i+1τ

= αiρig +∇ ·
(
αiµi(∇ui +∇ui

t)
) ��Æ��ÇÆb�

��½º��³
i :

´µ�K��´�³Q�?��²�kK²�´����i+��Q� ½}�S���S���?�Î��²�_
ρi :

��������´ä���;��²�kK²�´����;´y�±����´�³�����Ä!����� ÂO����´ä��´ä½º�i+�ÑÒ�}�K³���´µ�}�����
p
+ ∂ρi
∂p

:= εi ≥ 0

µi :
½�´µ��³Q�}��´ä���;��Ù����SÄ¦´�¹�²��;��²�kK²�´����0´f������´�³�����Ä!������ÂO�}��´µ��´µ½��

ui :
½�´ä���Q�����;��²�kK²�´����;´

Γ :
������Ä¦�Î���}²���³��?���;³&���S���}��Ä¦���������;Â����Õ���

τ :
������Ä¦�0���0���&�S����ÑÒ���±�����;¹�²��S����´ä���?���0Ä!��²�½���Ä¦���������QãK��´yÂ��µ²����µ�}´��

p :
Â��±������´µ�}�

�	�Ã�±Ù��±���QÄ¦� �SÂ�ÂO���µ���]�������Í²����Ã����Ä/�Õ��¹�²����}áE�}²��%³�������+}³Q�}����´��������}���%���¼��´ä��²��6��´µ���
��´µÄ¦Â��µ�i+��fÉÊ²����´�¹�²�´����1�����;��ÉÚ���Õ²Â��Õ� �����QÄ¦Â��µ�¤�ÃÂ����}³Q�;��²���²����;Â����Õ¹�²��?³&���S²��y�S�������� �S���?¹�²��¦��������Ä¦ÂO�����S��²����¦�Q���;´���ÑÒ����´µ��²��±�/�=���=����Ä!ÂO���&�6��²��±�/�fÉÚ��Å�²����µ²���´µ�}� ��²#�µ´ä¾
¹º²�´�����+��S²K³Q²��(³&���S������Ä!�����/���ÔÂ��K�Õ���Ô���Ô���ÔÂ�������²�´µ����á��S�!³Q���º�����Ô�����¦¹�²��Ô��ÉÚ�}�
�6������´��º�!�������Ä¦ÂO�����S��²����Ô�fÉÊ��Å�²��µ�µ´µ��´��}�3+�������Å�²��µ���������=ÑÒ�}��Ä¦���º�!�K�Õ�����µ�Ô³Q�}��Â��!��²
�µ´�¹�²�´����!��² �S²«³Q���º�ß�Õ³��?�����0ÂK�Õ�±��´µ�;³&���S²��G�����?)f�K�Õ���;³��¦³��S�o+ ���}²��0�}Å��������}���0Â��S�
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��´�Ä¦Â���� ��³&���S²�� �QÄ¦�����o+�²��¦Ä¦�����Õ�����Í��������²��VkK²�´���������À¤²�Â�ÂO�}�������1Ä2�S´��º�������S���.¹�²��
����²�� ���}²����S´µ��´��}��� ²���´µ��´µ�����]�µ���]��¹�²��6��´µ�}���$�UÆ��Ç_b�1�Q�P�UÆ��ÚÆ��1ÂO�}²�� �fÉÊ��³Q��´µ���9���Î³Q��Ä!ÂG�}�Þ¾
����Ä¦�Q�������0���Õ�����ÎÅ�´ kK²�´����$�S²ÝÄ¦�}Ä¦���º� Â�����³Q´µ� ���Ý�µ��� Å�²��µ����� ���0ÑÒ�}��Ä!�����7���.�}Ä¦Â����
�����¤²:���$���/ÑÒ�}��Ä!�4�����9��¹�²��6��´µ�}���Q+G���}²��0��½º�}���9�����K³?ÅO������´µ�È���4³Q�������on������=�U���������
�Õ²������¤�Î���Ô½�´ä���������/´���´µ��´��S�µ�=�����?Å�²��µ���Q�!�S² Ä¦��Ä!�����4���2�µ��²��$³Q�����S��´��}�y��p¼�$³Q���µ����¾)³Q´
����²������±�%���Õ�ß�S�µ��Ä¦������´µ�K³Q�}���¤²����ºÜÍ� Â��µ²��Q+}´µ�����±��Â����}Å��SÅ���� ¹�²��i+}�����µ���¦¹�²yÉÊ²���� Å�²��µ�µ�
���;Ñ����±Ä¦�0�µ�;�µ�}���/����� Â��Õ�±��´µ�Í³����Õ²��G�������}²�K�Õ�����µ�;³Q���±Â��Í��²Ý�µ´�¹�²�´����i+K�µ��� ½¤´µ���������Q�
´���´µ��´��S�µ��� �S´��Q���	²��=³���Ä¦ÂO�}�±����Ä¦�����.Å�´µ���=��´ �G����������� c �;��´ä��²��6��´µ�����fÉÚ²����ÍÂ����S���¼�Q½}�6¾
������³Q�������r�U¹�²�´¤�ÕÂ�Â��S�&�on��E��²$��´µ��Â��Õ���¤n���� ���±�M���}�K³1ÂK�Õ�±��´�³Q²���´µ���±��Ä¦�����EÂ��±��Å��µ��Ä2�6��´�¹�²����� ²�����´|�K�S���Í������²�´µ���$���$³��$³����ÕÂ�´ä���±�i+K���}²��Í���$³�������´��������}���¼¹�²��$���Q�Í��³Q�}²��µ��Ä¦�������
�K�Õ���4�µ����¹�²����µ�$�µ���4����²��#Â����S���Q�$����´µ���������$Â��S�±���}²��V�Ô����²��?����Ä¦Â��

t
�Q�?���Q���µ���4¹�²��

���Q²����Í³��Õ���}³�������´µ�±��´�¹�²�����������������´����µ�µ���.�X½�´ä���������i+�Â���������´µ���#�����è�.���}´µ�����Í���Qã���´��������
t
)

0 < αi < 1

Ë1O�Ë ¼KS.µ1½,W(a�a�W¥¤uS$^`Â µ�a�_fU`·�S.T5O
Ü9�Õ���E���}²����	���Í��²�´ä���]���Ã³Q�Ã³&���SÂ�´µ�����i+S����²��M�������µ´µ���Q���}���%�µ���M�����±Ä¦�������]��´ �G²���´��}�

�K�Õ���.³&�K�}³Q²��������Q��Â����Õ�����])}�����1³Q����j/³Q´��Q�����.������´ � ²���´µ���/��Ù����SÄ¦´�¹�²��
µi(p)

�������}���
�����}��´µ�}���ÍÂ��S� ������²�´ä�����

»��}²�� ����²����Õ´ä���}���������±������½��S��� ´µ�����±����²�´µ���0�µ��� ���}²�½º���µ�µ���]½��S��´��SÅ������ ��²�´ä½��S�������P)
����½�´ä���������Ý��²qÄ¦�����Õ���}�

u
+����,½¤´µ���������Ô���ÝÑ����Õ�����QÄ¦�����!���������Ô�µ���4k�²�´����Q�

δ(u)
+M���

Â���������´µ���
p
�Q�¦���È¹�²��Õ�º��´ä���

λ
�������¦�µ���¦����Â���������´��}���¦��´ä�������&�S�µ���/���}���¦��´�Ä!Â����QÄ¦�����

��������������Â��S�
u :=

α1ρ1u1 + α2ρ2u2

ρ

δ(u) := u1 − u2

λ := ln(α1)− ln(α2)��½º��³
ρ := α1ρ1 + α2ρ2

+��&�Õ�K��´µ�Í¹º²��0���Q�Í��������´ä���;�����(k�²�´����Q�
ρi(p)

�
c ÉÚ´µ����������²�³���´µ���2��� ���9½}�S��´��ÕÅ��µ�

λ
ÂO��²��1����Ä4Å��µ���.�Õ�±Å�´µ���&�S´��±��Ä2�S´µ�1Â����Q�����º��� ����²�¾

����Ñ���´µ�]²��=�����Õ�K�2´��º�����ed��o+�¹�²�´GÂO��²��Ã���4³Q���S���Q���Î���9��ÉÚ����ÂO�}���9���Q�&�?�����}�K³Q�9Â���²��Ã�&�Õ���f�
»��}²��Ý²���´µ��´µ�������}������º�Õ�µ��Ä¦���º����� ½�´ä���������«Ä¦�7Ùº�������#���«Ä¦�Q���S���}�

uα
³Q�}Ä¦Ä¦�

Â��Õ���ÕÄ!�Q��������²ÈÂ����}Å�����Ä!���f¸%�È���G�Q�Q+ ³Q�Q�����!�����±��´��Q����ÂO�����������i+G����²��0³����±�ß�S´µ�����Î��Ù�¾
ÂO�}�����������.Â��S�±��´�³�²���´µ���±���o+������1Â��±��Â��±´��������1´µ�������±�����&�S�����Q�	¹º²�������²��	�����ß�S´��µ�µ�����}���.Â��µ²��
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�µ�}´��(�K�Õ���¦³Q�³����ÕÂ�´ä������� � ãK�(������QãK��´µ�/³Q�}Ä¦Â��µ�Q����Ä!�����/³Q�Q�±���=½�´ä���������ÝÄ¦�7Ùº�Q�����
���$Ä¦�����Õ���}�i+O����²��Î���������}���Î�����f�/Â��±���������9�&�2���QãK��´ä��´µ�}�È�Q�0�Õ³�³Q��������´µ���QÄ¦�����9���}�
����Â���������´µ���Ý���ÝÑÒ�}�K³���´µ������0����� ���}²�½º���µ�µ��� ½}�Õ��´��SÅ��µ���$)

uα := α1u1 + α2u2 = u− θδ(ρ)

ρ
δ(u)

��Æ��ÚÛ��
��½º��³

θ := α1α2
�Q�
δ(ρ) := ρ1 − ρ2

�
¯°�����±����²�´µ����������Â�������������²����	´���������´ä���	���QÄ2�Õ��¹�²��SÅ����	ÑÒ�}�±��²���´µ��´µ�����]�K�Õ����������²�´µ�����

À¤´
a1
+
a2
+
b1
�Q�
b2
���}���1¹�²��6���±� �������µ�1¹�²�����³Q�}�K¹�²����	�S���}����ÂO�}²��%���}²��1�±�����

φ
� ÉÊ�����S�µ´µ���

��²�´ä½}�Õ�����0�����]½º���±´µã����6)
a1b1 + a2b2 = (a1 + a2)(φb1 + (1− φ)b2) + ((1− φ)a1 − φa2)(b1 − b2)

��Æ���âi�
¸%��ãK�3+�����²����S²����}��� ÅO�����}´��Ý�fÉÚ²���´��µ´µ���Q� �µ��� ³Q�������&�Õ�������

εi
¹º²�´f���}��� �µ��� ´µ��½����������

��²Ì³��Õ���±�È������½�´ä�����������Ô���:Â�����ÂK�Õ�º�S��´��}� ��²Ì���}�
ci
�S²�����´µ�Ì�����=kK²�´������

i
�]�	���

½¤´µ����������� ��ÉÚ�}Å���´µ���������º�ÍÂ��S� �µ��� �������6��´µ��������²�´ä½}�Õ�º�����$)
εi :=

∂ρi
∂p

=
1

c2
i

��Æ��Çíb�
¯°�.���}²��4�����±���������K³/��Q�&�ÕÅ��µ´µ�4�µ���4��¹�²��S��´��}���4�±����´µ���&�Õ���$����³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦�Q�������

³Q�Q�9���}²�½º���µ���Q�9½}�S��´��ÕÅ��µ���f�/Â��S�±��´��9�����9��¹�²��6��´µ�}���4��Æ���_i���f�.��³Q´EÑU�S´ä�9� ÉÊ��Å��¿�Q�Î�����9Â��7¾
���Õ�}�&�SÂ�������¹�²�´y��²�´ä½º�������
` ¢�ª«è�v6éyzy¢:åy��åf��r �R���¦-��"�1��- �
���§�U	J!7�J!>�*	����§�U	��S���
� &��8�W!*!7���"!_���4i�b�e� � M;�;�<�"� &��� � ��� &?'J�?��� �����W!4�?- �"�������8�1�����,'h���������X� �Xp6¨��,�*�������_��� ���*���V�����%M;��&��?��A1�Z���:�\�"!>&9	JI���,�4!7���]� ��I����������S�1E@©����>�^�W!4/2��	��h�3��MJ	����T�
��&]���>NT�
��!>�?	������[��� � ��� &?'J�?�3� ����� !>�?- �
� Ec���_�8�W�����,'h�.P

Ec :=
1

2

∫

Ω

α1ρ1||u1||2e + α2ρ2||u2||2e dΩ

	�� ||.||e ��� !����t��	�& ���%� �
�1�)�?���?� �
�U�Y�S���
�1������E
ÿ &�/���	��h�.��MJ	����.��M;���6�����3��	�!7�J!>�?	����3���
!>&9	����,�4!(���.P
∫

Ω

ρ||u||2e dΩ =

∫

Ω

2
θρ1ρ2

ρ
(u1,u2)e +

α2
1ρ

2
1

ρ
||u1||2e +

α2
2ρ

2
2

ρ
||u2||2e dΩ

∫

Ω

θ
ρ1ρ2

ρ
||δ(u)||2e dΩ =

∫

Ω

−2
θρ1ρ2

ρ
(u1,u2)e +

θρ1ρ2

ρ
||u1||2e +

θρ1ρ2

ρ
||u2||2e dΩ
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ª �U��	��S�[���W#�!0��� v ����&9�6���V�X� �%�4I?�1	��%���%�X���.�X� �Xp�&9�1���J!>�*	����5�@&9��������� �"!(���5�
	��,&NT���;�Z� �8� �
!+	�AW!7���
��&.P

Ec =
1

2

∫

Ω

ρ||u||2e + ρ̃||δ(u)||2e dΩ

	�Q ρ̃ := θ ρ1ρ2

ρ
E

Ò(ÑÓÒ(ÑÌÔ ��«©Û'Öqå�æÊãZä�Úâù'Ø¬ðøÖZÚÜÚ�ØZÑ
»��}²��0�Õ�µ�µ�����ÎÄ2�S´��º�������S���9�Q�ß�SÅ���´µ�9�µ���9��¹�²��6��´µ�}���0���$Ä2�Õ�����4��²��¼���}�Î���}²�½º�Q���µ���

½��S��´��SÅ��µ���
u
�Q�
δ(u)

�
»��}²��;³Q�}Ä¦Ä¦���¦¡Q�}���0Â��Õ�Î����Â��S�����0�µ���Î�ß�S²��«���!Â����������K³Q�

αi
�����0��¹�²��6��´µ�}���?���

Ä2�S�����¯�UÆ��Ç_b�£+EÂ��Õ��������´ä½}�S��´��}���!��²K³�³Q����´ä½º�����%»��}²����}Å��������}���/�S�µ���±�!�µ������¹�²��6��´µ�����Q+
�ÕÂ��±���Í��´ä½�´µ��´��}�ÂK�Õ�

ρ1
+
ρ2
)

∂tα1 + α1∇ · u1 + u1 · ∇α1 =
Γ

ρ1

− α1 (∂t ln(ρ1) + u1 · ∇ ln(ρ1))
��Æ�� ·��

∂tα2 + α2∇ · u2 + u2 · ∇α2 = − Γ

ρ2

− α2 (∂t ln(ρ2) + u2 · ∇ ln(ρ2))
��Æ��ÇÏb�

¯°�����±����²�´µ�������Ã������²�´ä���9�µ���]³Q�}���±�ß�S�����Q�
εi
���QãK��´µ���ÃÂ��S�z��Æ��Çíb���Q�Ã���?Â���������´µ���Ô�Sã��

�fÉÚ��³���´µ���0���0�±Ù��±����Ä!�0��²�´µ½}�S���$)
∂tα1 + α1∇ · u1 + u1 · ∇α1 =

Γ

ρ1

− α1ε1
ρ1

(∂tp+ u1 · ∇p)
��Æ��Çëb�

∂tα2 + α2∇ · u2 + u2 · ∇α2 = − Γ

ρ2

− α2ε2
ρ2

(∂tp+ u2 · ∇p)
��Æ�����×��

���Ý���Õ�ß�S���Í¹�²��6)
∂t ln(ρi) =

∂ ln(ρi)

∂p

∂p

∂t
=
εi
ρi
∂tp

∇ ln(ρi) =
∂ ln(ρi)

∂p
∇p =

εi
ρi
∇p

»��}²��Ã��´ä½�´µ�������	������²�´ä���¼³&���Õ³Q²����9�����	��¹º²��S��´��}���z��Æ��Çëb�M¾£��Æ�����×���Â��Õ�
αi
���ÍÑU�u¡Q�}��?��Å�������´µ�]�����	����Â����Q����´µ�}���Ã���=ÑÒ�}�K³���´��}�Ô�����

ln(αi)
��» ��²��Ã³&������³&���}��� �Õ´µ����´L�?ÑU�S´��±�
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�SÂ�Â��S�&�on������0���}�����0���}²�½º���µ�µ�0½}�Õ�±´��SÅ��µ�

λ
����³Q�±´µ���$�S²�Â��S�&��½��S�����

∂t ln(α1) +∇ · u1 + u1 · ∇ ln(α1) =
Γ

α1ρ1

− ε1
ρ1

(∂tp+ u1 · ∇p)
�UÆ��µ���o�

∂t ln(α2) +∇ · u2 + u2 · ∇ ln(α2) = − Γ

α2ρ2

− ε2
ρ2

(∂tp+ u2 · ∇p)
�UÆ��µ�7_i�

»��}²���Â��±��³Q�����������Q����²�´ä�������ý����²��j�Q�ß�SÂO������´���³���´��K³��������Ã» ��²���³Q�}Ä¦Ä¦����¡Q�����
����²����fÉ��SÅO�����ÝÂ��S� ÑX�Õ´µ���0���!��´ � ���±���K³Q�0�������±�0����� ��¹�²K�S��´��}���.��Æ����}�o�	�Q�.�UÆ��µ�7_i���

á��S�9���QãK��´ä��´µ�}�È�����¼½}�Õ�±´��SÅ��µ���
λ
�Q�
δ(u)

+O���}²��9�}Å����Q�������0�S���}���¼²����4��¹�²K�S��´��}�
���'�¿Ä2�S�����£�Î��²��

δ(u)
)

∂tλ+∇ · δ(u) + (u1 · ∇ ln(α1)− u2 · ∇ ln(α2)) =

Γ

ρ̃
+
ρ1ε2 − ρ2ε1

ρ1ρ2

∂tp+

(
ε2
ρ2

u2 −
ε1
ρ1

u1

)
· ∇p ��Æ�����Æb�

�i�
θ := α1α2

�Q�
ρ̃ := θ ρ1ρ2

ρ

�
»��}²����Õ�µ�µ�����]Ä2�S´µ�������K�Õ���]��Ä¦Â��µ�7Ùº���Ã��ÉÚ����Â���������´��}�5��Æ���âi�1ÂO��²��]��´µÄ¦Â��µ´µãK�Q�]��ÉÚ��³Q�±´ä¾

��²����;��²Ý�±Ù��±����Ä!�0Â�����³Q������������áE�}²���³Q�Q�������}²����±��Ä2�S��¹�²��}����¹�²��?)
u1·∇ ln(α1)−u2·∇ ln(α2) = δ(u)·(α2∇ ln(α1) + α1∇ ln(α2))+uα·∇λ (φ = α2)

p¼�]���}²��¿�}²��±�¼��½º��³?�UÆ��Çâb�£+����}²���ÂO�}²�½º�}��� ��´µÄ¦Â��µ´äãK����¹�²�����¹�²��0ÂO��²��ÉÚ��³���´ä��²����?)
α2∇ ln(α1) + α1∇ ln(α2) = (α1∇ ln(α1) + α2∇ ln(α2))

+ (α2
2 − α2

1)∇ (ln(α1)− ln(α2))

= (∇α1 +∇α2) + (α2 − α1)∇λ
= −δ(α)∇λ

��½º��³
δ(α) := α1 − α2

�
Ü$ÉÚ���ÝãK���S�µ��Ä¦�����Q+�´��f����²��Í���Q½¤´����º��ÂO������´�Å����?�fÉÊ��³Q��´µ�±�6)

∂tλ+∇ · δ(u) + uλ · ∇λ =
Γ

ρ̃
+ γ∂tp+ uγ · ∇p

��Æ����QÛ��
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��½º��³4)

γ :=
ρ1ε2 − ρ2ε1

ρ1ρ2

uγ :=
ρ1ε2u2 − ρ2ε1u1

ρ1ρ2

uλ := uα − δ(α)δ(u) = α2u1 + α1u2

¸%�2����Ä2�S��¹º²��Õ�º�]¹º²��
∂tα1 = θ∂tλ

+�����²��	��Å��������}���Ã��ÉÚ��¹º²��S��´��}�=�fÉÚ�Q½����µ²���´µ�}�Ô���
α1

)

∂tα1 + θ∇ · δ(u) + uλ · ∇α1 = θ

(
Γ

ρ̃
+ γ∂tp+ uγ · ∇p

) �UÆ��µ�7âi�
` ¢�ª«èKv6éyz+¢:åf��åf�� ¬ 	��h�]�
	��SM;	����V�¡� 	�&9���V�W!]���4i�q��	���� !7�J!(� &V- �
����	�&��- �"�8����� εi�	��"!0!>&9B��c���W!>�4!4��/0�����c�
��&9����BW!>&9��� γ �W! uγ

�	��
!+!>&9B��d�@&9	���f����:��� 0 �W!c��	����r���(';�)�4I'h����A1�Z���E
ÓO�S´µ���}���?�������}��Ä2�S´µ�?���=����Ä¦Ä!�/���Q�;��¹�²��6��´µ�����/��Æ��Çëb�¼�Q�1��Æ�����×��Î�6ãK� �fÉÚ�}Å�������´��

²����1��¹�²��6��´µ���$�����¿Ä2�Õ�������%��²��+���Õ�����%½�´µ���������.���.Ä!�����S���}�
u
�Õ�.��Ä¦Ä!�1��� ���}Ä¦Ä¦�.�����

�ß�S²��:���$Â����������K³Q�
αi
���±�Î²�����³Q�}�����&�Õ�º���i+O����²��0��½������¼ÑU�}³�´��µ��Ä¦���º�ÎÂ��S�Î����ãK��´µ��´��}�

���
u
)

∇ · u + ε∂tp =
δ(ρ)

ρ1ρ2

Γ− uε · ∇p+∇ · (θδ(ρ)

ρ
δ(u))

��Æ�����í��
��½º��³0³Q�Q�±���0ÑÒ�}´µ�$)

ε :=
α1ε1ρ2 + α2ε2ρ1

ρ1ρ2

uε :=
α1ε1ρ2u1 + α2ε2ρ1u2

ρ1ρ2¯°�0���«����²��Ý�����±���#���}�K³«Â��µ²���¹º²yÉè�I�Q�&�ÕÅ��µ´µ�������Ý��¹�²��6��´µ�}���,�����Þ¹�²��S����´µ��� ���
Ä¦�}²�½º��Ä¦���º���Î��²��

u
�Q�
δ(u)

�
` ¢�ª«èKv6éyz+¢:åf��åf��å �R� !*!7�[&9� �8��&�- �
�6��� !R�����;�Z	9'J�"�Y�:���c�@&��9������� �"!7��/R�6���M;	��\&6-��"���	�&��- �"�8�Z��� εi �X� M��?� ����� �"!c���(';�)�®'h���XA1������/+�>�R� ����� M��*� �"!]���t��� �8�]�
	��S&8�Z���[�
��&9�JI�8BW!4&���� ε �W! uε

E
` ¢�ª«èKv6éyz+¢:åf��åf�äû¯¬ 	��h�.���,&��?	����0�@�q�('h�;��� ��� �"!��@&9��� �\�� &Y���r�)�*� ����p;�G� !7���"!0� �"!>&9������3M���!7�������� uγ

/ uε
�W!R��	��]M;��&��?��A1�Z��� u �W! δ(u) E
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uγ = γuα +
θδ(ρ)δ(ε)− ρ(α1ε2 + α2ε1)

ρ1ρ2

δ(u)

uε = εuα +
ρδ(ε)− ε̃δ(ρ)

ρ1ρ2

θδ(u) = ε(u− θ δ(ρ)

ρ
δ(u)) +

ρδ(ε)− ε̃δ(ρ)

ρ1ρ2

θδ(u)

��M;��� δ(ε) := ε1 − ε2 �W! ε̃ := α1ε1 + α2ε2
E

Ò&ÑÓÒ(ÑhÐ �o«&Û]Öqå�æ�ãZä'ÚÅù]Ø°«©Û'Ö�ävå�æ§å�÷ ù]Ø¬ðøãZÛ(ñZØ¨ðøØ3ävåLÑ
c �¼ÑX��¡Q�}�!���ÃÂ����¤³Q��������ÂO�}²����}Å�������´µ���µ������´ä��������¹�²��6��´µ�����������Þ¹�²��S����´µ���]���ÃÄ¦�}²�¾

½���Ä¦�����Ì�Î���Q�����0´���������´�¹�²��$�!³������µ�?���Q½����µ��Â�ÂO���?�K�S��� ���0Â��S�&�S�����ÕÂ����0Â�����³������������
� �}²��?³Q�}Ä¦Ä¦�¦���Õ���0�µ�¦ÂK�Õ���Õ�}�&�SÂ����/³Q´ ¾)��������²��Q+f���}²��;����Â��S���}���;�µ���Î½�´ä�����������

ui���Q����¹�²��6��´µ�����!���=¹�²��S����´ä���=���=Ä!��²�½���Ä¦��������Æ��ÇÆb�;Â��Õ�������±´µ½}�6��´µ��������²K³�³Q�Q����´ä½º�����
�.��³Q´y���}²���³Q���K��²�´µ�����6��²����Q���µ��Ä¦���º���!³Q�}����´����Q����� ���Q�����º�Õ�µ´ä�����$)

∂t(αiρiui) +∇ · (αiρiui ⊗ ui) = αiρi (∂tui +∇ · (ui ⊗ ui))

+ ui (∂t(αiρi) + ui · ∇(αiρi))

= αiρi (∂tui +∇ · (ui ⊗ ui)− ui(∇ · ui))

= αiρi (∂tui + (ui · ∇)ui)

�ÕÂ������Ã��½���´µ�1����´µ���¿��³����¼�µ���.��¹�²��6��´µ�}���Ã���ÍÄ/�Õ�����,��Æ���_i��+ºÂO�}²��.�}Å�������´µ�.�µ�ÍÂ��S���&�S���
���0����Â��±��Ä¦´µ�����0�µ´��}���.�4��������³Q�}�K�����

ÜÍ���0�µ���±�o+G´��%���Q½�´µ�����0����½�´µ�&�Õ�}�7�SÅ��µ�¦���!�±��ÑÒ�}��Ä4²��µ���9�����Î��¹�²��6��´µ�����;���!¹�²��Õ�º��´ä���
���0Ä¦�}²�½º��Ä!�����$��Æ��ÇÆb�	���}²�� ²����;Ñ����±Ä¦�0Â��µ²����±����²�´ä���i+K¹�²�´µ�±���$�!��´ä½�´µ����� Â��Õ�

αiρi
)

∂tu1 + (u1 · ∇)u1 +
1

ρ1

∇p+
τ

α1ρ1

= g
��Æ����7·��

∂tu2 + (u2 · ∇)u2 +
1

ρ2

∇p− τ

α2ρ2

= g
��Æ�����Ïb�

�	���Q��³&���}����Ä/�Õ´µ���������Õ�º�v�¼����Â��±´�Ä!���%��ÉÊ��¹�²��6��´µ���¦���Z�Þ¹�²��S����´µ��� ���]Ä¦�}²�½º��Ä!�������
�S������³Q´µ���-�

δ(u)
�%áE�}²��!³Q������+����}²��!ÑU�S´����}���¦���È��´ �G��������³Q������!��¹º²��S��´��}���-�UÆ��µ�6·��°¾�UÆ��µ��Ïb�]�6ãK��fÉÚ�}Å�������´µ�P)
∂tδ(u) + (u1 · ∇)u1 − (u2 · ∇)u2 +

1

ρ̃
τ =

1

ρ#

∇p
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������Ù¤�S��� ÂG�}���

δ(ρ) := ρ1 − ρ2
+
ρ# := ρ1ρ2

δ(ρ)

�
¯°�����}²��+���Q�����Z�Ã����Â��±´�Ä!���y���Q�y���Q��Ä¦���y���}�;�µ´µ���7�S´��±���|���0ÑÒ�}�K³���´��}�?�����+Â��S�&�SÄ¦�Q�������

¹�²�´y���}²�� ´��������������������$� ��½º��³?�UÆ��Çâb�.�Q�
φ = α2

�r)
(u1 · ∇)u1 − (u2 · ∇)u2 = (uλ · ∇)δ(u) + (δ(u) · ∇)uα

���=²���´��µ´µ�ß�S���P�UÆ��ÊÛÜ��ÂO�}²��Ã�µ�ÎÂ��S���ß�S�}�f�$���$����³Q�}�K���9�����S�µ´µ���i+��Q�]�Q�Ô���}�&�Õ���Ã���º�Õ�µ��¾
Ä¦�����

δ(α) := α1 − α2 = 2α1 − 1
�

�.�;¹�²�´+���}�����0���Ý����²���´µ���ß�S��� ����²�� �µ��� ������Ä!���P)
∂tδ(u) + (uλ · ∇)δ(u) + (δ(u) · ∇)uα +

1

ρ̃
τ =

1

ρ#

∇p ��Æ��µ��ëb�
ÜÍ�����0Ä?d�Ä¦� Ä2�S��´����±�i+º���}²��	�Õ�µ�µ�����1�Q�ß�SÅ���´µ�1²�������¹�²K�S��´��}�2�fÉÚ�Q½����µ²���´µ�}�2��²��

u
�

� ÉÇ�Õ´����¼�����.��¹º²��S��´��}���r��Æ��ÇÆb��� c �Î����Ä!Ä¦�Í�����1��¹�²��6��´µ��������Æ��ÇÆb�����}²��	���}�����i+�³Q�}Ä¦Â����
�����¤²���;���!���QãK��´µ��´��}�����

u
)

ρ∂tu + u∂tρ+∇ · (α1ρ1u1 ⊗ u1) +∇ · (α2ρ2u2 ⊗ u2) +∇p = ρg

Ð]��Ä2�S��¹�²��}���	¹�²��Í���;���}Ä¦Ä2�6��´µ���������	��¹º²��S��´��}���z�UÆ��Ç_b�£+����}²��.��´�Ä¦Â���´äãK�¼²��2ÂO�Q²
� ÉÊ��³Q��´ä��²����6)

ρ∂tu− u(∇ · ρu) +∇ · (α1ρ1u1 ⊗ u1) +∇ · (α2ρ2u2 ⊗ u2) +∇p = ρg

¸%��ã��3+O�µ���Í������Ä¦���Í���}�,�µ´������Õ´µ�����¼���$�±������Â���´µÄ¦���º�¼���}²��¼���¦ÑÒ�}��Ä¦�?��²�´ä½��S�����i+O���
²���´µ�µ´��&�S���.��Æ���âi�]��½º��³

φ = α1ρ1

ρ

)
α1ρ1u1 ⊗ u1 + α2ρ2u2 ⊗ u2 = (α1ρ1u1 + α2ρ2u2)⊗ (φu1 + (1− φ)u2)

+ ((1− φ)α1ρ1u1 − φα2ρ2u2)⊗ (u1 − u2)

= ρu⊗ u + ρ̃δ(u)⊗ δ(u)

Ð]��²���´µ���ß�S��� ����²������Í³��������±��´�Ä/�S��´µ�}���Q+�����²��]���±��²�½º����� ãK���S�µ��Ä¦�����$)
ρ∂tu + (ρu · ∇)u +∇p = ρg −∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u))

À¤�}´µ�������´µ½�´µ�&�S����Â��Õ�
ρ
)

∂tu + (u · ∇)u +
1

ρ
∇p = g − 1

ρ
∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u))

�UÆ��Ç_}×b�
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Ò&ÑÓÒ(ÑÓÒ ±só]Úiå�ö¨ðøØb�rä'ÖZÙ�Ñ

»��}²��Í³Q�}Ä¦Ä!���K³Q�����}����ÂK�Õ� Ñ����±Ä4²��µ��� ��ÉÚ�ºÙ�ÂO�}���������;��²�´ä½}�Õ�����6)
ý�þ ¥�wKuSçy©�£�¢:åf��åf�Urb¬ 	��h�]�����X�
	��	����r- �
�r���Y!7� &��8� τ �
� �=!��
� ��� &���&9�%P

τ = C∇α1
��MJ��� C > 0 &9���1� ��Æ���_��o�

` ¢�ª«è�v6éyzy¢:åy��åf��ÿ°¬ 	��S�.���,&��?	����r�('h�;�Z� �8� �
!¡�@�q��f�	��\���\&%P
τ = C∇α1 + C2δ(u) ��M;��� C2 > 0 &9���1�

������r- �"�%�9�1���V��f����,'h� v 	���������� �"!7�;�Z� �8� �
!5���%���,�4!(�%�����3&9�����=�²!7�J!4�1E
ÜÍ���Î���}���Q+ �Q�È����²���´µ���&�Õ���9���}²������Î���}�Î��¹�²��6��´µ�}���0��²��9���}�0���}²�½º�Q���µ���Î½}�S��´��ÕÅ��µ���Q+

���}²�� ��Å������������ �µ�;�±Ù��±���QÄ¦�;�fÉÊ��¹�²��6��´µ������ÂK�Õ�±��´�³Q²���´µ��� ��²�´µ½}�S���$)
∂tu + (u · ∇)u +

1

ρ
∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u)) +

1

ρ
∇p = g

�UÆ��Ç_�_i�
∇ · u + ε∂tp =

Γ

ρ#

− uε · ∇p+∇ · ( ρ̃
ρ#

δ(u))
�UÆ��Ç_}Æb�

∂tδ(u) + (uλ · ∇)δ(u) + (δ(u) · ∇)uα +
Cρ

ρ1ρ2

∇λ =
1

ρ#

∇p ��Æ���_SÛ��
∇ · δ(u) + ∂tλ+ uλ · ∇λ =

Γ

ρ̃
+ γ∂tp+ uγ · ∇p

��Æ���_}âi�
��½º��³�+�����²�� ���0�&�SÂ�ÂO���µ�����$)

θ := α1α2; γ :=
ρ1ε2 − ρ2ε1

ρ1ρ2

; ε :=
α1ε1ρ2 + α2ε2ρ1

ρ1ρ2

ρ̃ := θ
ρ1ρ2

ρ
; ρ# :=

ρ1ρ2

δ(ρ)
; ρ := α1ρ1 + α2ρ2

uα := α1u1 + α2u2; uλ := α2u1 + α1u2;
ρ̃

ρ#

:= θ
δ(ρ)

ρ

uγ :=
ρ1ε2u2 − ρ2ε1u1

ρ1ρ2

; uε :=
α1ε1ρ2u1 + α2ε2ρ1u2

ρ1ρ2
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¸%�2���G�Q�o+¤��ÉÊ��¹�²��6��´µ���¥��Æ���_SÛÜ�%���±�	��Å������¤²��z�?��ÉÇ�Õ´����9���¼���?�������6��´µ��� ∑2

i=1 αi = 1
+

¹�²�´y���}²�� ÂG�Q��Ä¦�Q���fÉÚ��³���´µ���0� ÉÊ���º�Õ�µ´ä���;��²�´ä½��S�����?)
1

θ
∇α1 =

1

α1α2

∇α1

=
1

α1

∇α1 −
1

α2

∇α2

= ∇(ln(α1))−∇(ln(α2))

= ∇λ
` ¢�ª«èKv6éyz+¢:åf��åf� �³a �����%���8�9����	�Q��Z���������Xp3¨��,�*�����6�	��"!^- �"������I���	��j�"&��������?A1������/�������
��&9����BW!>&9��� εi �	��
!:!>&9B�� v ���?A1�������W!:!>&9B����
�W!>��!4����� MJ���"!t�Z����M��4!(�������� ui

�����¨��S�?�����E��+��&6��	�����9- �"� �"!�/��W!5�9	��j�U!(�3!7� ���������[�U	J!7�J!>�*	����j���"!>&9	����S�4!7�������<�S�6��M;���
!4/��	��h�.	�AW!7� �U	����rP
γ ≈ ε ≈ 0

uγ ≈ uε ≈ 0

���6- �,����	��h�6���,!7	�&��\��6�%�U�('X�)�®'h��&]!7	��h�6�����[!7� &��8���6�������]�����Y��- �"�J!4�?	����%C7´SE�D�DWHJIC7´SE�DSµ�H�E
»��}²��Ã�Õ�µ�µ�����	³Q�}Ä¦Ä¦���K³Q���1Â��S�.����²���´µ�}�����	��ÉÊ´�Ä¦ÂO�}�±�&�Õ�K³��9�������;³Q�������&�Õ�����

C
+¤���ß¾

ãK��´µ�Î�K�Õ���Ã���?�������6��´µ���¯�UÆ��Ç_��o������Â��µ´�³Q´ä�&�Õ���Ã���¼��´µ���=���������¼���¼Â��Õ���ÕÄ¦�������
τ
�Q�Ã�µ�¼�ß�S²��

���ÔÂ����������K³Q�
α1
�%¸%�q��� �Q�Q+���´]³Q�Q�����Ô³Q�����±�&�Õ�����Ô�����!�±���±´�³�����Ä¦�����!�¤²��µ�µ�i+��S���}���!�µ���

��¹�²��6��´µ�����,�UÆ��Ç_�_i�°¾£�UÆ��Ç_}Æb�	�Q�.��Æ���_SÛ��°¾£��Æ���_}âi�	������� Ä2�Õ�fÂO�}�����Q�¼���Õ��� ���0�����������´µ�y���
ÂO��²�� ÙÝ��½º�}´�� �fÉÚ��¹�²�´µ�µ´µÅ����;�Q�������0�µ���&kK²�´��������

áE�}²��¦´��µ�µ²����������2³Q���2��´µ�����Q+�����²��=�S���µ�}���2Â����¤³Q�������/�«²���������Ä¦�}���±�����S��´µ�}�õÂ��S�
� ÉÇ�ÕÅ���²��������ºÓO�S´����}���.���}�K³ ��ÉÚ��Ù¤ÂO�}������������²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ���.�X��²������ ��ÉÚ´µ�K³Q�}Ä¦Â����Q����´µÅ�´µ��´ä���
�����'kK²�´������£��¹�²��?���$Ä!�����S���}�4�����9����²��lkK²�´����Q�0�6�����Q´��º�9²��,���ß�6�Î� ÉÚ��¹�²�´µ�µ´�Å����V�/²��
����Ä¦Â��/���}�����

tn
)%³Q�����È��´µ����´µãK�¹º²��ÝÂO�}²��!����²��!����Ä¦Â��

t
��²�ÂO����´µ��²��6�

tn
+����}²��

��½������
u1 = u2 = 0

�.á��S�2���QãK��´µ��´��}��������}�/½��S��´��ÕÅ������Q+1����²��2�}Å��������}����������³
u = δ(u) = 0

+�ÂO��²��]����²��
t
��²�ÂO���±´��Q²����

tn
�

p¼�M����²����µ������Ù�ÂO�Õ�����������%´µ�������¤��²�´µ�����%´�³Q´h+Õ��ÉÚ��¹º²��S��´��}�H�UÆ��Ç_�_i�|���}²���ÂO����Ä!�Q���fÉÊ��Å�¾
������´µ� ÑU�Õ³Q´µ���QÄ¦�������µ�;�}�&�Õ��´µ�����Í���0Â���������´µ���-����ÉÊ��¹�²�´µ��´µÅ��±�6)

∇p = ρg 6= 0
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á��S�=³Q�}������¹�²����º�o+.����²������ ³Q�}�������Õ´µ�����

C = 0
+.��ÉÚ��¹º²��S��´��}���UÆ��Ç_ÕÛ��¦���,�±����³Q��´ä�

���º�S����Ä!����������²�� ����ÑÒ�}��Ä¦�4)
∂tδ(u) =

1

ρ#

∇p =
ρδ(ρ)

ρ1ρ2

g

�	�Ã¹º²�´����}�����i+6���}����¹�²��.����������²��PkK²�´��������yÉÊ�����MÂ��S�M����Ä?d�Ä!�Ã��������´ä���i+
∂tδ(u) 6=

0
+��±�����6��´µ�}��³Q�}�������Õ´µ���$�4�������Õ��´µ����fÉÚ��¹�²�´µ�µ´µÅ����;Â��±����²�Â�ÂO���������
�	��� ������Ä!Â����Î���}²�� Ä¦�}�������Î¹�²��Î���ÎÂ��S�&�SÄ¦�Q�����

C
���±� Å�´����Ô´µ�K��´µ��ÂG�Q���ß�SÅ��µ�.�$���

Ä!�������µ´µ�ß�6��´µ�}�����½�´µ�&�Õ�}���0�Q�Í¹�²yÉÊ´��y����´ä�]dQ���±�;³&���}´���´f�����Ý�¤²����
� �Õ´µ���������Õ�º�1¹�²��]���}²��1��½º�}�����Q�ß�SÅ���´�¹�²��Ã���9³Q�}���±�ß�S�����

C
���f��Æ���_��o�|���]ÂO�}²�½}�Õ´ä�dQ�����Î��²����µ�ÎÂO��²��]����ÂG�Q�������6������´��K�����Î²��Ô�Q�ß�6�]���&�S��´��}�����S´µ���i+����}²��Í�S�µ���}��� �Q���&��Ùº���]���

³��S�&�Õ³�������´µ���Q�]�µ���]���}��²���´��}�����S���Õ�äÙ¤��´�¹�²��Q� �±�&�S��´��}�����S´��±��� ���?�UÆ��Ç_�_i�°¾£�UÆ��Ç_}Æb�1�Q�P��Æ���_SÛ��°¾�UÆ��Ç_�âi��+��K�S����²��³��Õ�����0Ä¦�}������´µÄ¦������´µ�}���������
Ü9�Õ���Î���2��´µ��²��S��´��}�«�fÉÊ²��È��¹�²�´��µ´µÅ��������È�±����´µÄ¦�4���&�S��´��}�����S´µ����Ä¦�}������´�Ä¦�Q����´µ�}��¾

���Q�m++���}�?�±Ù��±����Ä¦���$�fÉÊ��¹�²��6��´µ�}���$���/������²�´µ�������4���}�K³/�Ô���Ý��´�Ä!Â����/����Â���������´��}� ��²�´ä¾
½}�S�����?)

∂zp = ρgz
��Æ���_Õíb�

Cρ∂zλ = δ(ρ)gz
��Æ���_�·��

¯°�%���Q½�´µ�����?�S���}���Î����½�´µ�&�Õ�}�7�SÅ����¦���¦³��S��³Q²����Q�?�Õ�K�Õ�äÙ¤��´�¹�²��QÄ¦�����0�µ���0�����µ²���´��}���;���
³Q�0���}²�½º�7�S²Ý��Ù¤������Ä¦�;� ÉÚ��¹�²��6��´µ�}����� � ´�����´h+����}²����}Å��������}���$)

λ =
δ(ρ)

C
gzz + cλ

p = ρ1gzz + C ln (1 + ecλ−
δ(ρ)
C

gzz) + cp

α1 =
1

1 + e(cλ− δ(ρ)C gzz)

�i�
cλ
���±�Î²����!³Q�}���±�ß�S�����¦�Õ������³�´����?�2���2Ä2�S�����4�}���}Å��S����+f���

cp
²����!³Q�}���±�ß�Õ�º���

�S��Å�´ä�����Õ´µ���;��²��$�4� ÉÊ´��K³���Ä¦Â��±������´�Å�´µ�µ´µ�����
áE�}²��������������%²���� ´������Í��²¦³Q��Ä!ÂO���Þ����Ä¦���º�.�����1��´ä½º���±������½}�S��´��ÕÅ��µ�������¦ÑÒ�}�K³���´µ�}�

��²�Â��S�&�SÄ¦�Q�����9���&�¿�&�S´�����²��Ì�
C
+¤����²��]��½º�����	���&�Õ³Q�¼���¼Â��±�}ãK� ���¼³Q���	½}�S��´��ÕÅ��µ���ÃÂO�}²��

��´ä½º�Q�������.½}�S���Q²����Ã���
C
+¤�K�S���.���¼³��S�Ã�fÉÊ²��2Ä¦�����Õ���}�Í�7�Õ²%7½}�ÕÂO��²��	�fÉÚ�7�S²��

300◦
�(���
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Ü9�Õ���Î���!³��Õ�ÎÂ��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�;���¦���Q²���kK²�´������0´���³Q��Ä!Â���������´�Å��µ���Q+f���=³Q�}²���ÅO�!�±��Â�����¾
�������ß�S���?���¦�&�Õ²��#���/Â��±�����Q�K³Q�

α
���±�4³Q���S´��±�-)+Â��µ²��?���/ÂK�Õ���ÕÄ¦�Q�����

C
�����K�«½������

0
+

Â��µ²��4�}� ���Q�K�#½º�Q���$²����2Ñ����K³ß��´µ��� ���=Ø �7��½¤´���´������E¯°�1����²�������½�´��Q���4ÂO�}����´µÅ��µ�=�Õ�µ���±�
�fÉÚ´µ��������Â��ed������

C
³Q�}Ä¦Ä¦�;²���Â��S�&�SÄ¦�Q�������¿�&�S´���´µ������²��Ì�;�fÉÚ´µ�������±ÑU�Õ³Q�1)K���}����¹�²��

C
���±�

�����Õ�K�t+Õ����²���½��6Ù������M²���Ä¦�Q���S���}� ���]����²��.kK²�´������%���}���%��ÉÊ´���������ÑX�}³Q�Ã���Ã�±��Â��Õ�Þ��´µ�Ã��²��
²����?�}�&�S�K���?ÂO���Þ��´µ���,��²�����Ä/�Õ´µ���$���?��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���7�G» ��²��ÍÂ��S�����}���¼³Q�}����´µ�¤²�Ä!�����
�fÉÚ²��=kK²�´����$�$� ÉÇ�Õ²�������� � ��ÉÚ´µ��½º���±���;¹º²��Õ�K�

C
�����]ÂO�Q��´ä�o+���ÉÊ´���������ÑX�}³Q�Î�������±�Î�µ��������²��kK²�´������Î�����K�5�2����������²�´µ���?��²��«ÂO�}´��º�?�������}�±���!¹�²��!���}²��0Â��S�����}���0Å��±²��ß�S����Ä!�����

�fÉÚ²���kK²�´����.�4²����S²������6�U��´µ�&³Q�}����´���²�´µ���¤���
c ��Â��±������´µ�}�3+S¹�²��S����� ���µ���i+6ÂO�}���������	²��$Â����ÕãK�����.Â��µ²��E���$Â���²��L�¿�&�S´������&�ÕáE�}²��E²��

�����Õ�K�
C
+ ����Â���������´µ���«��²ÈÄ¦�����S�����������Î²����!³Q��²���ÅO�!Ä/�Õ��´µÑÒ���±����Ä¦����� C1 ���������Þ���¹�²��=�µ�=Â��S���&�S���Ô�fÉÊ²��ßkK²�´����H����ÉÇ�Õ²������=���=ÑX�Õ´ä�¦���=Ä/�Õ��´µ�������������4�����}²��µ´����±���%áE�}²��

²��:Â��S�&�SÄ¦�Q���±�
C
ÂO�Q��´ä�Q+G���2Â����Q����´µ�}�:����Ä$Å��µ�$�����K�����$½º���±�9²�����³Q�}²���ÅO�4ÂO�}�������K�S���

²��ÝÂO�}´µ�������0���}�Ý������´ä½}�ÕÅ�´µ�µ´µ���i+�´��º�����±����³ß��´µ������;����²��Ô���±��´ä����� ���}��� � ÉÊ²����0ÂO�}���������
²����¦ÂO�������!�����Q�;ÑÒ�}�±���!�Q�;� ÉÇ�Õ²������!�������0ÑU�S´�Å��µ�H)|�S´µ����´m+f���}����¹�²��¦����²��;Â��S�����}���?�fÉÚ²��kK²�´����]�9��É��S²������P�U¹�²�´��K�S���1³�� ³��S�����}�������±���%���Q�±����Ä¦���º�%���QÂ��Õ�±�����£+Õ���¼Â����Q����´µ�}�!�����±���
³Q�}����´µ�¤²��	Ä2�S´��E���	��É��Õ³�³Q����n���Â��µ²������	���ÍÄ4d�Ä¦�.ÑU�u¡Q�����U��´���³Q�}����´��¤²�´ä���]���	���Í������´ä½º���o���

¸%��ã��3+Õ����½}�Õ�±´��SÅ��µ�
λ
���±��²����ÃÑ����K³���´��}���µ´������Õ´µ���Ã����Ñ����K³ß��´µ���!���

z
�����������ÍÂO�������

�����K�=½º���±� � ÉÊ´µ��ãK��´y�µ������¹�²��;�µ�0Â��Õ���ÕÄ!�Q�����
C
���6�UÆ��Ç_��o�Ã����³�����´ä���

Ü9�Õ���]�µ�0³��S� ���0����²��1kK²�´�������¹�²K�Õ��´ ¾¿³���Ä¦Â���������´�Å��µ���Q+����4��´ä��²��6��´µ���Ý���Q½¤´����º� Â��µ²��
³Q�}Ä¦Â����ß�������K³Q�}�����.ÜÎ�S����³��,³��S�Q+1�µ������������´µ�����������6kK²�´������

ρ1
�Q�
ρ2
����ÂO���K�����º�

���¦���ÔÂ���������´��}�Ç)f�µ���;���}�µ²���´µ�����?�����;��¹�²��S��´��}���1��Æ���_Õí�� ¾£��Æ���_�·i�¼ÂO�}�������������4�S���}���;²��
³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦���º��Å�´µ���Â��µ²���³Q��Ä!Â����ß�����

c É��S���S�µÙ����;����� ���}�µ²���´µ��������²Ý�±Ù��±����Ä¦�ÎÄ¦�}������´µÄ¦������´µ���������+Â�����³Q�������º����²����}�����
���K³Q�}���]²���� ³&���}���f)}���}²���³Q�}���±�ß�S�������1¹�²�� ¹º²����µ��� ¹�²��]���}´µ�%���Í½}�Õ�µ��²�����²!ÂK�Õ���ÕÄ¦�Q�����
C
+%�µ�ÝÂ��±����²�´ä�

Cλ
�����±���Ô����²��¿�}²��±�/�Q���S�Í�S²(Ä?d�Ä!�ÝÂO�}�äÙ����}Ä¦���1»��}²��2��½º�}���¦�}Å�¾

�����¤²=�Õ´µ����´O²���´µ��½}�Õ�±´��S���Ã��²��±Ù��±����Ä!�¼��´�Â����S��´�¹�²������	��³�´G��²��}�����±�9���}�K³¼���¼Â��±���K�����
³Q�}Ä¦Ä¦�Î½}�Õ�±´��SÅ��µ�;���}�ÂK�Õ�

λ
Ä2�S´��

λ̃
���QãK��´µ�;Â��S�P)

λ̃ = Cλ
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Taux de présence

¶R·�¸d¹ Æ��µ� ~ ;	�S��´��6��´µ���2��²!�ß�S²��/��� Â����������K³�� α1
���¦ÑÒ���K³ß��´µ���2���

C
+���½º��³

gz = 9.81
ρ1 = 712

�Q�
δ(ρ) = 566
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Pression

¶R·4¸+¹ Æ���_ ~ ;.�Õ�±´��6��´µ�}�����	����Â���������´µ��� p ���$ÑÒ����³���´µ������� C ��½���³
gz = 9.81 ρ1 = 712�Q�

δ(ρ) = 566
�
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¸%�=´µ�������¤��²�´µ�&�Õ�����S�µ���±�

λ̃
�K�Õ���f��Æ���_}_b� ¾£��Æ���_}âb�£+����}²��]�}Å������������Ã���9�±Ù��±����Ä¦�¼��²�´ä¾

½}�S���$)
∂tu + (u · ∇)u +

1

ρ
∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u)) +

1

ρ
∇p = g

�UÆ��Ç_}Ïb�
∇ · u + ε∂tp =

Γ

ρ#

− uε · ∇p+∇ · ( ρ̃
ρ#

δ(u))
�UÆ��Ç_}ëb�

∂tδ(u) + (uλ · ∇)δ(u) + (δ(u) · ∇)uα +
ρ

ρ1ρ2

∇λ̃ =
1

ρ#

∇p ��Æ��ÇÆ}×b�
C∇ · δ(u) + ∂tλ̃+ uλ · ∇λ̃ =

CΓ

ρ̃
+ Cγ∂tp+ Cuγ · ∇p

��Æ��ÇÆ��o�
p¼�]���}����¹�²��0����²�� ÑU�S´µ�������]�����K�����

C
½������

0
���0ÑU�u¡Q���-�4�}Å�������´�� ����� ´µ�������±ÑU�Õ³Q���

���º�����&kK²�´������&�S´������Q+����Q��������Ä!���
C∇·δ(u)

+
Cγ∂tp

�Q�
Cuγ ·∇p

�����K���Q���©�Î���Q½º����´µ�
��²�������Ü9�S���Í³Q�;³��S���µ´µÄ¦´ä���i+��µ�0�±Ù��±����Ä¦�0³Q´ä¾)���Q����²�� ���0��´µÄ¦Â��µ´äãK�;²����0���}²�½º���µ�µ�;ÑÒ�}´µ�$)

∂tu + (u · ∇)u +
1

ρ
∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u)) +

1

ρ
∇p = g

�UÆ��ÚÆº_i�
∇ · u + ε∂tp =

Γ

ρ#

− uε · ∇p+∇ · ( ρ̃
ρ#

δ(u))
�UÆ��ÚÆ�Æb�

∂tδ(u) + (uλ · ∇)δ(u) + (δ(u) · ∇)uα +
ρ

ρ1ρ2

∇λ̃ =
1

ρ#

∇p ��Æ��ÇÆÕÛ��

∂tλ̃+ uλ · ∇λ̃ =
Γ̃

ρ̃

��Æ��ÇÆ�âi�
�i�

Γ̃
���±�������µ´µÄ¦´ä���;���

CΓ
���}����¹�²��

C
�����K�=½º�Q���

0
�

»��}²��9����Ä2�S��¹º²������Î¹º²��4��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}�Þ�UÆ��ÚÆºâi� ���±�;�S�µ���±�9²����4��´�Ä¦Â����$��¹�²��6��´µ���È���
���&�S����ÂO���±� ��²��

λ̃
�



ç�}èç�}l~,�40(ê%ó�ò+ò|óÞ<v�]ú�÷ 0|òyð¼ïEø��&~$} Ûºâ
»��}²��%�S�µ���}���MÄ2�S´µ���������S���E�«ª}³������Q+S�fÉÊ��Å�������´µ�E²����.´������	���	����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}���U�fÉÚ²��

ÂO��´µ��� ���¼½�²��9Ñ����±Ä¦���G²���´�¹�²���Ä!�������1���9��ÉÚ����´��±���Q�K³Q�Î���]��ÉÚ²���´�³Q´ä���Î�fÉÊ²����9���}��²���´��}�Ý�Õ²
�±Ù��±����Ä¦���fÉÊ��¹�²��6��´µ�����?��Æ��ÇÆ�_b� ¾£��Æ��ÚÆºâi� ��²��9²��:´µ�������Þ½��S�µ�������$����Ä¦Â��

[0, T ]
�i�

T
���±�

²��2���Q���O¹�²�����³Q�}�K¹�²���ã������¤áE�}²��.³Q������+º���}²��	����³Q�}²�ÂO�}���Ã³Q�Q�.´µ�������Þ½}�Õ�µ���Í�Q�2²����������±´��
���

N
���}²��Þ¾°´��������±½}�S���µ���

[tn, tn+1]
��´µ��³���´µ�K³����¼���0���}���}²���²��

δt
+���½���³0Â��S�����QãK��´ä��´µ���

t0 := 0
�Q�
tN+1 := T

��áE�}²��%����²����]½}�Õ��´��SÅ��µ�
U
+}����²������Õ�����±�����

Un ���}�¦�Q½��S�µ²��S��´��}��Õ²�����Ä!Â��
tn
)G�Õ´µ����´q�

tn
ã�����+

Un �����&�¦²����4ÑÒ�}�K³���´��}�È���QãK��´µ�4��²�� Ω
�Q�f�¦½}�Õ�µ��²��

�K�Õ���
R
��²�K�S���

Rd +���½º��³ d ���!��´µÄ¦������´��}����²ÝÂ����}Å�����Ä!���
À��S���Ý�������±���ÔÂ��µ²��,��½}�Õ�º���K�S���Ý�µ������Q�ß�S´µ���Q+]���}²��Ý��²�Â�ÂO�������±��������½���´µ�Ý���QãK��´

����²��2����Â��Õ³Q���	ÑÒ�}�K³���´µ�}�������µ�]³Q�}����´µ�¤²��
V
���
Q
�������Ã¹º²��¼���}²��	Â�²�´µ����´µ�}���	´��������¤��²�´µ���

���	Â����}Å��µ��Ä¦�.½��S��´��6��´µ�������Q����²�´ä½��S���&)7�����}²�½º���
un+1 + δ(un+1)

�K�S���
V
�Q�
pn+1 + λ̃n+1�K�Õ���

Q
��������¹�²��

a1(un+1,v)− δt b1(pn+1,v) = δt (F1,v) ∀v ∈ V
��Æ��ÇÆ}íb�

b1(un+1, q) = b2(δ(un+1), q) ∀q ∈ Q ��Æ��ÇÆº·��

a2(δ(un+1),v)− δt b1(λ̃n+1,v) = −δt b̂2(v, pn+1) + δt (F3,v) ∀v ∈ V�UÆ��ÚÆ�Ïb�
Cδt b1(δ(un+1), q) + a3(λ̃n+1, q) = δt (F4, q) ∀q ∈ Q ��Æ��ÇÆ}ëb�

���Ý����²��Í��½�������ÂO�}���
C ≥ 0

�Q� ����� ���º�Õ�µ´ä��������²�´ä½��S�������$)
a1(u,v) := (ρnu,v); a2(u,v) := (

ρn1ρ
n
2

ρn
u,v); a3(p, q) := (p, q)

b1(v, q) := (∇ · v, p); b2(v, q) := (∇ ·
(
ρ̃n

ρn#
v

)
, q); b̂2(v, q) := b2(

1

ρ̃n
v, q)

�Q�!���q�µ��� Fi ��������������������Ä!���!���}²���³Q���¦���Õ���!�µ����¹�²����µ�!����²��/��½������������}���}²�ÂO����}²�� �����]�����±Ä¦��� �Q½}�Õ�µ²����¼�S²Ô����Ä!Â��
tn
�

¸%����²�´ä����+f�S²��,Ñ����±Ä¦���¼Å�´��µ´µ���7�S´��±���
ai(., .)

���}²��0�S�����¤³Q´��}���9�µ���9��ÂO�����S����²����4�U����¾
ãK��´µ��ÂO�}��´ä��´µÑÒ�£�

Ai
���QãK��´µ��Â��Õ�f)

(Aiu,v) := ai(u,v) ∀u, v ∈ V
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»��}²��Í����ãK��´������}��������� �}ÂO���&�6����²��±�

Bi
+
Bt
i

+
B̂2

�Q�
B̂t

2

���0Ä2�Õ��´µ���±�$�S���S���}�}²��6)
(Biv, q) = (v, Bt

iq) := bi(v, q) ∀v ∈ V, q ∈ Q
(B̂2v, q) = (v, B̂t

2q) := b̂2(v, q) ∀v ∈ V, q ∈ Q
»��}²��.��²�Â�ÂO�������±�����	����Â��µ²��	¹�²������0Ñ����±Ä¦��Å�´��µ´µ���7�S´��±�

b1(., .)
½º���±´µãK��²����¼³����K��´ ¾

��´��}�����Î�)Ù�ÂO�0´���Ñ�¾°��²�ÂÝ��²��
V ×Q +K³}ÉÊ�����Þ¾��6¾)��´µ���;¹�²yÉÊ´��y�ß��´��±���;²����;³Q�}���±�ß�S����� β > 0�����µ���;¹�²��0ÂO�}²��]���}²��

q
�K�S���

Q
+����}²��¼��Ùº�}���P)

sup
v∈V

b1(v, q)

||v||V
≥ β||q||Q

��Æ��ÚÛ�×b�
�	��³Q´y��´µ�}��´äãK�;���������?�S²����±�;¹�²��0� ÉÊ��ÂO�����S����²��

Bt
2

���±� ´��u�¿��³���´µÑE��²��
Q
)

(∀q ∈ Q | Bt
1q = 0)⇒ q = 0

�UÆ��ÊÛK�o�
ÜÍ�ÍÄ2�Õ��´µ���±�9�Õ���S�µ���}²��

B̂t
2

���±�	²��2��ÂO�����S����²��.´µ���¿��³���´�ÑÊ+¤³��Õ�1´��K½º���±´µãK�Í²����Í´µ�����º�7¾
�µ´ä���0´���Ñ�¾°��²�Â��´µÄ¦´µ���S´µ���.����Æ��ÚÛ�×b��+K������� ���!³������±�ß�S�����

β
����ÂO���K�Ý��²���ÕÂ�ÂO�}�±� ρ̃n

ρn#

�
ÜÍ���.���}���Q+º���}²��	³Q�}���±�ß�S�������Ã¹º²yÉÚ´µ�����}²��.���±�.ÂO������´�Å����¼����������³Q�±´��±�Í���}�.��¹�²��6��´µ�}���

���}²�������Ñ����±Ä¦�;�fÉÊ²���±Ù��±����Ä¦�'�¿Ä/�S����´�³Q´��Q� �9���±��� ��´�Ä!Â����;��²Ô�¿Ù�ÂO� LX = F +K��½º��³4)

L :=




A1 −δt Bt
1 0 0

−B1 0 B2 0

0 δt B̂t
2 A2 −δt Bt

1

0 0 Cδt B1 A3




X :=




un+1

pn+1

δ(un+1)

λ̃n+1




�Q�]��� F ���±�]���¼½º��³�����²��
(Fi)1≤i≤4

�S²K¹�²���� ���}²��]�&�¤�¿��²����}���]�µ���Ã������Ä¦���Ã�Q½}�S��²����
�S²Ô����Ä!Â��

tn
�

á%²�´µ��¹�²��1Â��S�E���QãK��´µ��´��}�3+7���Q�E�}ÂO���&�6����²��±�
Ai
���}���M����ãK��´��|ÂO����´ä��´µÑÒ�|�Q�M�����K³�´µ��½����Þ¾

��´µÅ��µ���Q+�´��f����²��Í���Q½�´µ������ÂO�}����´µÅ��µ�?���0�±������²K���±�0���0�±Ù��±����Ä¦�ÎÂ�����³Q�����Q���7��¸��Ý���G�Q�o+����
���Q����´µ�����Ã��´µ�}��� ��²!�±Ù��±����Ä¦�ÃÄ2�6���±´�³Q´µ���h+Õ���}²������}�����

λ̃n+1 ����ÑÒ�}�K³���´µ�}�¦��� δ(un+1)
)

λ̃n+1 = δt A−1
3

(
F4 − CB1δ(u

n+1)
) ��Æ��ÚÛº_i�



ç�}èç�}l~,�40(ê%ó�ò+ò|óÞ<v�]ú�÷ 0|òyð¼ïEø��&~$} Û�·
á��S� ��²�´ä���i+����}²����}Å��������}������� ÉÇ�Õ´����?���0���������}´���´µ��Ä¦�0��´µ�}���?��²�±Ù��±����Ä¦�0Ä2�S����´ ¾

³Q´µ���m+ � ÉÊ����Â��±������´µ�}�#���
δ(un+1)

���«Ñ����K³���´��}�#���
pn+1 +G���°ª}³Q�?�=������²�Å��±��´ä��²���´��}�#���

λ̃n+1 Â��Õ�]� ÉÊ����Â����Q����´µ���*��Æ��ÚÛº_b��)
δ(un+1) =

(
A2 + Cδt 2Bt

1A
−1
3 B1

)−1
(
F3 − δt B̂t

2p
n+1 + δt 2Bt

1A
−1
3 F4

)

:= −δt A−1B̂t
2p
n+1 + F̃ �UÆ��ÊÛºÆb�

³��S� ��ÉÚ�}ÂO���&�6����²�� A ���±��´µ��½º���±��´µÅ��µ�i+
CBt

1A
−1
3 B1

�Q�ß�S��� ÂO����´ä��´µÑ¿�
c �ÝÂ�����Ä!´����±�2��¹�²��6��´µ�}� ��² �±Ù��±����Ä!�2Ä/�S����´�³Q´��Q�.���}²��$ÑÒ�}²�����´ä�$� ÉÊ����Â����Q����´µ�}�I���

un+1 ���ÝÑÒ�}�K³���´µ�}����� pn+1 )
un+1 = δt A−1

1 Bt
1p
n+1 + δt A−1

1 F1

:= δt A−1
1 Bt

1p
n+1 + ˜̃F

�UÆ��ÊÛ�Û��
¯°�y���}²�� �����±���$�4��²�Å��±��´ä��²�����+K�K�S������������²���´µ��Ä¦�0��¹�²��6��´µ�����²Ý�±Ù��±����Ä¦�]�¿Ä2�S����´ ¾

³Q´µ��� �«+
δ(un+1)

Â��Õ�0���}�#����Â����Q����´µ���#���#ÑÒ�}�K³���´µ�}� ���
pn+1 ��Æ��ÚÛ�Æ��Î�Õ´µ����´1¹�²�� un+1���ÝÑÒ����³���´µ������

pn+1 ÂO�}²�� �}Å�������´µ� ²����0�Q½}�Õ�µ²��6��´µ������� pn+1 )
pn+1 = − 1

δt
(B1A

−1
1 Bt

1 +B2A−1B̂t
2)−1F2 +B1

˜̃F −B2F̃
�UÆ��ÊÛ�âi�

³��S�Q+�� ÉÊ��ÂO�����S����²��
B1A

−1
1 Bt

1 + B2A−1B̂t
2

���±�Í´µ��½º���±��´µÅ��µ�i+K���°ª}³��,�����!³Q�}�K��´µ��´��}�
´���Ñ�¾°��²�Â��²��

b1(., .)
�

� ³Q�:�±�ß�Õ���i+.����²��=ÂO�}²�½º�}���ÔÑX�Õ´µ���:¹�²�����¹�²����Ý³���Ä¦Ä!�����ß�S´µ������� � ��²��Ý�fÉÇ�ÕÅO�}���L+
����²��/³Q�}���±�ß�6���}���/¹º²��Ý³Q���!�±Ù��±����Ä¦���!�fÉÚ��¹º²��S��´��}���¦�±��������Ä$Å��µ�����!ÅO�7�Õ²K³Q�}²�Â3+%�K�S���
���Q²��ÔÑÒ�}��Ä¦�i+&� �����Ô�±Ù��±���QÄ¦���Ý�fÉÊ��¹�²��6��´µ��������#»¼��½�´µ���¿¾±Àº����Á}���Ô��²��=�����=½}�S��´��ÕÅ��µ���
(u, p)

�Q�
(δ(u), λ̃)

³Q��²�Â������Q�7�.ÜÍ�ÝÂ��µ²��Q+�´µ�Í�SÂ�Â��S�&�¤n��/ÂO������´µÅ������fÉÊ��Å�������´µ�/�����/���Õ¾
��²���´µ�����4�S²��#��¹�²K�S��´��}���/��Æ��ÇÆ}í�� ¾��UÆ��ÚÆ�ëb��+f�Q�$³Q�/�ÔÂ��S�±��´��?�fÉÊ²����/Ä¦�����������2�fÉè�(¢7�1º ���
�	�Q�±���$����³&����´�¹�²��!���ß�S���0ÂK�Õ�±��´�³Q²���´µ���±��Ä¦�����0²���´µ��´µ������ÂO��²��9�����±�����}�µ²���´µ���«���Q�0��¹�²��6¾
��´µ�����	���¼»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���.³Q���Õ����´�¹�²����Q+�³Q�����0����ÑU�S´µ�Q+�����Â��µ²��Q+�¹�²����±����ÑÒ�}��³Q�Q�1� ÉÊ´����Q�¼���
��´�Ä¦´µ�µ´ä��²K���Î�������±�Î���}� ��¹º²��S��´��}�����fÉÊ��³Q�}²����QÄ¦�������fÉÊ²��ÔÄ¦�����S�����0���0����²��/kK²�´������]�Q�
���Q�Í��´ä����� ��¹�²��6��´µ���������?»¼��½¤´����¿¾ÞÀ����}Á������

c ÉÚ´µ����������²�³���´µ���¦���]���Í½��S��´��SÅ����
λ̃
���Õ���%�����%��¹�²��6��´µ�}���1�fÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���1Â����}ÂG�}�������

Â��������������¼²��=��½��S���&�Õ�}�¼´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S���r)�Â��S�	³Q�}���±����²K³ß��´µ���3+
λ̃
���±�	²��2�����Q� ¹º²�����³Q���K¹º²��i+

³}ÉÚ���±�Þ¾Ì�7¾)��´µ���$���$��²�Å�´µ�0�S²K³Q²�����³��������&�S´��º���i+G³Q�}�����&�S´��±��Ä¦�����0�S²���ß�S²��,���$Â��±�����Q�K³Q�
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αi
+����}���/����²��/���ÕÂ�ÂO�Q���}����¹�²yÉÊ´µ���2���}´ä½º�����/���Ý��´ä��²����¦���������

0
�Q�

1
�1Ü¼²j³Q��²�Â3+����

�±�������µ²���´µ�}� �¤²�Ä¦�Q��´�¹�²�������³Q���4���}²�½º���µ�µ���4��¹�²��6��´µ�}�����fÉÚ��³���²��µ��Ä¦���º���yÉÊ��� �Q���4¹�²��
Â��µ²��9ÑU�Õ³Q´µ�µ���f¸%����²�´ä���i+O´µ�E���±�¼���}²��f�/ÑU�S´ä�ÎÂO�}����´�Å��µ�����4�±��³Q�}���±����²�´µ����+L�/Â��S�±��´��9���$���
½}�S����²��

λ̃
³��Õ��³Q²��µ���i+��µ���	�ß�S²��=���9Â����������K³Q�

αi
�&�S��´µ��ÑU�S´µ�ß�S���]�µ���]��´µ½����������]³Q���º���&�S´µ�������

�Q½���¹�²������4)O´��E����²��9��²�j¦�Î���4����²���´µ�µ´µ�����9��������ãK��´µ��´��}�«���
λ̃
���:ÑÒ�}�K³���´µ�}�«�����¼�ß�S²��

���4Â����������K³Q���U�&�SÂ�ÂO���©)
λ̃ := (ln(α1)− ln(α2)) /C

� �Q�0���4���Õ�����9¹�²��4���2ÑÒ�}�K³���´��}�
´µ����������²�´µ���Ô���±�¦²����=Å�´ �¿��³���´��}�j���Q�!�������µ��½º���±�!�µ�Ô�����}Ä¦�����!�}²�½º���Þ�

(0, 1)
� c �=ÑU�Õ´ä�

¹º²��9�µ���Ã��¹�²��6��´µ�����ÃÂ��±��ÂO�}�������]���}²��Ã���S�&�S����´����������]¹�²��¼�����	�ß�S²������9Â��±�����Q�K³Q�
αi
���

ÂO��²�½º�����'�±�SÄ2�S´µ�?½}�S���}´µ�
1
�}²

0
�Q���?���º�Õ�µ��Ä¦���º�$²�� ÂO��´µ���$´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S���1)|³Q��³Q´1����²��

�S����²����2���¦���P�±�SÄ2�S´µ�?�����K³Q�}�����±���;���Ô��´µ��²��S��´��}� ���/Â����Õ���/�Q½}�S������³Q��������++�Q�?Â��Õ�;���
Ä4d�Ä¦�i+����Î���}Ä4ÅO��� �K�Õ��� ���Q�Í��´ j2³�²��µ�����Í��´���³Q²���������²��ÂO��²ÝÂ��µ²������S²��7�

Ë1O7w R�S$Â Á�_$^`_.·��3S.T9_]½,W(¶ a�W!Â S6�=�(a�W!�=W]µ?Y9Á�^`W(�X�¨·�S.T��
�=WK¼9W&Á=U`µ�T=W$O

c �ÍÄ¦�¤�����µ�¼�fÉÚ��³���²��µ��Ä¦���º�Ã��´µÂ����Õ��´�¹�²��Í�Q��²K��´��¼�K�S���.�µ�ÍÂ��±���¿�Q�Ã»���Â���²����,��³QÑ)�º�����
�S�±��´�³Q�µ���]�ä���m+��Ú_����§+ �ÚÆÕÛ��m+��ÚÆ�â¤�§+��ÊÆ}Æu�û��+Õ�Q���%²��!Ä¦�¤�����µ� ��´ä�Z�¼����²��4Â���������´��}���()Õ³&���Õ³Q²��¦�����kK²�´������

i
ÂO�����������0²����0Â���������´��}�

pi
¹�²�´f�µ²�´f���±�]Â����}Â������ c ���]��¹�²��6��´µ�}����¹�²�´ ������²��ä���

���!³Q��Ä¦�����������������Î���Q�0��²�´µ½}�S�������Q+ �µ���±��¹�²yÉÚ´µ���yÉÊÙÈ�2��´M�����±Ä¦�����}²���³Q�!���4���&�S����ÑÒ���Þ�
���0Ä2�S�����i+���´ �����±Ä¦�;���;��´ �G²���´��}�*)

∂tαi + vint · ∇αi = (−1)i+1β(p1 − p2)
��Æ��ÚÛ�íb�

∂t(αiρi) +∇ · (αiρiui) = 0
��Æ��ÚÛ�·��

∂t(αiρiui) +∇ · (αiρiui ⊗ ui) +∇(αipi)− pint∇αi = αiρig
��Æ��ÚÛ�Ïb�

∂t(αiEi) +∇ · (αi(Ei + pi)ui) + pint∂tαi = Γiv
int ��Æ��ÚÛ�ëb�

�i�
Ei

������´µ�}���2��ÉÊ���������}´µ�/���Õ�ß�S�µ�2��²5kK²�´����
i
+y�i�

β
���±�?²�� Â��S�&�SÄ¦�Q���±�2���¦����¾

���7�K�S��´��}�õ�Q�/�i�
vint + pint ������´��}�����º�����Q��ÂO��³ß��´ä½º��Ä¦���º�2���:½�´ä�������������2���«Â���������´µ���´µ��������ÑU�Õ³Q´��Õ�µ���Í��²ÝÄ¦�¤�����µ�?���QãK��´µ�����

�	�Q�Í��������´����±�������}���Í�fÉÇ�Õ´µ�µ����²��±�Í���QãK��´µ����Â��S� �µ������¹�²��S��´��}������²�´ä½}�Õ�������P)
vint := µu1 + (1− µ)u2

pint :=
(1− µ)a1p1 + µa2p2

(1− µ)a1 + µa2
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���:�µ���

ai
���}���Î�����9Â��Õ���ÕÄ!�Q�����Q�Î���}���Î�µ���9����Â��±������´µ�}���Î���}���Î���������Q���0�K�S���4�µ���

�Q�
µ
���±� �����y¹�²��?)

µ = 0
�}²
µ = 1

µ =
α1ρ1

ρÜ9�Õ���Ý���I��²�´µ���i+]����²��Ý��²�Â�ÂG�}�������}����¹�²��#�µ����³Q�}�K��´ä��´µ�}���,�fÉÊ��³Q�}²�����Ä!�����������º�
�����µ�µ���Î¹�²��$�µ���9��¹�²��6��´µ�}���Î�fÉÚ�����Q���}´��=��Æ��ÚÛ�ë�� ���$���}���9Â��S�9����³������ß�S´µ�����9ÂO�}²��¼ÑÒ����Ä!���
���0�±Ù��±����Ä!�;�fÉÚ��¹�²��S��´µ���*��Æ��ÊÛ�í��1¾£�UÆ��ÊÛºÏb���

�.�¹�²�´]���}²��/´µ���������������Ý���±�/���ÝÄ¦�}�����±���!�µ���¦��´�Ä¦´µ�µ´µ��²K�����/�Q�����±�³Q�ÝÄ¦�¤�����µ�-�
����²��qÂ���������´��}���/�Q�/�µ�Ý����²�½��7�Õ²(Ä¦���������Â����}ÂO�����Â��±��³Q������Ä!Ä¦�����7�1Ð]��Ä/�Õ��¹�²������
¹�²��Í����²��.� ÉÊ��Ù�ÂO�Õ���������9� É��SÅ����Q�K³Q�9�������&�S����ÑÒ���Þ�Ã���ÍÄ2�S�����i+º���Q�	��¹�²��6��´µ�}���Ã���ÍÄ2�Õ�����
��²�Ä¦�¤�����µ�Î»���Â���²����¼�Q�	���Q�	��¹�²��6��´µ�����z��Æ���_i�����¼���Õ���±�¼Ä¦�¤�����µ�¼�������	´���������´�¹�²����Q+¤��´
Å�´µ����¹�²yÉÚ�Q����G��³���²��Õ�º�Í��²��$�UÆ��ÊÛ¤·��	�µ����Ä2�S��´µÂ�²����S��´��}���Í����³Q��´ä�����Í���Õ�����µ��� Â�����Ä¦´µ���±�
Â��Õ���Õ�}�&�SÂ������Q+����}²��¼�±�Q���}Ä4ÅO�}���Í��²��Í���}�Í��¹�²��6��´µ�}���9���?Ä2�S�����/��Æ���_ÕÆ�� ¾£��Æ���_}âb�Ã���

u�Q�
δ(u)

�
c ���¼��¹�²��S��´��}���9���$¹�²��Õ�º��´ä���$���$Ä¦�}²�½º��Ä!�����9��²�Ä¦�¤�����µ��»���Â���²����=��Æ��ÚÛ�Ï�� ��´µÑ�¾

ÑÒ���±�����Í����� ��¹�²��6��´µ����� ´µ��´µ��´��S�µ���.��Æ��ÇÆb�	Â��S� ���Q� ������Ä¦��� ��²�´ä½}�Õ�º���P)
∇(αipi)− pint∇αi = αi∇pi + (pi − pint)∇αi� ´µ����´m+.��´¼���}²��=��� ��³���²��}���Ô��� ����Ä!Ä¦�:�����=��¹�²��6��´µ�}���5�UÆ��ÊÛºÏb�2�Sã��Ì�fÉÚ�}Å�������´��

²����9��¹º²��S��´��}�Ô���9¹�²��S����´µ���Î���¼Ä¦�}²�½º��Ä¦���º�ÃÂO�}²��Ã���;½}�S��´��ÕÅ��µ�
u
+¤���}²��Ã�}Å��������}���(�

����²�½º�7�S²��ÉÚ��¹�²K�S��´µ�}���.��Æ���_}_i��+Æ��³Q��³Q´yÂ��±����¹�²��0���Î������Ä¦� 1
ρ
∇p ���±���±��Ä¦Â����Õ³Q�;Â��S�P)

1

ρ

∑

i

(
∇(αipi)− pint∇αi

)
=

1

ρ
∇(
∑

i

αipi)
�UÆ��Çâ}×b�

ÜÍ�ÔÄ?d�Ä!�i+M���q���G��³���²��Õ�º�/�����!Ä2�S��´µÂ�²����S��´��}���2�S���Õ�µ�}��²��Q�¦ÂO��²����}Å�������´µ�!²����
��¹�²��6��´µ�������?¹�²K�Õ����´µ���?���;Ä!��²�½���Ä¦��������²��

δ(u)
+����}²�����Å������������9��½º��³Î���0Ä¦�������µ�

»���Â���²����i+����4�������6��´µ���*��Æ���_SÛÜ�.�i�Ý�µ���]�����±Ä¦��� ��� 1
ρ#
∇p �Q� Cρ

ρ1ρ2
∇λ ���}��� ����Ä¦Â����Õ³Q���������ÂO��³���´µ½���Ä¦������Â��S�P)

1

ρ2

∇p2 −
1

ρ1

∇p1
�UÆ��Çâ��o�

α2ρ2(p1 − pint) + α1ρ1(p2 − pint)
ρ1ρ2

∇λ �UÆ��Çâ�_i�
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�	�}����´��������}���	�µ�¼³��Õ�.���2�µ�ÍÂK�Õ�&�SÄ¦�Q�����Í�����������6���S��´��}�

β
�����K�!½º���±�.��ÉÚ´µ��ãK��´����.��³Q´

³Q�}�����&�S´����	���¼Ä¦�¤�������Î»���Â���²����f�?³Q���º½º�����}���.½������	²���Ä¦���������z�?²����¼Â����Q����´µ���
p
+¤���

�K�S����³Q�;³��Õ�P)
p1 → p

p2 → p

pint → pÜÍ�����µ���±�Q+��µ�Î������Ä!�6��Æ���âÕ×��.���0³Q��Ä¦ÂO�}�±���$�������µ´�Ä!´µ���?³���Ä¦Ä!�0��²�´µ�P)
1

ρ

∑

i

∇(αipi)− pint∇αi →
1

ρ
∇p

ÜÍ�;Ä4d�Ä¦�i+¦�������µ´µÄ¦´µ���i+��µ��� ������Ä¦�Q�$��Æ���â��¤�	���.��Æ���â}_i�Ã���Q½�´µ���������º�.)
1

ρ2

∇p2 −
1

ρ1

∇p1 →
1

ρ#

∇p

α2ρ2(p1 − pint) + α1ρ1(p2 − pint)
ρ1ρ2

→ 0

»��}²��Í�±�Q�����}²�½º�}���Í���}�K³0���K�Õ³�����Ä¦�Q���Í�µ���Í��¹º²��S��´��}���¼��²Ä¦�¤�����µ�$�fÉÊ��³Q�}²����QÄ¦�����
��´µÂ����S��´�¹º²��;Â����}ÂO�����0Â�����³Q������Ä¦Ä¦�����Q+��µ�}����¹�²��0���!³Q�������&�Õ�º���

C
�����K�=½º���±�

0
�

¸%��ãK�3+O´��E���4����²��9���Q�����4Â��µ²��0¹º²yÉè�2³Q��Ä!Â��Õ�±���9�µ���Î��¹º²��S��´��}���0���$���&�S����ÂO�}�±�Î���
Â��K�Õ���4��²�Ä¦�¤�����µ��»���Â���²����/��Æ��ÊÛ�í�� �����Í��¹�²��6��´µ�����9���;���&�Õ����ÂO�}�±�9���$���?Â����S���4���
���Õ���±�0Ä¦���������6��Æ�����âi���K»���²�� ���0����²�� ´��º�������Q�������±������¹�²yÉ �����4½¤´µ���������;���Î���&�S����ÂO���Þ�
��²#�ß�S²�� ���/Â����������K³Q�

αi
)+���Ô½�´ä���Q���������¦���&�S����ÂO���Þ�

vint Â��e�}�����2Â��Õ�?�µ�2Ä¦���������»��QÂ���²����$���±�¼´����Q����´�¹�²��V�/���!½�´ä���������
uλ

Â����}ÂO�}���Q���K�S���Î³��$Ä¦��Ä¦�}´µ���$��´|�Q�¼����²����ß¾
Ä!�����$��´����/Â��S�&�SÄ¦�Q���±�

µ
���±�$�Q���S�s�

α2
��p¼�$�K�S���$��É��S�±��´�³Q���2���/����ÑÒ�Q�����K³Q���µ���§+y�����

½}�S����²����%Â��±��ÂO�}�������%ÂO�}²��
µ
���]³��;» �K³Q´������º�3�±�SÄ2�S´�����½º��³

α2
)Õ³}ÉÚ���±�%���¼²����]��´ �G�������K³��

´µÄ¦ÂO�}�±�&�Õ�����0�������±�0���Q�Í����²¤�ÝÄ!�������µ�����

Ë1O�¼ R�S.T�¶©a�µl�¨·�S.T5O
»��}²�����½º�}���ÝÂ�² Ä¦�}���������Ô¹�²��«�K�Õ���Ô���«³��S��fÉÊ��³Q��²�����Ä!������� ÅK�Õ� � �}³&� ���

���Q²��lkK²�´������¼¹�²��S��´ ¾)³Q�}Ä¦Â����Q����´µÅ��µ���Q+��µ���Í��¹�²��6��´µ�����ÍÄ¦�¤�����µ´��&�S���¼�µ�$��´ä�Í��³Q�}²����QÄ¦�����
ÂO��²�½º���������0Ä¦�Q�±�����Î����²�� ����ÑÒ�}��Ä¦�Î����������´�¹�²��;��²�´ä½��S�����6)

∂tu +
1

ρ
∇p = g + f1

∇ · u = 0
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∂tδ(u) +
ρ

ρ1ρ2

∇λ̃ = δ(ρ)g + f2

C∇ · δ(u) + ∂tλ̃+ uλ · ∇λ̃ = 0

���
f1
�Q�

f2
�����º�Í����� ���±��´µÄ2�6��´µ����� ��²�Â�ÂO�}�����Q�Í³Q�����¤²����Í�����]�����±Ä¦��� ��²�´ä½��S�����$)

f1 ≈ −(u · ∇)u− 1

ρ
∇ · (ρ̃δ(u)⊗ δ(u))

f2 ≈ −(uλ · ∇)δ(u)− (δ(u) · ∇)uα

»��}²��¼��½º�}����´µ��������Â���dQ���i+�������²�´ä���i+K³Q��� ��Ù¤������Ä¦�����fÉÚ��¹º²��S��´��}���Í³Q�}Ä¦Ä¦�;�������±Ù��Þ¾
����Ä¦�Q�;�fÉÚ��¹º²��S��´��}���;���/»¼��½�´µ���¿¾±À�����Á}���0��Ä$ÅO�un������Q�0½�´��=�����Î������Ä¦���0���¦³Q�}²�Â����S���l)
���Q�%���}�µ²���´µ��������� ³Q������¹�²��6��´µ�����Q+}�K�S���%²����Ã��´ä��²��6��´µ�}�¦�fÉÊ��¹�²�´µ��´µÅ����]Ä¦�}���¤��´�Ä!������´��}��¾
�����h+��������Ã���±���]���Q��²��µ´µ������� Ä/�Õ´µ�]ÂO�}���������Q���������Ã�ß�S²��Ô�fÉÇ�Õ³�³Q���}´�������Ä¦���º� ���¤³��S²��=�������
�����Õ�K�����Q�Í���}�K³0�����]½��S��´��6��´µ����� ���¤³��Õ�µ����´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S�����Q�7�

�.�9�������]³Q���Ã��¹�²��S��´��}���]¹�²��9����²��]³&������³&���}���(�$�±������²K���±�9�¤²�Ä!����´�¹�²���Ä¦�Q���z)��}�
���}���Î���4�µ��²��9�±�����}�µ²���´µ���¯�2��ÉÇ�Õ´������fÉÚ²��:�±Ù��±����Ä¦���SÂ�Â����¤³&����+O´µ�M�yÉÊ�����9Â��S�ÎÂO�}����´�Å��µ�
����³��ÕÂ������9���K�Õ³�����Ä!�����0³Q�Q�9½}�Õ�±´��6��´µ�}���Î�µ��³��S���Q�?)O���2�����µ²���´µ�}�È�¤²�Ä¦�Q��´�¹�²���³��S��³Q²������
�yÉÚ�Q�&�Õ�º�	Â��S�.�±����´�³�����Ä¦�����.�Q���S���r�0���0���}�µ²���´µ���2Â���Ù¤��´�¹�²��i+º��ÉÚ���±����²��.³Q�}Ä¦Ä¦´µ���Í���ÍÂ��±�Õ¾
Â��Õ�}�4�S²,³��S��³Q²��E������½º��³ß����²���� ½�´ä�����������¼��´µ��³Q���Q���¼¹�²�´|��²�³Q��²�Â���?���}���ÍÂ��µ²��Í���º�Õ²��
�Õ²��2½���³�����²��±�Ã½¤´µ���������Q� ³Q�}����´µ�¤²��f�U�¤²��µ�Q+�Â��S�Ã��Ù�ÂO�Õ���������¤�ß� c ���]���±����²��±�]��²�Ä¦����´�¹�²��Q�
��²��9�����¼½�´ä�����������Q+f�ÕÂ�ÂO�Q�����Q�;³Q�}²��&�S�����9Â��S�&�S��´ä���Q�o+f�S´�����´MÂ��±����²�´ä���Q�0Ñ����º�;¹º²��4�¤²�Ä¦��¾
��´�¹�²���Ä¦�Q���$+�����²�� ���0���}Ä¦Ä¦�Q� Â��Õ�'�4� ÉÊ��¹�²�´µ��´µÅ��±�;Â���Ù���´�¹�²����

Ð]��Ä2�S��¹�²��}��� �����(�$Â������������ ¹�²��9� ÉÊ�����±��²��Ã�¤²�Ä¦���±´�¹�²��Î´µ�����±����²�´ä���0����ÂO�����=�������
ÑÒ�}�±���QÄ¦�����������4����Â��Õ³Q������´���³Q�±�Q���4²���´µ�µ´���������¸%� ���G�Q�o+|�µ���4�������Q²����4��²�Ä¦����´�¹�²������X�Q�
������³.�����M³Q��²��&�S�����MÂK�Õ�&�S��´ä�����£�y�������M�fÉ��S²��ß�S���MÂ��µ²��M´�Ä!ÂG�}�±�&�Õ�º������¹º²��	�µ���E����ÂK�}³Q�������
ÂO���äÙ����}Ä¦���.³Q�}��������²��.�K�S���1����������ÂK�}³Q���.������´µ��³Q���Q��´µ�&�6��´µ���/�����º�.����ÑX�Õ´µÅ��µ���	�����}���Q�')
�Õ²�����´h+K��´+���}²������;ÂO�}²�½º�}���Í�QÄ¦Âd�³&��������ÉÊ����´µ�������K³Q�?�fÉÚ���±����²��±�o+����}²���ÂO��²�½������ ���}²��
���!Ä?d�Ä¦�������&��Ùº���0���!�����;��´µÄ¦´���²����?�Õ²«Ä2�7��´µÄ4²�Ä ��� �S²���Ä¦�Q���ß�S���;�µ�¦�������±�/���Q�
ÂO���äÙ����}Ä¦���9³����������¤²��¼�K�Õ���Í�����Í����Â��Õ³Q���9���$��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���f�f�.�?ÂO��´µ���¼Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�
ÑU�S´µ����ÉÚ�}Å��¿�Q�Í������³&���SÂ�´ä������� ��²�´µ½}�S�������
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w=OQN ´
TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
Ü9�Õ���0�µ�/³&���SÂ�´ä�����H� �4ç Æb��+f���}²��$��½º�}���0���}²��µ´µ�����¦��ÉÚ´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S�K³Q�/���!���&��½��S´µ���µ���

��²��9�����9��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ�����Î³������������S���Î�����¼ÂO�}�µÙ�����Ä¦���9���4�����}���$���µ�Q½º���f�.�4³&���SÂ�´ä�����
���±�������±��´����i+|�K�Õ���$²�� Â�����Ä¦´µ���;����Ä!Â��o+`�Ý´µ���µ²��±���±���$Â��µ²��$��� ���Q�&�Õ´µ�.�Q���S² ���&��½º�Q���
�fÉÚ������Ä¦Â��µ���.��´�Ä¦Â������Q+º��ÉÚ´µÄ¦ÂO�}�±�&�Õ�K³Q�Í���¼³Q�Q�±�������Õ��´µ���y�¤¸%����²�´ä���i+º���}²��1Â������������������}���
���Í���}²�½º���µ���Q�Ã��´���³Q�±�Q��´µ�&�S��´��}���Ã�K�S���.���ÍÅ�²��Ã���Í�&�6��´µ��ÑX�Õ´µ���¼³Q�Í����²�½��7�Õ²�³Q��´ä���Q���¼�fÉÚ�ß��´ä¾
���Q�K³Q�;�Q� Ä¦���º�������±����� �µ��²��±��Â��±��Â��±´µ�Q����� Ä2�S������Ä2�6��´�¹�²���� �µ����Â��µ²����±��Ä2�S��¹�²��SÅ��µ�����

w=O°� xI·��¨¶v^`\sU�·��¨_fU`·�S.T�� W©UÍ¶vS.µ=^`_.T,U�� Á�_$^X_.�X·«U`W(�vO
î ²yÉÊ���������K�������Þ¾°���}²��ÈÂ��S�:³Q�}²��&�S�����:Â��S�&�S��´µ�����
®qá%�±�����}���:�µ�I³��S�:Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�

�fÉÚ²����,��¹�²��6��´µ��� �S²��ý������´ä½º���Q�ÔÂK�Õ�Þ��´µ�����µ���Ô���}�������:�Q�Ô���}���=���#���}�µ²���´µ�������±�=²����
ÑÒ�}�K³���´µ�}�

u
����½}�Õ�µ��²��Î�¤²��µ����� c ÉÚ����Â��±������´��}�#³Q�}²��&�S���0Â��S�&�S��´ä���i+f´µ����´�Ä¦�QÄ¦�����0�µ´µ���6�

���$���Õ��´µ���Ô���0��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���3+���´��}��´äãK�Î��´µÄ¦Â��µ��Ä¦�Q����¹º²��Î��ÉÚ���±����²��]³Q�}Ä¦Ä¦´µ���9�������±�Î���
�����µ²���´µ�}�

u
�Q�%���}�¦�ÕÂ�Â�������´µÄ2�S��´��}�¦��´µ��³Q�������i+Õ���Õ�����

uh
+S��Å������¤²��ÃÂ��S�%��´µ�&³Q�±�Q��´µ�&�S��´��}�

����³Q����Ä?d�Ä¦���1¸1Ü9á`+��Q�����±����´�³����QÄ¦���������}�/�¤²����µ�P)
uh
���±�.�����K³ ��´ � ���±�����1���

u
�ºá��S�

�ÕÅ�²��9���;���Õ���º�S���i+O³}ÉÊ���±�9³Q�������;�����±��²��Í¹�²��?���}²��9�SÂ�ÂO���µ�����9³Q�}²����Õ���ÍÂ��S�&�S��´µ���/�X½º�}´µ�
�Õ²�����´Z�ä��Ï������

áE�}²��/´��µ�µ²��±�������2Â��µ²���³Q���S´µ����Ä¦�Q���=³Q��Â����}ÂO���Q+1Â��±������������ÉÚ������Ä!Â�������´µÄ¦Â��µ�:���Q�
âÕÆ



âSÛ w�x�ðzy%ø�ïMú�óÂ}�} 0`~C~,�40(ê%ó%ò ó.ö�yOð$w%ójôÎóÇy1ú�ó.ö�ö�ø��&~.}
��¹º²��S��´��}���Í���?Ü9�S��³�Ù=��²�´µ½}�S�������Q+��i�Ý�µ����´µ�K³Q�}���¤²��������}���

u
�Q�
p
)

u +∇p = f
��²��

Ω

∇ · u = 0
��²��

Ω

u · n = 0
��²��

∂Ω

�UÛ����o�

�����ÎÑ�����Ä$²����S��´��}�=½��S��´��6��´µ�������Q���µ�0ÂO�}����´µÅ��µ�;���?�UÛ����o�.�Q��� ���Î�±��³&������³&�����
u
�K�Õ���

L2 �Q� p �K�Õ��� H1 ∩ L2
0

���}��²���´µ�����Í���?)
(u,v) + b(v, p) = (f ,v) ∀v ∈ L2

b(u, q) = 0 ∀q ∈ H1 ∩ L2
0

�UÛ���_i�
������Ù��Õ�º��ÂO�}���?)

b(v, q) := (∇q,v) ∀q ∈ H1 ∩ L2
0, ∀v ∈ L2

»��}²��.³Q������´������±�����}���.Â��S�����Î��²�´µ���Í¹�²����µ� �����±Ä¦� ����²���³Q�
f
��ÉÚ��³���´ä�.���}²��1���0Ñ����±Ä¦�

Â��S�±��´�³�²���´µ���±�
f = ∇Φ

+f���
Φ
���±�0²����!Ñ����K³���´��}�#���}�������!��²�Â�ÂO�����������±���0�±����²��µ´µ�������

ÜÍ���4�µ���±�Q+M�K�S����³Q�=³��S�4Â��±��³Q´��Q+|´��	���Q½¤´����º���Q½�´���������¹�²���������}�µ²���´µ�}�q�����UÛ���_i�0���±�
���}�������0Â��Õ�f)

u = 0, p = ΦÓE´ä�������¼���}��������½}�Õ���¼����������Â��}³Q�Q�¼��´���³Q�±�Q���
Xh

�Q�
Mh

�SÂ�Â����¤³&���S���Í������ÂO��³���´ä½º�ß¾
Ä!�����!��ÉÚ����Â��Õ³Q�Ý�����4½�´µ�����������¦³Q�}����´µ�¤²����!���¦��ÉÊ����ÂK�}³Q�Ý���Q�!Â����Q����´µ�����!³Q������´µ�¤²����Q+����
��´µ��³Q������´µ���}���Î�����±Ù��±����Ä!�l�XÛK�Ç_b�ß�f»���²��9��Å������������Î²��ÈÂ��±��Å��µ��Ä¦������´µ��³Q���Q�£�¼���}���Î�����
���}��²���´µ�����

uh
���
ph
����´ä½º����� ½�����´äãK���P)

(uh,vh) + bh(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ Xh

bh(uh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh

�UÛ��ÇÆb�
�i�#���}²��$��½������

bh(., .) ≈ b(., .)
+f�Q�;�i�

bh(., .)
½º���±´µã��¦�����S�µ��Ä¦�����$���Q�$³����K��´ ¾

��´��}���Í���;³Q������´µ�¤²�´ä���;�Q� ²����0´µ�������S�µ´µ���?���Î�¿Ù�ÂO�0´µ��Ñ�¾°��²�Ây�
À¤�}²��¦� ÉÊ��Ù�ÂO�Õ���������¹�²��Ô���}²������¦�µ���/³Q�}�K��´µ��´��}���¦����¹º²�´������¦ÂO�}²��/�Õ����²������!��ÉÚ�ß��´��Þ¾

�����K³Q�/�Q�$��ÉÚ²���´�³Q´ä�����fÉÊ²����2���}�µ²���´µ���ß�*�UÛ��ÇÆb�Î���}´��Q���$���G��³���´ä½º��Ä!�����?½º�Q��´äãK�����Q++´������±�
��������Â��±��Å��SÅ��µ�i+ºÂO�}²���ÂO��²2¹º²��

Φ /∈Mh
+º¹�²������}²��1�}Å������������

ph 6= Φ
+º���}�K³

ph 6= p�Q� ���³Q�}������¹�²����K³Q�
uh 6= u = 0

�
� �S������Ä2�6��´�¹�²���Ä¦�Q���o+S� ÉÊ����´ä�����K³Q�]�fÉÊ²����	�����µ�µ�]�Q������²��M½�´µ�����%��²�ÑX�Õ´ä��¹�²��Ã� ÉÊ����Â��}³��

L2 �yÉÚ���±�0Â��S�0³Q���±����³�����Ä¦�����;����³Q��Ä!ÂG�}���!���È�������}Ä¦Ä¦�!���!��ÉÊ´�Ä2�S�}�¦�fÉÚ²��«�}�&�Õ��´��Q���



}�}���}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~9öÔóÍïºw&�40Eú]ðz~�ï%ö=yOðÎú]ð0ö�øQï�ó1öt} â}â

Ã�ÄuÅ ¹ Û���� ~ � ����²����?�����Í³Q�}²����Õ������Â��S�&�S��´ä�����¼��½º��³ f = ∇φ �Q� φ = x2 �

��´µ�&³Q�±�Q�?�Q�?� ÉÊ´�Ä/�Õ�}�2�fÉÊ²�� �±�}�&�S��´��}�������1��´���³Q�±�Q�7�|¸%�#���G�Q�o+y�µ�/�±Ù��±����Ä¦�/�fÉÚ��¹º²��S��´��}����UÛ��ÇÆb��ÂO��²��2���Ý������³Q�±´��±�����²��/���«ÑÒ�}��Ä!�������2����²��(��¹�²��S��´µ���������Â������¿��³���´µ���j��²�´ä¾
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½}�S�������P)

(uh,vh) = (f ,vh) ∀vh ∈ Vh

bh(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ V⊥h
Vh := {vh ∈ Xh | bh(vh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh}

c ÉÚ����Â��Õ³Q�
Vh

��ÉÊ´���������Â��±�Q�ß�S���/³���Ä¦Ä!�Ô� ÉÊ��������Ä4Å��µ������!½�´ä���Q�������6�È��´ä½º���±�����K³��
��´µ��³Q�������,�¤²��µ���â�U�Q�=���}�K³�Ä¦�}�&�S����Ä!�����=³Q��Ä¦Ä!�,��ÉÚ��������Ä$Å����:�����2½�´ä������������´µÄ2�S�����
�fÉÊ²��j���Õ�ß�6��´µ�}�������Í��´µ��³Q���Q�£�����2���}�j���Þ�����}���}���S�Í³Q�}Ä¦Ä¦�Ý��ÉÚ��������Ä4Å��µ�������¦½�´ä�����������
´µÄ2�S���Q�4�fÉÊ²�� �����}��´µ�����$��´���³Q�±�Q�o++��ÉÊ����´µ�������K³Q�����2³���²����Õ�����?Â��Õ���Õ��´ä�����?��´��}��´äãK��¹�²yÉÊ´��
����´��±���!²�� �S�����µ�!�������±�

V
¾°��������Ä$Å����¦���Q�Î½�´ä�����������$�=��´µ½������}���K³Q�¦³Q������´µ�¤²��!�¤²��µ�µ��¾

�Q�
Vh

+�¹�²�´f���Q�K�H�VdQ�����;�fÉ��S²��&�Õ��� Â���²�� �����Õ���¹�²��
Mh

�Q��� ÂO�Q��´ä�7�
�	����������������²��.���±�1���}²����QÑÒ��´µ�.���±��´µÄ2�SÅ����ÍÑX�}³Q´µ�µ��Ä¦������� � ´µ����´m+º�Q�1���}²��¿�}²����.���}²��.�����

Ä4d�Ä¦��� ��Ù�ÂO�Õ�����������Q+�´��y���}²������±��ÂO�}����´µÅ��µ�$���0Ä¦�}����������¹�²��i+K�K�Õ����³Q�?³��S��Â��S�±��´�³Q²�¾
�µ´µ���P)

||u− uh|| = ||uh|| = O(hk)
�UÛ��ÚÛ��

�i�
h
�Q�������ÃÂ��S����²�Ä2�Õ´µ�µ���Õ�}�]�Q�

k
�µ� �������±� ���Q�%ÂO���äÙ����}Ä¦����³����������¤²������Õ���

Mh
�

¸%����� ���o+�� ÉÇ�Õ���S�äÙ����4�fÉÚ���±����²��¼³Q���S����´�¹�²��$���}²��¼ÂO����Ä¦�Q�9� ÉÚ�}Å�������´µ�¼���¦���Q��´µ�4�fÉÊ´���¾
���º�S��´ä���Q����²�´µ½}�S�������P)

||uh||2 = (∇(Φ− qh),uh) ≤ |Φ− qh|1||uh|| ∀qh ∈Mh

p¼�9Â��S�9��Ù�ÂO�Õ���������i+
Mh

³Q�}����´µ�����Î�µ���9ÂO���äÙ����}Ä¦���0���������}���
k
+ �fÉÊ�i�:���2Ä2���¿�S¾

���S��´��}�5)
||uh|| ≤ chk|Φ|k+1�i�

c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$��²ÝÄ2�S´µ�����S�����

c �:��´µ��²��S��´��}�(���±�¦Â�´µ���Ô���K³Q���±�i+����Õ���¦�µ�³��Õ�/�fÉÊ��³Q�}²����QÄ¦�������¦´µ���±�ß�6��´µ�}�����Õ´µ���Q�7�
á|��²��|�µ�	³Q��Ä¦Â������K���±�i+S³Q�}����´��������}���M���Q�M��¹º²��S��´��}�������ÃÜ9�S��³�Ù?³�������´���²����M�Q�M��´���³Q�±�Q�����
³Q�}���±����ÂO���K�K�S�������$)

(∂tu(t),v) + ε(u(t),v) + b(v, p(t)) = (∇Φ,v) ∀v ∈ L2

b(u(t), q) = 0 ∀q ∈ H1 ∩ L2
0

u|t=0 = 0



}�}���}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~9öÔóÍïºw&�40Eú]ðz~�ï%ö=yOðÎú]ð0ö�øQï�ó1öt} â�·

(∂tuh(t),vh) + ε(uh(t),vh) + bh(vh, ph(t)) = (∇Φ,vh) ∀vh ∈ Xh

bh(uh(t), qh) = 0 ∀qh ∈Mh

uh|t=0 = 0

���
ε > 0

���±� ²����;³Q�����±�&�Õ�����;¹�²�����³Q���K¹º²��0ã������
À¤´+�K�S��� ���;³��S�Í³�������´���²3+����$½�´µ���������

u
�����±���0´���������´�¹º²��.�4����³Q���K��´µ��´��}�´µ��´µ��´��S�µ�i+

´��Ã�yÉÊ���q���±�o+E²����ÔÑÒ�}´µ�¦���ÔÂ��µ²��Q+MÂ��Õ�¦���=Ä?d�Ä¦�=ÂO�}²������Ô³��Õ�¦��´���³Q�����7�%¸%�I��� ���o+M��´
����²��Î´µ�������}���}���Î�Q�ÈÑ����K³���´��}�«��²,����Ä¦Â��9�µ���9��¹�²��6��´µ�����0���¦Ü9�S��³�Ù�´µ���±�ß�6��´µ�������Õ´µ�����
��´µ�&³Q�±�Q�����Q+����}²����}Å����Q�������Í�Õ�µ�}���$)

(uh(t),vh) +

∫ t

s=0

ε(uh(s),vh) + bh(vh, ph(s)) ds = t(∇Φ,vh) ∀vh ∈ Xh

bh(uh(t), qh) = 0 ∀qh ∈Mh

uh|t=0 = 0

Ü$ÉÚ���j���j����Ä¦Â����u¡��S���
vh

ÂK�Õ�/�µ�Ý½º��³ß����²��
uh(t)

+%����²��2�}Å��������}���2��ÉÚ��¹º²��S��´��}�
�fÉÚ�����Q���}´��6)

||uh||2 + ε

∫ t

s=0

||uh||2(s) ds = t(∇(Φ− qh),uh)

¸������}�K³0�Q���S���QÄ¦�����$)
||uh||2 ≤ t(∇(Φ− qh),uh)

�.�0¹�²�´ ���}²�� ���}�����Î²����Î³Q�±��´µ���&�Õ�K³Q�Î�µ´µ���7�S´��±�Î���=����Ä¦Â��]���9��ÉÚ�����±��²��Ã��²�´ä½}�Õ���]���
ÑÒ�}��Ä4²��µ�?)

||u(t)− uh(t)|| = ||uh(t)|| = O(thk)¯°�����±�����}�K³	�����Q�%´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S�������]�µ´�Ä!´µ�����1�S²�Ä2�6��´�Ä$²�Ä ��ÉÚ´µÄ¦Â��Õ³��1��� ³Q����³Q�}²��&�S�����
Â��Õ���Õ��´ä�����Q+���²��]����� ���}�µ²���´µ�}���Í��´���³Q�±�Q�������

áE�}²��ÃÄ2�on�����´µ����� ³Q�Q� �Q�������}´��Q� Â��S�&�S��´µ�����o+�²����;�SÂ�Â����¤³&���;³����S����´�¹�²��0³Q�}����´µ�������&�S´ä�
�Õ�µ�}���4�´µ�����±����²�´µ����²�� ���Q��Ä¦�����=��´��G²���´µ��� ��²�Â�Â��µ��Ä¦���º�ß�S´��±�Ô�K�S���4�µ���4��¹º²��S��´��}����UÛ��ÇÆb�.��½���³¼²��=³Q�¤��j/³Q´µ����� ���Î��´ �G²���´��}�Ý�}�K�SÂ����i+¤Ä2�S´��]³��Q�����Í����³�����´�¹�²��9Ä¦����´äãK�Î���
ÑU�S´µ�;�����;��¹º²��S��´��}���?��´���³Q�±�Q�����Q+y��´%Å�´µ��� ¹�²��¦���}²��;�yÉ��SÂ�Â����¤³&���}���?Â��µ²��;���K�Õ³�����Ä!�����



âÕÏ w�x�ðzy%ø�ïMú�óÂ}�} 0`~C~,�40(ê%ó%ò ó.ö�yOð$w%ójôÎóÇy1ú�ó.ö�ö�ø��&~.}
�µ�0�±Ù��±����Ä¦�0�fÉÚ��¹�²��6��´µ�}����´µ��´ä��´��Õ�µ�����

�����¼�Õ²������������µ²���´µ�}��¹�²�´K½�´µ�����©�Î� ÉÊ����Â���´ä�.ÂO��²��1�µ´�Ä!´µ�����1���0Â��±�������K³Q�¼���Í³Q�}²��&�S���
Â��S�&�S��´µ���i+��������Õ´ä�����;³Q�}����´���������� ����� ����Â��}³Q�Q�����Î½�´ä��������������´µ��³Q���Q�����

Xh
³������������S���

���Q�=ÂO���äÙ����}Ä¦���Ô���:�������±�
k ≥ 2

+	���Ô�����=����Â��}³����Ô���:Â����Q����´µ�����Ý��´���³Q�±�Q�����
Mh³Q�}���������Õ�º�?�����0ÂO�}�µÙ¤����Ä!���?����ÑU�Õ´µÅ��µ�¦�������±�H�

0
�}²

1
���y¸%�«���G�Q�Q+f����²��0ÂO�}²�����´µ�}���

³Q�±��´µ��� ¹�²fÉÚ���/�Õ²���Ä¦�Q���ß�S�������¼�&�Õ´µ�µ��� ���]� ÉÊ����Â��}³Q�
Xh

+Õ����²���������´µ�}����Â��µ²���³Q������´µ�±�ß�S���
��½º��³!� ÉÊ����Â��}³��2�����0½�´ä�����������?³Q���º��´µ�¤²����?���?Â��S�?³Q�}������¹�²������Q+yÂ��µ²��$³Q�}����´��±�&�Õ���$��½���³
��ÉÚ�Q��Â��Õ³Q�

V
�����Ô½�´ä���Q�������³Q�}����´��¤²������I��´ä½º�Q���}���K³Q�«�¤²��µ�����'p¼�Ô²��Ì������Ä¦Â��µ�È���±���

��´µÄ¦Â��µ�9Ä¦�}�����±�9¹�²yÉÊ²����¼���Q���µ�9´������9�yÉÊ���±�]Â��S�	½�´��SÅ����}��¸%�����G�Q�o+¤���}´µ�
(u, p)

�����µ²���´��}�
���0��ÉÚ��¹º²��S��´��}�,�S²��Ý�����±´µ½�������Â��S�±��´��Q���µ������²�´µ½}�S�������P)

−∆u + (u · ∇)u +∇p = 0
�K�S���

Ω

u :=

(
y
−x

) ��²��
∂Ω

c ��� ���}�µ²���´µ����� ���}������½�´�����Ä¦Ä¦���������}����������Â��S�P)

u :=

(
y
−x

)
; p =

1

2
(x2 + y2)

Ü9�Õ����³Q� ³��S�Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´�����+ ���«�����}��´µ�����,���«Â���������´��}�m³Q�}Ä¦ÂO������� �ß�K�}³ß����Ä¦���º�
��ÉÚ�}ÂO���&�6���Q²��¦���Ý³Q�}��½º��³���´��}�j�ÕÂ�Â���´�¹�²��H�

u
��p¼�����}���¦���Ô���È��´���³Q������´µ�ß�6��´µ�}�3+���ÉÚ�}ÂO��¾

���S����²��;���/³Q�}��½º��³���´µ���#��´���³Q�±�Q�
(uh · ∇)uh

���±�;²��#ÂO�}�äÙ����}Ä¦�/���/�����}���
2k − 1

)
³Q�}Ä¦Ä¦�Í���;Â��±������´µ�}�=��´���³Q�������¼�Q���	���¼Å��S�	�������±�i+����}�2�}�&�Õ��´����º�]��´µ��³Q���Q�	���¼³Q�}Ä¦ÂO����¾
�������:Â��Õ�¦�����}³�����Ä¦�����¦��ÉÚ�}ÂG�Q�&�6����²��/���Ý³Q���º½º��³���´��}�j��´µ�&³Q�±�Q�7��¸%�(³Q��������¹º²����K³Q�i+%���
½¤´µ���������Í��´µ��³Q�������

uh
����ÂO�}²������0Â��S�vdQ���������º�S�����Î���Î�����µ²���´µ�}�

u
)º´µ�KÙ¦�;³����7�6��´µ���2���

³Q�}²����Õ�����	Â��S�&�S��´µ�����o+�Ä4d�Ä¦�¼�K�S���	�µ�¼³��Õ�.�i�2��ÉÚ����Â��Õ³Q�
Xh

³Q�}����´����º�Ã�����	ÂO�}�µÙ¤����Ä!���
���;�����}���0���µ�Q½º���

�����=�S²����±�=�SÂ�Â����¤³&����³Q�}����´��±�����&�S´µ�V�Ý��É��SÂ�Â�²�Ùº���?��²��?���Ý���QÄ2�Õ��¹�²��/��²�´µ½}�S������)
���}²��M��½º�����+½�²,�]� ÉÇ�Õ´����.�����UÛ��ÚÛ��f¹�²��1�µ���E³Q�}²��&�S�����|Â��S�&�S��´ä���Q�E�}���|����²����|���������}´µ���M¹�²�´
���QÂO���K�������M��´µ����³�����Ä¦�����E��²$�����}���.�����|ÂO�}�äÙ����}Ä¦���M³����������¤²��E�K�S���

Mh
�6á%�µ²��E³Q���µ²�´ ¾

³Q´º���±�E���µ�Q½��i+7Â��µ²��E��ÉÚ�Q������²��|³Q�}Ä¦Ä¦´µ���1���±�EÂO�Q��´µ���1�Q�M���}�K³�Â��µ²��E�µ���E³Q��²����Õ�º���|Â��Õ���Õ��´ä�����
���}���0�������µ´µ���7�SÅ��µ�����+¯)��ÂO��²��?���}�K³VdQ���±�!´µ�������±�����ß�S���;���¦Ñ�����³Q���

Mh
�=³Q�}��������´µ�;�����

ÂO�}�äÙ�����Ä!���%���	�K�Õ²��������}���i+S�&�Õ³&���S����¹�²yÉÚ����³�����������Â��S�±��´��	���Í³Q������´µ��´��}��´µ��Ñ�¾°��²�Â4�����&�
Â��µ²�����´�j/³Q´µ���.�$½º���±´µã���� �Q���Q�&�ÕÅ��µ´µ���



}�}èç�}ly1úz�&y1ú ø�É¼ï�É.öÔó�~cô¼øÞ÷,ó�~9ö�ø��&~C��} âÕë
w=O�Ë Æ ^`S$Á�^�·�\sUX\]� W(T ��·�Â W(T��X·�S.T �?O

�.�1Â��Õ���Õ�}�&�SÂ����.³Q�}����´µ�±���s� ����Ä¦�}�����±���+�����|Â��±��Â��±´��Q�����EÂ��S�±��´�³�²���´µ���±���M���1��ÉÚ����Â��Õ³Q�
��´µ�&³Q�±�Q�	�����1Â����Q����´µ�����.�µ���±�&¹º²�������²���������½}�S´��µ�µ�����1���2��´µÄ¦������´µ����_���áE�}²��.³�������+º���}²��
�Õ�µ�µ�����0�����������0¹�²��Q��¹�²����;���Qã���´µ��´��}���Î�Q��%6��²È���ÕÂ�ÂO�����Q+f¹º²�´����}²��Î�����Þ½�´��±�����Î������²�´ä���
�K�Õ����²��³Q���Þ�ß�S´���������Ä4Å����������;����Ä!�����±�����S��´��}�����
y'ÑÓÒ(ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä'ÚtÑ

»��}²��;�Õ�µ�µ�����0²���´µ��´µ�����0¹�²�����¹�²����0�Q��Â��Õ³Q���0��´���³Q�±�Q���ÎÂ��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�����+»��}²��;�SÂ�ÂO�����µ��¾
���}���Î�K�S���9���2��²�´ä���

Pk(K)
+O��ÉÚ����Â��Õ³Q�������9ÂO�}�µÙ¤����Ä¦�Q�0���4�����}���4´µ��ÑÒ���±´��Q²��9�}²:���º�Õ��

k
��²��]� ÉÊ���µ��Ä¦�����

K
��²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}� Th �

¸%����²�´ä����+1���}²������QãK��´µ���������2� ÉÊ����Â��}³��
M0

h

�����µ���õ���«�������S��´µ���õ��²�´ä½��S�����i+1���
K������´��}���;²��Ý���µ��Ä!�����Í¹�²��Q��³Q�}�K¹�²��?��²ÝÄ2�S´µ�����S��� Th )

M0
h := {q ∈ L2 | ∀K, q|K ∈ P0(K)} �UÛ���âi�

���«�Q����Ä!�����?���¦³Q�Q�;�Q��Â��Õ³Q�!�����&�����Õ���
q0
h

�Q�?�ÕÂ�Â��S�±��´��Q���;�Q½�´�����Ä!Ä¦�����$�=��ÉÊ���±¾
Â��}³��

L2 �
»��}²���²���´µ�µ´������±�����1���º�S����Ä!�����1²��¦����³Q�}�K�!����ÂK�}³Q����´µ��³Q���Q�.��� Â���������´��}�3+����Õ���

Mk
h�Q�Í���}�������}²��Í���������}������ÉÚ�ß��Â���������´µ���5)

Mk
h := {q ∈ C0 | ∀K, q|K ∈ Pk(K)} �UÛ��Çíb�

���Ý�Q����Ä!�����Í���;³Q�Q������Â��Õ³Q�0���Q�&�����Õ���
qkh
�Q��Â��S�����QãK��´µ��´��}�����

Mk
h

+
qkh
���±��²��

���µ��Ä¦�����Í���
H1 �

¸%�,��´µÄ¦������´��}�:����²��L+���ÉÚ����Â��Õ³Q�4��´���³Q�±�Q�Î���$Â���������´��}�:¹�²��$����²��¼²���´��µ´µ���}���¼��� ��³ß¾
��´ä½º��Ä¦�Q���Î�K�Õ���9��ÉÚ��������Ä$Å����������Î³&���SÂ�´µ�������Î����³Q�Q�±���$���������i+G�Q���9��ÉÚ����Â��Õ³Q�

Mh
���}���

� ÉÊ����Â��±������´µ�}�2����³Q�}²��µ�Í��´µ����³�����Ä¦�����.���
M0

h

���
M1

h

� � ´µ����´h+����}²��	��½º�}�������9�������6��´µ���H)
Mh :=

(
M0

h +M1
h

)
∩ L2

0

�UÛ�� ·��
� �}²��!���µ��Ä¦�����¦���

Mh
�������,���Õ���

qh
�K�Õ���!���,��²�´ä���Ô���Ý³��Ý³&���SÂ�´ä������+%���}���!���

����³Q�}Ä¦ÂO����´ä��´µ�}�������µ�}�
M0

h ∩ L2
0

���
M1

h ∩ L2
0

ÂO��²�����ÉÚ��³Q��´µ���?)
qh := q0

h + q1
h q0

h ∈M0
h ∩ L2

0; q1
h ∈M1

h ∩ L2
0

�UÛ��ÇÏb�
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Ð]��Ä2�S��¹�²��}��� ����ãK��¹º²��

qh
���±������²��µ��Ä¦���º��²��Ý�����QÄ¦�����Í���

L2 �
Ð��ÕÂ�ÂO���µ�}���!Ä/�Õ´µ���������Õ�º��� ÉÊ����Â����Q����´µ���I���=����Ñ����±Ä¦��Å�´��µ´µ���7�Õ´µ�±�Ý���=��´ä½º���±�����K³��

��´µ��³Q�������
bh(., .)

+����Í¹�²�´y�Q�������QãK��´µ�;��²��
Xh ×Mh

Â��S�P)
bh(vh, qh) :=

∑

K

∫

K

(
vh∇q1

h − q0
h∇ · vh

)
dΩ

�UÛ��Çëb�
�	�������IÑÒ�}��Ä¦� Å�´��µ´µ���7�Õ´µ�±�q½º���±´äãK�q²����q³Q�}�K��´ä��´µ��� ´µ��Ñ�¾°��²�Â ²���´�Ñ����±Ä¦�(��� �)Ù�ÂO�� �ÕÅu�²���ÁÕ�7¾ � ����¢�¢�´ ���}�������#����Ä¦�}�������&�6��´µ���õ�Q�������}�������:�K�S�����µ�QÛ�� �	ÜÍ��Â��µ²��Q+1���µ���

½�����´äãK�/²�����³����K��´ä��´µ�}� �fÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä¦�2³Q�}����´µ�¤²�´ä���2����Ä¦�}���������/���º�Õ�µ��Ä¦�����4�K�S���=�ä��Ûu�°�
»��}²�� ÂO��²�½������ ���}²�����Ñ���´µ��Ä!����������� ¹º²yÉÚ���µ�µ�;ÂO�}���������;����� Â����}Â���´µ�Q���Q�Í���;³Q�}����´µ�¤²�´ä���
Â��µ²�� ÑÒ���Þ���0���K³����±�6)
l ç+�wOv7©�ª«¢�û+��åf�Ur �e� v 	�& ���8A �>�<���������\&�� bh(., .) ��� !j�9	��"!>�����"�.���S& Xh × (M 0

h +
Mk

h ) ∩ L2
0
ER�5�)�S����pS���W!(� �8� �
!4/d�>����p;�G� !7���S���o�9	���� !7���
!7� c /d�������7��� �������
!7�o�����
������_�8���>�����1'h� h /�!7�1���Z�%- �"�6��� 	������4!+P

∀vh ∈ Xh ,∀qh ∈ (M0
h +Mk

h ) ∩ L2
0 |bh(vh, qh)| ≤ c||vh||h||qh||

�UÛ�����×b�
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c �=���QÄ¦���������&�6��´µ���È��²�´ä½��S��������É��SÂ�Â�²�´µ�!��²��Î�����;�Õ�±��²�Ä¦�������9��´µÄ¦´µ���Õ´µ�����P��³Q��²��

����½º���µ��Â�ÂO����Â��S� � �Q�����S����´y�Q�ÍØ���³&�����K�S���.� Û�� �
À¤�}´µ�������K³	²��4½���³�����²��

vh
���

Xh
¹�²�����³Q�}�K¹�²��Ãã����i+Õ�Q��²����Q����Ä!�����

qh
���

(M0
h+

Mk
h )∩L2

0

¹�²��Q��³Q�}�K¹�²��.ã������Õ»���²��M��³Q��´µ���}���M�����S�µ��Ä¦�����%³Q�������µ��Ä¦���º������²��M���ÍÑ����±Ä¦�r)
qh := q0

h + qkh; q0
h ∈M0

h ; qkh ∈Mk
h� ´µ����´m+K³Q�}Ä¦Ä¦�Q�¦¡Q����� Â��S� ´��º�����}����� ÂK�Õ� Â��S�±��´µ�;����Ñ����±Ä¦�0Å�´µ��´µ���7�S´µ���

bh(., .)
)

bh(vh, qh) = −
∑

K

∫

K

∇ · vhqhdΩ +
∑

K

∫

∂K

vh · nKq
k
hdσ

�UÛ����}�o�
��½º��³

nK
½º��³ß����²�� ������Ä/�Õ�f����������´µ��²��'����ÉÚ�Q����Ä!�����

K
��²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}���

Ü9�Õ���¼²��:Â��±��Ä¦´µ���Í����Ä!Â��o+����}²��¼½º�7Ùº�}���9¹�²��$���$Â�����Ä!´�����������Ä!�4���4��ÉÇ�}����´ä��´µ�}��XÛK�µ���o������Â���dQ����ÑU�Õ³Q´µ�µ��Ä¦�����©�Î���ÎÄ2���¿�}�&�6��´µ���¦���&³���Ä¦Â������i+º�}�«ªÕ³Q���0²�����Ä2�¤�¿�����S��´��}�
���Î�)Ù�ÂO�$�Ã�Õ²K³���Ù�¾ÞÀ�³&��º �S�±�°¢?)

∑

K

∫

K

∇ · vhqhdΩ ≤
∑

K

||vh||1,K ||qh||K ≤ ||vh||h||qh||
�UÛ�����_i�



}�}èç�}ly1úz�&y1ú ø�É¼ï�É.öÔó�~cô¼øÞ÷,ó�~9ö�ø��&~C��} í��
¯°�Í���,���}²��������±���,���}�K³�Â��µ²��=¹�²yÉè�#Ä/���¿�}�����2�µ�,����³Q�����j������Ä!�:������É��Õ����´µ��´��}��UÛ����}�¤�£+�ÂO�}²�� ÂO��²�½���´µ��³Q�}�K³Q��²������p¼�Q+�����²���ÂO��²�½º��������³Q�±´��±�6)

∑

K

∫

∂K

vh · nKq
k
hdσ =

∑

K

∑

f∈K

∫

f

[vh] qkhdσ
�XÛK�µ��Æb�

��½º��³
f
���±�E²����	�Õ��dQ���1���$��´µÄ¦������´µ���

2
�}²?²����.ÑX�}³Q�1���$��´µÄ¦������´µ���

3
¹�²�����³Q�}�K¹�²��

��²/Ä2�S´��µ���Õ�}� Th �Q� K1
�Q�
K2

�±��Â������������&�Õ�º�.�µ���.����²��¦���µ��Ä¦���º���.�fÉ��S�ed����¤%6ÑU�Õ³Q�¼³Q�}Ä�¾
Ä4²����

f
)

[vh] = (vh,K1 − vh,K2) · nK1

�XÛK�µ��Û��
á��S�y���QãK��´ä��´µ���;���

Xh
�Q�|���

[vh]
+�³Q����������´µ���y��É��S���¤²��µ�.�S²0Ä¦´µ�µ´���²;���%� ÉÇ�Õ��dQ���¤%6ÑU�Õ³Q�

f
�ºÜÍ�����µ�}���Q+}��´����}²������}�������

qk,fh
���¼½}�S����²��%Ä¦�7Ùº������� ���

qkh
�µ� �µ�����;���]� ÉÇ�Õ��dQ���¤%6ÑU�Õ³Q�

f
+����}²���ÂO�}²�½º�}������³Q�±´��±�6)

∑

K

∫

∂K

vh · nKq
k
hdσ =

∑

K

∑

f∈K

∫

f

[vh] (qkh − qk,fh )dσ
�UÛ�����âb�

�.�Q�����Î���Q����´µ�����9��¹�²��6��´µ���=ÂO��²��]���9������³Q�±´��±�Î���}²��Ã²����9ÑÒ���±Ä¦�9Â��µ²����SÂ�Â��±��Â��±´��Q�4)
∑

K

∫

∂K

vh · nKq
k
hdσ =

∑

K

∑

f∈∂K

∫

f

(
vh − vf

h

)
· nKq

k
hdσ

�XÛK�µ��íb�
��½º��³

vf
h

Ä¦�7Ùº�������;��²Ô½º��³�����²��
vh

��²�� ��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�
f
�

»��}²���²���´µ�µ´����}���,������²�´ä��� ���qÑÒ����³���´µ���c��j¦��� ¹�²�´;���º½º��´µ� ²��m���µ��Ä¦���º�
K

��²
Ä2�S´��µ���Õ�}�=½º��������ÉÚ���µ��Ä¦���º�/���=����Ñ��������K³Q�

K̂
�U�µ�=���Q�����Õ���������Ô���Ô����Ä!Ä¦�Q���

(0, 0, 0)
+

(1, 0, 0)
+
(0, 1, 0)

�Q�
(0, 0, 1)

��+��Q�]��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�
f
���
K
½º���±�]��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�

f̂
���
K̂
�k �«ªÕ³Q�=�Ý� ÉÊ��¹�²�´ä½}�Õ�µ���K³Q�=���Q�4���}��Ä¦���?��� ��´�Ä!������´��}� ãK��´���+|� ÉÊ´µ�������}�&�S�µ��Â��±��³Q�����������

���±�¼�S���}��� Ä2���¿�}�����0Â��S�P)
|
∫

f

(
vh − vf

h

)
· nKq

k
hdσ | ≤ c|f |

∫

f̂

|v̂h − v̂f
h||q̂kh|dσ ≤ |f |||v̂h − v̂f

h||1,K ||q̂kh||K�XÛK�µ�6·��
��½º��³ |f | Ä¦����²���������� ÉÇ�Õ��dQ���¤%6ÑU�Õ³Q� f +��Q� c ²����Í³Q�}���±�ß�S���������Í����ÂO�Q�K�K�Õ���	¹�²��¼���

K̂
�
ÜÍ�QãK��´µ�����}����ÂO��²��4�µ����ÅO�����}´����!���=³Q�Q�����Ô���QÄ¦�����±���&�6��´µ���3+E��ÉÚ����Â��Õ³Q�Ô��´µ�&³����Q�

X̂³Q�}Ä¦Ä¦�0��²�´µ�P)
X̂ := {v̂h ∈ P1(K̂) |

∫

f̂

v̂hdσ = 0; f̂
�S�edQ���¤%SÑX�}³Q�;���

K̂} �XÛK�µ��Ïb�
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�	�}Ä¦Â����������¤²2�������;��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ�����}���}Â����Q�ÍÂO��²������9½�´µ����������+º´��K����²��Ã�SÂ�Â��Õ���¤n��

¹º²��Í�µ��½º��³����Q²��
v̂h− v̂f

h

�SÂ�Â��S�±��´µ�����&�
X̂
��p¼�s�;³��S²����9���Í� ÉÊ´����)��³���´µ�}�=³Q�}Ä¦Â��Õ³����¼���

H1(K̂)
�K�Õ���

L2(K̂)
���?��²«����Ä!Ä¦�¦���¦áE���Q������¾ � �S�±�ß�S�Q+G��������Ä¦´ ¾°�����±Ä¦� |.|1, bK ���±�

²����;���}��Ä¦�Î��¹�²�´ä½}�Õ�µ�������.� ||.||1, bK ��²��
X̂
��»��}²��Í��½����������}�K³Î� ÉÊ��¹�²��6��´µ���5)

|
∫

f

(
vh − vf

h

)
·nKq

k
hdσ | ≤ |f |

∫

f̂

|v̂h − v̂f
h||q̂kh|dσ ≤ c|f ||v̂h|1,K ||q̂kh||K

�UÛ�����ëb�

á��S����²�´µ���i+Õ��ÉÚ²���´µ�µ´��&�6��´µ���¦���Ã�������&�S����ÑÒ�}��Ä2�6��´µ���¦��j¦���]���º½º�7Ù¤�S���
K̂
��²��

K
+Õ����²��

�S²����}��´µ���$����³Q�±´��±�6)

|
∫

f

(
vh − vf

h

)
· nKq

k
hdσ | ≤ c|vh|1,K ||qkh||K

�UÛ���_Õ×b�
ÜÍ���Ã�µ���±�o+¤�µ�¼����³Q���K�/�����±Ä¦�9���V�UÛ����}�¤�1¹º²��9���}²��Ã³&������³���´��}���(�?Ä/���¿�}�����	²���´µÑÒ�}�Þ¾

Ä!��Ä¦����� ���ÝÑÒ�}�K³���´µ�}������� ���}��Ä¦��� ||.||h �Q� ||.|| +��7ÉÊ�Q½}�Õ�µ²��0Â��Õ�f)
∑

K

∫

∂K

vh · nKq
k
hdσ ≤ c

∑

K

|vh|1,K ||qkh||K ≤ c||vh||h||qkh||
�UÛ���_��o�

��½º��³Î��ÉÚ²���´��µ´µ�ß�6��´µ�}���fÉÚ²����0´µ�������S�µ´µ���?���Î�¿Ù�ÂO�$�Ã�S²K³&��Ù�¾ÞÀ�³&�Xº��S�±�e¢��
2

;���´�³Q´ ²��=��³&����Ä/�$����Â������������&�Õ���Ã�µ��� �����}�����]���9�µ´�ÅO���Þ���0���9� ÉÊ�����QÄ¦�����ÃãK��´
M0

h +
M1

h

���,��´µÄ¦������´µ���,����²�� �U�µ���¼³Q����³������¼���}���Î�S������³Q´µ���z�!���!Â���������´��}�,���¼���Q�9³��S���±���z�
���4½�´ä���Q�����¤��)

»��}²��¼�S²����}��� �����S�µ��Ä¦������ÅO�����}´�����;���QãK��´µ� ����� ����Â��}³���� ½º��³������±´����µ� ��²�´ä½}�Õ�º���P)
Xt

h := {vh ∈ Xh | vh(xf ) · nf = 0 ∀f} �XÛK�Ç_�_i�
Xn

h := {vh ∈ Xh | vh(xf )× nf = 0 ∀f} �XÛK�Ç_}Æb�
��½º��³

f
�S�edQ���¤%SÑX�}³Q�$¹�²�����³Q���K¹º²��4��²,Ä2�S´µ�����S��� Th + nf

²���½���³�����²��¼�����±Ä2�Õ�`�¦���
ÑX�}³Q�

f
�Q�

xf
Å��S�±Ù�³Q���º�����;���0��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�

f
�

Xt
h

�±��Â����������º���Ô��ÉÚ�Q�����QÄ4Å��µ�Ý������½º��³ß����²��±��½�´µ���������=�ß�S���}�������/�S²��I³Q�������±���¦�����
ÑX�}³Q���Ã�����Ã�Q����Ä!�������

K
���9���}�����¼Ä2�S´��µ���Õ�}�i+¤�&�Õ����´��Ã¹�²��

Xn
h

����Â��±�����Q�����¼��ÉÚ��������Ä$Å����
���Q� ½���³�����²��±� ½¤´µ���������0���}��Ä2�S²���S²��Ý³Q����������������� ÑU�Õ³Q���Í���Q�����µ��Ä¦���º���

K
�
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Õ

Õ

Õ

Ö Ö

Ö

Ö

Ã�ÄuÅ ¹ Û���_ ~ ÜÍ���}�����Í���0�µ´µÅO���±���?�S�����¤³Q´µ�.����ÉÚ���µ��Ä!����� P1
»9�&%

P1 + P0
�

y'ÑÓÒ(ÑhÐ × Ø¨æ�ÙÌÙ�Ø3Û'Ý�Ø ù'÷3à
ãZðø×Pã�Ú�æmå�æÊãZä ù'Ø
L2 Ñ

»��}²�� �&�ÕÂ�ÂO�����}�������!���QãK��´ä��´µ�}����²Ý���7Ù¤�S²
Vh

���0���4ÑÒ���±Ä¦�0Å�´µ�µ´������Õ´µ���
bh(., .)

)
Vh := {vh ∈ Xh | bh(vh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh}

c �Í���7Ù¤�S²
Vh

���
bh(., .)

ÂO�����������Î�S���}���.²����ÍÂ����}Â���´µ�Q���Í����Ä/�Õ��¹�²��SÅ����i+¤��²��z�0���
ÑÒ�}��Ä¦�¦Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´����±�����

bh(., .)
�Q���S²��#Ñ����±Ä4²��µ���$�fÉÚ´µ�����������S��´��}���?�¤²�Ä¦���±´�¹º²������E¸��

���G�Q�o+��µ�Î�������}����Ä!�0��²�´µ½}�S�������}²��Í���}�����6)
l ç+�wOv7©�ª«¢,û+��åy�� Øm 	��4! vh

�S���1��� ��� �"!0- �"�1�Z��	���- �
� Vh
E�Ùj��	�&���/ vh

M;��& � N5�%P
∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ = 0 ∀q2

h ∈M2
h

�XÛK�Ç_ÕÛ��

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
À¤���µ���Ô���Q� ��Ù¤ÂO�}��������������²=���������±��Ä¦�i+�����²��]��³Q�±´µ½������]�}�«ª}³��$�$²����Î´µ�����Q���&�6��´µ�}�ÝÂ��S�
Â��Õ�Þ��´µ�i+���½º��³

q2
h

¹�²�����³Q����¹�²��0ã����?)
∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ =

∑

K

∫

∂K

q2
hn · vhdσ

�XÛK�Ç_�âi�
���

n
���±���µ�Î½º��³�����²�� ���}��Ä2�S�y�ß�������±´���²����4��ÉÚ���µ��Ä¦���º�

K
��²ÝÄ/�Õ´µ�µ���S�}���
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¸%�«���G�Q�Q+

vh
�ÕÂ�Â��S�±�������S���.�

Vh
+f´µ�%���±�.�=��´ä½º���±�����K³��¦�¤²��µ�µ�¦��²��;³����}¹�²��¦���µ��¾

Ä!�����
K
� � �S´µ�o+¤���}²��¿�}²����Ã���°ª}³��P�$²����9´µ�������}�&�6��´µ�}�ÔÂ��Õ�	Â��Õ�Þ��´µ�i+�³Q�9½���³�����²��Ã½�����´äãK�

���º�S����Ä!�����$)
∑

K

∫

∂K

q1
hn · vhdσ = 0 ∀q1

h ∈M1
h

�UÛ���_Õíb�
� ´µ����´m+�´��f����²�� ����� ÂO�}����´µÅ��µ�?�fÉÊ´��������¤��²�´��±�;�K�S���������±�����S��´��}�*�UÛ���_}âb�.²��Ý���µ��Ä¦�Q���

¹º²�����³����K¹�²��
q1
h

���
M1

h

�}�	���}´���´µ���������M� ÉÊ���µ��Ä¦�����
q1
h

���	���}�±���Ã¹�²��.ÂO��²��|���}²��M����Ä!Ä¦�Q�
s
��²ÝÄ2�S´µ�����S���i+����}²��¼��Ùº�}���P)

q1
h(s) = q2

h(s)
�XÛK�Ç_º·��

»��}²��.���Õ���}���	���}��������½}�Õ�º�
rh := q2

h− q1
h

���.�Q������ÑÒ�}�K³���´��}�2���±�.²��2ÂO�}�äÙ�����Ä!�¼���
���Q���±�Í_¼Â��S�%���µ��Ä¦�����Q+�³Q�}����´µ�¤²!�µ�]���}���;�����1�S�edQ���Q�1��²!Ä2�S´µ�����S���i+}�Q��¹�²�´���É��S���¤²��µ�]���
³����}¹�²��1����Ä!Ä¦�Q�

s
��²;Ä2�S´µ�����S�����6á��S�|³Q�}������¹�²������Q+7��ÉÊ��¹�²��6��´µ���/�XÛK�Ç_�âi� ÂO��²��|��ÉÚ��³Q�±´µ���])
∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ =

∑

K

∫

∂K

rhn · vhdσ
�UÛ���_ÕÏb�

c �	½���³�����²��
vh
�Q�ß�S����³Q���º��´µ�¤²¦�S²�Ä!´��µ´µ��²!�����%�Õ��dQ�����MÂ��Õ������ãK��´µ��´��}�!���

Xh
�Q�
rh�Q�&�Õ�º��³�������´���²!�µ�Ã�µ�}���0���Ã³Q����Ä?d�Ä¦���%�Õ�ed������Q+S����²���ÂO�}²�½º�}����Ä¦����´äãK������ÉÊ����Â���������´µ���

³Q´ ¾)��������²��Í³Q�}Ä¦Ä¦�Î��²�´µ�P)
∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ =

∑

K

∑

a∈K

∫

a

rhn · (vh − va
h) dσ

�XÛK�Ç_}ëb�
��½º��³

va
h

¹º²�´�����Â��±�����������	����½}�Õ�µ��²������
vh
�S²4Ä¦´��µ´µ��²!� ÉÚ²����]�Õ��dQ���

a
��²4Ä2�S´µ�����S�����

»��}²�������Ä2�S��¹º²������ Â��Õ� ������²�´ä���;¹�²��;��ÉÚ´µ�����������Õ�K���$��²Ý�����±Ä¦�;³Q´ ¾¿���Q����²������±��²��
ÂO�}�äÙ�����Ä!�	���	�����}���	Æ�+6¹�²�´���É��S���¤²��µ�.Â��S�M³Q�}���±���±²K³���´µ���L+Õ�S²��?����Ä!Ä¦�Q���|�Q���S²$Ä¦´µ�µ´���²
���4��ÉÇ�Õ��dQ���

a
�Lp¼�9ÂO�}²��¼����²��9ÂO���äÙ����}Ä¦�

p3
���������}����Æ�+O���/ÑÒ�}��Ä4²������fÉÊ´��º�����}�&�6��´µ���

��²�Ä¦����´�¹�²��;���$À¤´µÄ¦Â����}����}²������������6)
∫

a

p3dσ =
|a|
6

(p3(s1a) + 4p3(ma) + p3(s2a))
�UÛ��ÇÆ}×b�

��½º��³ |a| �µ�}����²���²��Í���0��É��S�edQ��� a í s1a + s2a ����Ä!Ä¦�Q��� ��� a �Q� ma
Ä¦´µ�µ´���²���

a
�

á��S��³Q�}������¹�²����º�o+�ÂO��²��]����²����?�S�edQ���
a
+�����²��Í��½º�}���$)

∫

a

rhn · (vh − va
h) dσ = 0

�XÛK�ÚÆ��o�



}�}èç�}ly1úz�&y1ú ø�É¼ï�É.öÔó�~cô¼øÞ÷,ó�~9ö�ø��&~C��} í�â
�.�;¹�²�´y���}²�� ÂO����Ä¦�Q�����?³����K³Q�µ²��±�;��²�� ��ÉÚ�Q�����K³Q�;��²Ô�������}����Ä!�6)

∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ = 0

�UÛ��ÇÆ�_b�

2

` ¢�ª«èKv6éyz+¢�û+��åf�Urb¬ 	��h���
	��,M;	����^�e� 	�&����^� !Û�X�4i�]&9� �8��&�- �
� &d���r��f�	���5���,��MJ���"!7�jP����&9�:- �
� vh ∈ Vh
MJ� & � N5�.�Z��&9�1���J!>�*	��¦C�Ü@EZD�Ü�H�/T���®'J�
� N5�:�('��;��� ��� �"!d- �
�.��� ��- �"�J!4�?	�����,�\M;���"!7�8CÏ	�AW!7� �
�
�0�
��&3���"!(�('J&���!>�?	����
��&0�
��& !>�?�7H���� !�M;� &��ON5���
∑

a

∫

a

q2
hvh · nadσ = 0 ∀q2

h ∈M2
h

	�Q a ��� !j�,������&9�W!7�����§�����>���Z�'h� Th /3�W! na
�,��M;���W!7� �S&8�,���4!7���\&��8��	�&��8�;�5���� ��&9�W!7� a E

a � �S���^����&W!7������� v �;Ý�	���/U��	��S�e�
� �U�;�)�\�1	����d�����=�����Z���d���\���	��
!>���
�S�4!7���d���+���jM��4!(������
vh

�
��&.�����5�
	;�)g����������.���.���('J&9�%�X� �XpSE
c ÉÚ´µ��������Â������ß�6��´µ��� ����³Q�¦���������±��Ä¦�/���±�$´��º�����±�����&�S�����-)|³Q�Q��²�´ ¾)³Q´.���}²����S�����}�K³Q�

¹�²yÉÚ�Q�:ÑU�Õ´ä�Q+G��ÉÚ����Â��Õ³Q����´µ��³Q���Q�0���4Â���������´µ���
Mh

´��������¤��²�´ä�o+ ³�������´��Q���Î´µÄ¦Â��µ´�³�´µ����Ä¦�����
���Q�/ÂO�}�µÙ����}Ä¦���2����������±�,_��.À¤���µ�}�j��É��S���Õ�äÙ����Â��±�����������Q���K�S���¦���ÝÂ����QÄ¦´��Q�¦Â��Õ���6¾
�����ÕÂ����	���	³Q�.³&���SÂ�´ä�����i+6³Q�Q��� ���Q½¤´����º������´µ���.¹�²��1��ÉÚ���±����²��E³Q�}Ä¦Ä¦´µ���.��²��|�µ���M³Q�}²��&�S�����
Â��Õ���Õ��´ä�����E������� �¤²��µ���.ÂO�}²��M�����|������Ä¦�Q�E���}²���³Q���E��ÉÚ��³Q��´ä½��S���M³Q�}Ä¦Ä¦�1���1�����}��´µ���º���fÉÚ²��
ÂO���äÙ����}Ä¦�;���?���Q���±�$_4��²��

Ω
�Q�¼�S²ÝÄ¦�}´������fÉÊ�������

h3 �K�S���]���}²����µ���Í�Õ²���������³��S�7�
»��}²��=�S���µ�}���=���Q�&�Õ´µ�µ������³������ �Õ²(���&��½º�Q�������Q�/�������}����Ä¦�Q����²�´ä½}�Õ�º���2´µ����²����=���Q�

���&��½}�S²��Ý���?á%��´µ�µ´�Â�ÂO�$¸�Ä¦�����Õ� �Q�.�µ�QÛ���)
l ç+�wOv7©�ª«¢,û+��åy��å³m 	��4! φ �,���1��� ��� �"!3- �
�1����	��U- �"�^NepS�o��� H4 ∩ L2

0
�W!j!7�1��-��"�

|φ|4 �	��4!���	��q������EÙ[�Z	�&���/�- �"�1�
- �
�0�	��4! vh
�X����� Vh

/��U	�gh���8���c��� v 	�& ���jA �>�<����������&�� bh(., .) /���	��S���M;	��=�6��� ��� !>�����J!>�?	������,��M;���"!7�%P
∫

Ω

vh · ∇φ dΩ ≤ c(φ,Ω )h3||vh||h

	�Q c(φ,Ω ) ���%�X�7�
� ����- �"�.���r�Z� v 	��U�W!>�?	�� φ �W!+��� Ω E
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ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

À¤�}´ä�	²��2½���³�����²��
vh
���

Vh
¹�²�����³Q�}�K¹�²��Íã�������À¤�}´ä�

φ3
���ÍÂ����u�¿�Q���Í���2�����±Ä¦�

H3 ���
φ
��²�����ÉÚ����Â��Õ³Q� �����%�Q����Ä!��������ãK��´��

P3
��� c �S�����Õ���}�i+}���Õ���

M3
h

�U���QãK��´ä���}�/�Õ���S�µ���}²���
M2

h

�/³Q��³Q´|Â������¼¹�²��$�µ���¼���µ��Ä¦�������Î���
M3

h

�����º�Î���Q�9ÂO�}�äÙ����}Ä¦���Î���4�����}���?���±��´µ�
Â��S� ���µ��Ä¦�Q���

K
��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���Õ�}�¤���

ÜÍ�����µ���±�Q+����}²���ÂO�}²�½º�}������³Q�±´��±�?)
∫

Ω

vh · ∇φ dΩ =

∫

Ω

vh · ∇φ3 dΩ +

∫

Ω

vh · ∇(φ− φ3) dΩ

� � ÉÇ�Õ´����	��²?�������}����Ä¦�r� l ç Û��ÇÆ����o��+7´�������²��E���±�MÂO�}����´µÅ��µ�Ã���	Ä/���¿�}�����|���.Â����QÄ¦´��Q�
������Ä¦�¼��²=Ä¦��Ä$Å����¼���9�º�Õ²�³&���Î���¼��ÉÚ��¹º²��S��´��}�=Â�����³������������¼�Q�Ã���}²��Ã�}Å��������}��� �S���}���
������²�´ä���;�fÉÊ´����Q���S��´ä���Q�Í��²�´ä½��S�����6)
∫

Ω

vh · ∇φ3 dΩ +

∫

Ω

vh · ∇(φ− φ3) dΩ ≤ ||vh||h inf
q̃h∈M2

h

||φ3 − q̃h||

+ ||vh||||φ− φ3||1
≤ c(Ω )h3 (|φ|3 + |φ|4) ||vh||hc �0�������}����Ä¦�0���±������Ä¦�}�����±�0���ÝÂO���&�S���$)

c(φ,Ω ) := c(Ω )(|φ|3 + |φ|4)

2l ç+�wOv7©�ª«¢�û+��åf�äûÞm 	���! φ �,�Â�1�Z� �8� �
!3- �"�1�Z��	���- �
�^N2pS�V��� H4 ∩ L2
0

�W!^!7�1��- �
�
|φ|4 �	��4!���	��s�
���ZE m 	���! uh

�W! ph �X� �Xp_�1��� ��� �"!4�%�X��/�&9���(�
��� !>��M;� ��� �"!4/ Xh
�W! Mh�	J�)�=!>�*	����.�����.��- �
�J!>�?	��=�.��� m !7	��X���0�
��&W!>�*� ���)�*B &9���]���,�\M;���"!7���rP

ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = (∇φ,vh)

bh(uh, qh) = 0

�UÛ��ÇÆ}Æb�
	�Q vh

�W! qh �	��"!������6�1�����8� �"!��6- �"�1�Z��	���- �
���6��� Xh
� ! Mh

� !5	�Qo��	��h�6��M;	��=��('��;��� ��� �"!¡��	���%P
ah(uh,vh) := ν

∑

K

(∇uh,∇vh)K ∀uh, vh ∈ Xh
�UÛ��ÇÆÕÛ��

Ù[��	�&���/��U	��S�.��M;	����Y�����0�"&�	��"& �*�W!7���r���3�����
� &9��	��
M;��&('h� �U���]���,�\M;���"!7���rP
||uh||h ≤ c(φ)h5

||ph − φ|| ≤ c(φ)h2

	�Q c(φ) ���.���7�
� �U�V- �
�%���6��� v 	����W!>�*	�� φ E
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ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

À¤��´ä�
q2
h

²��Ý���µ��Ä¦�Q���Í¹�²�����³Q�}�K¹�²��0ã����?���
M2

h

��À¤�}´µ�
Mφ

h

��ÉÚ��������Ä$Å��µ�;��²�´ä½}�Õ���$)
Mφ

h := {qφh ∈ C0 | ∃q2
h ∈M2

h ; ∀K, ∃aK ∈ R | qφh |K := q2
h|K+aKΠd

i=1λi; (∇qφh ,∇φ) = 0}
����µ���

λi
�����º���µ����ÑÒ�}�K³���´��}���Í���0ÑÒ���±Ä¦������²

P1
��²�� ��ÉÚ���µ��Ä¦�����

K
+
d
���!��´µÄ¦���¤¾

��´��}���²Â��±��Å��µ��Ä¦�}�
á��S�2���QãK��´ä��´µ���ý���

bh(., .)
�Q�=³Q�}Ä¦Ä¦�

uh
�ÕÂ�Â��S�±��´��Q�����

Vh
+����}²���ÂO�}²�½º�}���

��³Q��´µ���?)
bh(uh, q

φ
h) =

∑

K

∫

K

uh · ∇qφh

=
∑

K

∫

∂K

qφhuh · n

=
∑

K

∫

∂K

q2
huh · n

=
∑

K

∫

K

uh · ∇q2
h = 0

���
n
���±���µ�Î½º��³�����²�� ²���´ä�ß�S´µ���;���}��Ä/�Õ�f�Q������������´µ��²��'�

K
�

À¤�}´µ�
Vφ

d

+M� ÉÊ����Â��Õ³Q�=½º��³������±´����]����ãK��´]ÂK�Õ�����,�������6��´µ���I��²�´µ½}�S�����i+MÂO�}²�������²��
qφh���µ��Ä¦�����Í���

Mφ
h

)
Vφ

d := {w ∈ L2 |
∫

Ω

w∇φ dΩ = 0;

∫

Ω

w∇qφh dΩ = 0}

»��}²���³&����´µ��´µ�����}�����µ�0½���³�����²��
v
���

Vφ
d

���QãK��´fÂ��Õ�f)
v := uh + α∇φ

α := −
∫

Ω
uh · ∇φ
||∇φ||2ÜÍ���¼�µ���±�o+�����²��Î��½º�}���¼�µ���¼�±�����6��´µ�}���9��²�´ä½}�Õ�������Î��½º��³;� ÉÇ�Õ´����4��²��������}����Ä¦�/� l ç

ÛK�ÚÆ��ÚÆ���)
||v − uh|| = |α|||∇φ||

=
1

|φ|21
|
∫

Ω

uh · ∇φ dΩ |

≤ c(φ,Ω )h3||uh||h
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áE�}²�� ��ÉÚ���±��´�Ä/�S��´µ�}����Ô½�´ä���������i+�´µ�y��²�j!�Í¹�²��0���}²���Â��±����´µ�����

vh = uh
�K�S��� �����

��¹º²��S��´��}���Í���}���������Í���Õ��� �µ�0���������±��Ä¦�0ÂO�}²��]���±��²�½����P)
||uh||2h =

∫

Ω

uh · ∇φ dΩ

=

∫

Ω

(uh − v) · ∇(φ− qφh) dΩ

ÜÍ���Ã���}���Q+¤��ÉÚ²���´��µ´µ�&�S��´��}�Ý�fÉÊ²����9´µ�����º�Õ�µ´ä���Î���¼�)Ù�ÂO�0�]�S²K³&��Ù�¾ÞÀ�³���º �Õ�Þ�°¢i+¤���}²��ÃÂO���Þ¾
Ä!�Q�Í�fÉÊ��Å�������´µ�P)

||uh||2h ≤ |φ− qφh |1||uh − v||
≤ (ch2|φ|3)(c(φ)h3||uh||h)
≤ c(φ)h5||uh||h¯°������²��%�±���±���(�¼�Q�ß�SÅ���´µ�%���9³Q�}��½º���±������³Q� �Q�!Â����Q����´µ���f�ºá|��²��%³Q������+}���}²��%²���´µ�µ´����}���

����²����fÉ��SÅO�����Ý��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���0����´��Õ���}²����Õ´µ���?³����S����´�¹�²��?)
||φ− ph|| ≤ ||φ− q1

h||+ ||ph − q1
h||

≤ ||φ− q3
h||+ ||q3

h − q1
h||+ ||ph − q1

h||
�UÛ��ÇÆ�âi�

�i�
q1
h

���±�]²��Ô���µ��Ä¦���º��¹�²��Q��³Q�}�K¹�²��9ã����0���
M1

h

�Q�
q3
h

²��Ô���µ��Ä¦�Q��� ¹�²�����³Q�}�K¹�²��
ã����;���

M3
h

�
¸%����²�´ä���i+ ���°ª}³Q�6�����Ô³����K��´ä��´µ�}�#´µ��Ñ�¾°��²�Â«²���´µÑÒ���±Ä¦��½�����´äãK���!Â��S�0���=Ñ����±Ä¦�!Å�´��µ´ ¾

�����Õ´µ���
bh(., .)

�Q�Ã�µ�¼���������±��Ä¦�4� l ç ÛK�ÚÆ��µ�¤�£+¤����²�� ��½º�}���Ã���?��²K³�³Q������´��}�Ô���9Ä2�¤�¿�����6¾
��´��}������²�´ä½}�Õ�º�����P)
||ph − q1

h|| ≤ c sup
vh∈Xh

∫
Ω

vh · ∇(φ− q1
h) dΩ − ah(uh,vh)

||vh||h

≤ c sup
vh∈Xh

∫
Ω

vh · (∇(φ− q3
h) +∇(q3

h − q1
h)) dΩ − ah(uh,vh)

||vh||h
≤ c

(
|φ− q3

h|1 + ||q3
h − q1

h||+ ||uh||h
)

�i�
c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$���

h
�

ÜÍ���/���}���Q+1��½���³Ý��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���Ý���±´��S���}²����S´µ��� �UÛ��ÇÆ�âb�£+%���j³&���}´���´µ���ß�S���2³Q�}��½º�����SÅ��µ��¾
Ä!�����

q3
h

�Q�
q1
h

+����}²����}Å��������}���P)
||φ− ph|| ≤ c(|φ− q3

h|1 + ||φ− q3
h||+ ||q3

h − q1
h||+ ||uh||h)

≤ c
(
h3|φ|4 + h4|φ|4 + h2|φ|2 + h5

)

≤ c(φ)h2

2
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� ãK�����;½º���±´µãK�Q�¼³Q���Í�±����²��µ�&�S���¼���?��²�ÂO����³�����½������}���K³Q�i+����}²��9��½º�����Í�Q��²K��´µ�?�¤²�¾
Ä¦����´�¹�²��QÄ¦�������µ�:³���Ä¦ÂO�}�±����Ä¦���������������}��²���´��}���=��������¹�²��S��´µ�����=���ß�UÛ��ÇÆÕÛÜ��ÂO��²��
��´ � ���±�������Q��Ñ����K³���´��}���

φ
+E��²��$²�� ����Ä/�Õ´µ���=�fÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���

Ω
³��S���±�=���=³��}���

1
�Q�

²����?��´ �G²���´ä½�´ä���0�����S�µ�,�Ô�Î�����S�µ��Ä¦�������Oá���²�� ���K�}³ß����Ä¦���º�o+����}²��¼��½������ ��²K³�³Q������´µ½���¾
Ä¦�����Í³&���}´µ��´yÂO��²��

φ
�µ����ÂO���äÙ����}Ä¦���

x
+
x2 + x3 �Q� x4 )K��´yÂO��²��������Í����²��ÔÂ�����Ä¦´µ���±�³��S�o+6���Í³Q���º½º�����}���K³Q�	���$½�´ä���������	���±�M´�Ä¦Ä!����´��S���z� ��½º��³	�����M�&�Õ²��$�fÉÚ���±����²��M���	� ÉÊ���������

���
10−30 �£+¤�µ���]³Q�}��½º���±������³Q���]�}Å������±½������ÃÂO�}²��Ã�µ��� �S²����±���Ã��´µ��²��S��´µ�����Ã���}���Ã������²�Ä¦����K�Õ��������������´µ�;���Î�ß�SÅ����7�S²��Ô��²�´µ½}�S�����?)
áM�Õ����²ÝÄ2�S´µ�����S���6�U�� ×���â ×���_}â ×��µ�7_}â ×��Ç×}í�_�â
||uh||

_��Çí�����¾)×}Æ í��Çí}ë}�ß¾¿×�â ���Úë�íÕ��¾)×�í â��Ç_º·6��¾)×}Ï
||uh|| = O(hα), α =

â���_ÕÏ â��Ú×�Ï â���_}_
||ph − φ||

_���âÕÆ}��¾)×�_ í��ÇÆº·6��¾)×�Æ ���Çâ}ëÕ��¾)×}Æ Æ��Çë}Ï}��¾)×ÕÛ
||ph − φ|| = O(hα), α =

���Úë�ë�_ ���Úë�ë}Ï _��Ú×
Ã�ÄuÅ ¹ Û��ÇÆ ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x3 �

áM�Õ����²ÝÄ2�S´µ�����S���6�U�� ×���â ×���_}â ×��µ�7_}â ×��Ç×}í�_�â
||uh||

�}� ·Sí}��¾)×�_ Û��Ç×º·S�ß¾¿×ÕÛ ���µ�7_S��¾)×ºâ Æ��Ú×º_S��¾)×º·
||uh|| = O(hα), α =

â��ÚÛ�Æ â��µ��Ï â���_��
||ph − φ||

Æ��ÇÏ}Ï}��¾)×�_ ë��ÇÏ}ÆÕ��¾)×�Æ _��ÊÛ¤·6��¾)×}Æ í�����Ï}��¾)×ÕÛ
||ph − φ|| = O(hα), α =

���Úë�Ï�� ���Úë�ë}Æ �}�Çë}ë}Ï
Ã�ÄuÅ ¹ Û��ÚÛ ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x4 �

¯°�+�ÕÂ�Â��S�&�on�����²���³Q�Q�Í¹�²�����¹º²�����������Ä¦Â��µ���Í¹º²��0���Î�&�Õ²��Ô���;³Q�}��½º�Q���}���K³Q�;Ä!����²����
��²������!Â��±������´��}�3+K���±� ���}²��r��ÑU�S´ä�¼³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�$�S²��Ý�±����²��µ�&�S��� �������}��´�¹�²����Í����Ä¦�}�����±�����
¯°�����«���±�?���¦Ä?d�Ä¦�!ÂO�}²��0����½�´ä���������¦Â�²�´µ��¹�²��¦���}²��;Â����������º���}���$�����;������²��ä�ß�6���?���
³Q�}��½º���±�����K³Q�2�Q½}�Õ�µ²����V�Â��S�±��´��$���2������}��Ä¦�

L2 ���/���Ô½�´ä����������)|ÂO�}²��$�±�Q���±��²�½���������1�ß�S²��/���¼³Q�}��½º�Q���}���K³Q�Í�Q½��S�µ²��r�0Â��S�±��´µ�.���Í���0�����±Ä¦� ||.||h +��������.³Q��²��/Â��±�����������Q��K�Õ���¼�µ�;�����Q�����QÄ¦�i+K´��+����²��¼ÑX�Õ²��'�}�����
1
�S²��Ý�&�Õ²��Ý���Q���&�S���&³���´ä���Í´�³Q´s�U³Q��³Q´y½�´µ�����9��²

ÑU�S´µ�Í¹º²�� ||vh||h ≤ c
h
||vh||

��½���³
c
³Q�}���±�ß�S�����0´��K���QÂG�Q�K�K�Õ�º���?���

h
�ß�

»��}²��¦��½º�}���4���º�Õ�µ��Ä¦������Ä¦�Q��²��±��� ÉÊ�����±��²����U��� ���}��Ä¦�
L2 �;³Q��Ä!Ä¦´µ�������º���������Â���������´µ���,��´���³Q�±�Q���?³��Õ��³Q²��µ���

ph
�Q�Í��ÉÚ´µ��������ÂO�}�����?��²��

Mh
+K���Õ���

Πhp
+����?���!Â��±������´µ�}�
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�����}³����

p
+K���QãK��´yÂ��Õ�f)

∀s ∈ K; Πhp(s) = p(s)∫

K

Πhp dK =

∫

K

p dK

�i�
s
���±��²��Ý���}Ä¦Ä¦�Q�����0��ÉÚ���µ��Ä¦�Q���

K
��²Ä/�Õ´µ�µ���S���}�

á%²�´µ�Q+����}²��¼���:��½º�}���ÍÂ��±�}ã������ÍÂO�}²��Í�Q½��S�µ²����Í�����,³Q�}Ä¦ÂO�}�±����Ä¦�����Í����ÑÒ�}�K³���´µ�}�
��²2Â��Õ�	��²�Ä/�Õ´µ�����S���

h
� c ���	���Q��²��ä�&�S���	���}���	�±����²�Ä¦���Ã���Õ���	�µ���.�&�ÕÅ��µ�7�S²��2��²�´µ½}�S������)
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á��S�Í��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}�1�U�� ×��Çâ ×��Ç_�â ×�����_�â ×��Ú×�í�_}â
||ph − Πhp||

Ï��Ç_�_S��¾)×�� â��ÚÆºâS��¾)×�_ Æ��ÚÛ�����¾)×}Æ _�����íÕ��¾)×}Û
||ph − Πhp|| = O(hα), α =

Æ��Úë}Û Æ��Çëº· Æ��Çë}Ï
Ã�ÄuÅ ¹ Û���â ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x3 �

á��S�Í��²Ä/�Õ´µ�µ���S�}�1�U�� ×��Çâ ×��Ç_�â ×�����_�â ×��Ç×}íº_}â
||ph − Πhp||

����·ÕÏ ���Ç_�_S��¾)×�� ·¤�Çë}Ï}�ß¾¿×�_ â�����×Õ��¾)×}Û
||ph − Πhp|| = O(hα), α =

Æ��ÇÏ}í Æ��Çë}Æ Æ��Çëº·
Ã�ÄuÅ ¹ Û��Çí ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x4 �

Ü9�Õ���	³Q�¼³��S�Q+����}²��	�}Å������±½������	¹�²��Í��ÉÚ��³��Õ�Þ�	���������Í���;Â��±������´µ�}�=��´µ��³Q�������¼³��S��³Q²������
�Q����ÉÚ´µ��������ÂO�}�����=��������Â��±������´µ�}�I�����}³����=����³Q����n��!³Q��Ä!Ä¦�

h4 ����½�´µ���}�3+M³}ÉÚ�Q���Þ¾��6¾)��´µ���Â��µ²��Ã½�´ä���0¹º²��Î���Î����³�����n��]� ÉÊ�����±��²��Ã�������±�9���$Â��±������´µ�}�Ý��´µ��³Q���Q���0³��S��³Q²����Q�0�Q�]���$Â������Þ¾
��´��}�(���K�}³ß���*��¹�²�´ ���±�¦���

O(h2)
����»��}²��/����Ä¦�}�����±�����¦²��(�±����²��ä�ß�6�/²��(ÂO��²(Â��µ²��

ÑU�S´�Å��µ�.�4� ÉÇ�Õ´����;��²Ô�������}����Ä!�0��²�´ä½}�S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢,û+��åy��ÿØm 	��4! φ �,�U� v 	����W!>�*	��o��� H3∩L2

0
E m 	���! p ������� L2

0
/¡�����@&9�������*	���	;�)�,!>�?	��������.��-��"�J!>�*	����.�X� m !7	��;���]���S��M;���
!7���.P

a(u,v) + b(v, p) = (∇φ,v) ∀v ∈ H1
0

b(u, q) = 0 ∀q ∈ L2
0

�XÛK�ÚÆ�íb�
m �����
	��	��=�Y� �q	��=!>&9� p ���W#$����.�8� �
!Û&9�('J���)�*B &��E@Ù[��	�&���/u�U	��S�Y��M;	����[��� ��� !>�\�8�JI!>�?	����e� � &�&9� �,&]���,�\M;���"!7�.P

||ph − Πhp|| ≤ ch3

	�Q c ��� !R�S���%��	��=� !7���"!7�3���U���7�
� �U�����"!7�.��� h �W! ph ��� !5�Z�:�	;�)�,!>�?	������8C�Ü"EG´�´ H�E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

�	�}Ä¦Ä¦����¡Q�����¼Â��S�¼�±��Ä2�S��¹�²����¼¹�²��
φ
���ß�S���9²��:�Q����Ä!�����Î���

L2
0

+����}²��Î��½º�����9��½�´ä¾
����Ä¦Ä¦�Q���

p = φ
�Q�

u = 0
�

k �°ª}³Q�v�]��� ³����K��´ä��´µ�}�?´���Ñ�¾°��²�Â;²���´µÑÒ�}��Ä¦�%½º���±´äãK���1Â��S�+���]ÑÒ�}��Ä¦�%Å�´��µ´µ���7�S´��±�
bh(., .)��²��

Xh ×Mh
+�����²��Í��½º����������Ä/���¿�}�&�6��´µ���Ý��²�´µ½}�S�����?)

||ph − Πhp|| ≤ c sup
vh∈Xh

bh(vh, ph − Πhp)

||vh||h
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á��S�]��Ù�ÂO�Õ�����Q����+����}²��]�ß��½������ ¹�²��

ph
½º�Q��´äãK�0�µ��� ��¹º²��S��´��}���$�XÛK�ÚÆ�Æb���K¸��Ý³Q��������¾

¹º²����K³Q�i+����}²���ÂO�}²�½º�}������³���´µ���?)
||ph − Πhp|| ≤ c sup

vh∈Xh

(∇φ,vh)− ah(uh,vh)− bh(vh,Πhp)

||vh||hÜÍ�����µ���±�Q+��µ����´µ�����º�Õ�µ´ä�����Í³Q´ ¾)��������²�� ���0������²�´µ���������=)
||ph − Πhp|| ≤ c sup

vh∈Xh

b(vh, p)− ah(uh,vh)− bh(vh,Πhp)

||vh||hÀ¤�}´µ�
p̃h
²�����µ��Ä¦�����Í���

M3
h

�U����Â��Õ³Q�?���������µ��Ä¦������� ãK��´µ�
P3
��� c �Õ�}�&�S�����o�	�����

¹º²��?)
∀K; ∀s ∈ K; p̃h(s) = p(s)

∀K;

∫

K

p̃h dK =

∫

K

p̃h dK

||p− p̃h|| ≤ ch4|p|4�i�
s
���±��²��Ý���}Ä¦Ä¦�Q��¹�²�����³Q�}�K¹�²��?� ÉÚ²��Ý���µ��Ä¦�����

K
��²ÝÄ/�Õ´µ�µ���S��� Th �

»��}²���ÂO�}²�½º�}���Í���}�K³Î������³Q�±´��±�0����� Ä2���¿�}�&�6��´µ�}����Â��±��³Q�������º�����Í³Q�}Ä¦Ä¦�Î��²�´ä�$)
||ph − Πhp|| ≤ c

(
||uh||h + ||p− p̃h||+ sup

vh∈Xh

bh(vh, p̃h −Πhp)

||vh||h

)

p¼�ÃÂO��²��Ã���}²��]�����QÄ¦�����
vh

���
Xh

+�����²�����½º�}���Q+�³Q��Ä!Â����9�����¤²Ô�����]Â����}Â���´µ�Q�����
���

Πhp
�Q�����

p̃h
)

bh(vh, p̃h − Πhp) = −
∑

K

∫

K

∇ · vh(p̃h − Πhp) +
∑

a

∫

a

[vh] · (p̃h − Πhp)n

=
∑

a

∫

a

[vh] · (p̃h − Πhp)n

��½º��³
a
�Õ��dQ���¦¹�²�����³Q�}�K¹�²��/��²«Ä2�S´µ�����S���i+f�Q�

n
²��«½���³����Q²��0���}��Ä2�S�%²���´µ�&�Õ´µ���1�

��É��S�ed����
a
�

»��}²��$����Ä2�S��¹�²��������S�µ���±�4¹�²��2�}�«ªÕ³Q�=�Ý���ÝÑÒ�}��Ä$²����2���ÔÀ¤´µÄ¦Â����}� �UÛ��ÇÆ}×��£++����²��
��½º�}��� ÂO��²��]����²�� ���µ��Ä¦�����

q2
h

���
M2

h

)
∑

a

∫

a

[vh] · (q2
h − Πhq

2
h) = 0



}�}<}�}5wMð0öÔô9ójòyð ô¼ø¿÷,óZ~9ö�ø��&~�çÜ} ·SÆ
ÜÍ��� ���}���Q+����}²��¼��½º�}��� ����Ä2���)�����S��´��}�Ý��²�´ä½}�Õ�º���?)

bh(vh, p̃h − Πhp) ≤ c||vh||h inf
q2
h∈M2

h

||p− q2
h|| ≤ ch3|p|3||vh||h

¸%����²�´ä����+����Ý����²���´µ���&�Õ��� ����²������ ����� ���±��´µÄ2�6��´µ�����o+�����²��]���±��²�½������]ãK���S���QÄ¦�����$)
||ph − Πhp|| ≤ c(||uh||h + c(p)h3) ≤ c(c(φ)h5 + c(p)h3) ≤ c(φ)h3

2 áE�}²��.�µ�¼Ä¦�}Ä¦���º�o+����}²��	�yÉÇ��½������	Â��S�	�Q�K³Q���±�¼Â�²�����Â��µ´�¹�²����.���Í�&�Õ²��2���¼³Q���º½º���Þ¾
���Q�K³Q�?³Q�}���±�ß�6���0���

O(h4)
�

w=OÏw R:_$�Ã�=W�a�_ ��·�Â W]T��¨·�S.T Ë1O
Ü$É��SÂ������;�µ�!Â��Õ���Õ�}�&�SÂ����/³Q´ ¾)��������²��Q+y´µ�1�ÕÂ�Â��Õ���¤n��?¹�²��¦�µ�!���6Ù��Õ²

Vh
��� ��´µÄ¦����¾

��´��}�¦Æ�+S���ÃÂO��²��%�&�6��´µ��ÑU�Õ´µ���Ã²��4�������}����Ä¦�Ã´������º��´�¹�²�����¸%�4��� �Q�Q+Õ��´����}²��1�S���S�µÙ¤���}���%���
����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�ÔÂ��±��³Q�������º���i+����9ÂO�}´��º� ³Q���QÑ|���Q�����9��ÉÚ²���´��µ´µ�ß�6��´µ�}�� ÉÚ²����9ÑÒ�}��Ä4²����Î�fÉÊ´���¾
�����}�&�6��´µ���#�¤²�Ä!����´�¹�²��i+y�µ�¦�µ������� ÉÚ²����2�Õ��dQ���

a
��²#Ä2�S´��µ���Õ�}��� c �=ÑÒ�}��Ä$²����¦²���´µ��´µ�������³Q���µ�µ�¦���¦À¤´�Ä!Â�������¼�=³Q��³Q´%�������QÄ2�Õ��¹�²��SÅ�����¹�²��������ÎÂO��´µ�����0�fÉÚ´µ�������}�&�6��´µ�}���0�����º�

��´µ��²����9���K�Õ³�����Ä!�����0�Õ²������¤�Q²K���ÎÂO�}�±�&�Õ�º�Î�µ���Î�����}�����Î���$�µ´�ÅO���Þ�������$�����¼½}�S��´��ÕÅ��µ���
��´µ�&³Q�±�Q�����Ã½�´ä���������

vh
��� Â���������´��}�

q1
h

�K�9ÉÚ�Q���]³Q�Q�����0³Q�J» �K³Q´������K³��;¹�²�´ ���}²����$ÂO���±Ä¦´µ�
���;³Q���K³���²��±���

p¼�����(��´�Ä!������´��}�(Æ�+M´��Ã�yÉÚ����´µ�±���ÔÂ��S�¦���ÔÑÒ�}��Ä4²��µ�Ý�fÉÊ´��º�����}�&�6��´µ���q�¤²�Ä¦���±´�¹�²��i+
���K�Õ³����0ÂO��²�� ����� ÂO���äÙ����}Ä¦���Í���;�������±�?Æ���²ÝÂ���²��Q+K���}�����µ����ÂO�}´µ�������fÉÚ´µ�����������S��´��}���
����´µ�����9�����}³�����Ä¦�����¼���Q�9������²K���9ÂO�}�±�&�Õ���¼�����9�����}���Q�Î���$�µ´�ÅO�Q�±���4���$���}�¼½}�S��´��ÕÅ��µ���¨í�/�ß��½º�}´µ�¼���È��´µÄ¦������´µ���ÈÆ�+G�µ�4Ä!´��µ´µ��²È�����9ÑU�Õ³Q���

f
��²:Ä2�S´µ�����S���4ÂO�}²��9�µ���¼½º��³�����²��±�

½�´ä�����������
vh

�Q� ����� ����Ä¦Ä!�Q���
s
��²ÝÄ2�S´µ�����S���0ÂO��²�� �µ��� Â���������´µ�����

q1
h

�
c �;Â��µ²��.ÂO�Q��´ä���ÍÑÒ�}��Ä$²����Í�fÉÚ´µ�����Q���&�6��´µ�}���¤²�Ä!����´�¹�²��¼���}���	����²��	��´µ��ÂO�}�������	ÂO��²��

�����E��²��±ÑU�Õ³Q���E����´��Õ���}²����Õ´µ���Q�
K
����¹�²�´¤���}´ä�M���K�Õ³����.ÂO�}²��M�����EÂO���äÙ����}Ä¦���

p3
���	���Q�����

´���ÑÒ����´µ��²�� ��²Ý���º�S�X�!Æ�+����±�����Ý��� �Q��³Q���µ����¾)³Q´�)
∫

K

p3dx := |K|
(

3∑

i=1

1

20
p3(si) +

3∑

a=1

2

15
p3(ma) +

9

20
p3(G)

) �XÛK�ÚÆ�·��
��½º��³

si
���}Ä¦Ä¦���;��²:����´��S�����µ�i+

ma
Ä¦´µ��´µ��²#���!��É��S�edQ���

a
��²:����´��S�����µ�i+

G
Å��S�±Ù�¾

³Q���������;��²Ô����´��S�����µ�0�Q� |K| Ä¦����²����;��²Ý����´��Õ���}�µ� K �
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�	�}Ä¦Â����:���Q�¤² �����Ô���QÄ2�Õ��¹�²����=Â�����³Q�����Q�������Q+Ã��´¼����²��Ô���}²����S´µ�������Ô���Q�����}²�½º���

���Q�	Â����}Â���´µ�Q�����.��´�Ä!´����S´��±���]�S²�³��S�	Å�´���´µÄ¦������´µ���������m+�´������}²��.���±�]�SÂ�Â��Õ�±²2���S��²������O���
�����¿�}²������0���Q�;�����}�����;���!�µ´µÅO���±���/�S²��ÈÂ��±������´��}���;��´µ��³Q���Q�������+�	���0�����}�����;���!�µ´µÅG�Q�±���
�����±����� ÂO�}�±����� Â��Õ� ����� ���¤��²K��� ��´ä��²����¼�S²ÝÄ¦´µ��´µ��²

ma
�����Í�S�edQ���Q�

a
��²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}���

y]Ñ�y'ÑÌÔ zôãZÛ]ñZØ3ÙVØ3ÚÜ×'ÖZà
Ø ù]Ø¬×'Ý�Ø¨ÚÜÚ�æÊãZä,Ñ
c � ³Q�}������¹�²����K³��«��´µ����³����È��²Ì���Q½º���µ��Â�ÂO��Ä¦�����ÔÂ�����³����������Ô���±�=� ÉÊ´��������¤��²K³���´µ�}�

�fÉÊ²��Ý���}²�½º���y����Â��Õ³Q�?��´µ��³Q���Q�����0Â���������´��}�3+K���}�������!����ãK��´µ��´µ������±�Í���}�������0Â��S�P)
Ma

h := {q ∈ C0 | ∀K, q|K ∈ P a
K}

�UÛ��ÇÆ}Ïb�
�i�

P a
K

���±��� ÉÊ����Â��}³Q�0½º��³ß���}��´µ���|���QãK��´+��²���²���Q����Ä!�����
K
��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}� Th +�����¾�}���K���±�!Â��S�0�µ���ÎÑÒ����³���´µ�����;����ÑÒ���±Ä¦���

γa := 4λi,Kλj,K ; 1 ≤ i ≤ 6; j 6= i
�Q�0���

Â��S�¼���Qã���´µ��´��}�3+
λi,K

�Q���Í���!ÑÒ����³���´µ���,���?ÑÒ���±Ä¦�
P1(K)

½}�Õ���S���
1
�S²����}Ä¦Ä¦�Q�

i
���

��ÉÚ�Q����Ä!�����
K
� c ���

γa
���}���¼���}�K³?�����ÍÂO���äÙ����}Ä¦���¼���$�����}���

2
+������º�¼�µ���¼�����}�����¼���

�µ´µÅO���±���;�����º����´ä��²����Í�Õ²ÝÄ¦´µ�µ´��Q²
ma

�����¼�S�ed������
a
���
K
�

Ü9�Õ���	���}²����¼���$��²�´ä���i+¤���}²��Ã��²�Â�ÂO�������±�����]¹�²yÉè�$³����}¹�²��9ÑU�}³��
f
��²=Ä2�S´µ�����S��� Th���±�¦�S�����¤³Q´µ���Ô²�� ½º��³�����²��������±Ä2�Õ�&�

f
²���´µ�&�Õ´µ���i+E���}���

nf
��Ü¼��Â��µ²��o+E��´

v
�Q����²��

½���³�����²���¹�²�����³Q�}�K¹�²��Ý���
R3 +E������&�Õ³Q���ß�S���}������´µ���µ�µ�Ý���Ý³��=½���³����Q²����µ�Ô�µ�����#��� f�����������Õ�����

v × nf
�

À¤�}´µ�/Ä2�S´µ���������S���/���ÈÑÒ�}��Ä¦�ÔÅ�´µ��´µ���7�S´��±�i+����Õ�����
Γ
+����QãK��´µ���²��

(Ma
h +M1

h) ×
(Ma

h +M1
h)
Â��S� �����±�����6��´µ�}���²�´ä½}�Õ�����?)

Γ(ph, qh) :=
∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇ph(Gfi)×nfi,∇qh(Gfi)×nfi) ∀ph, qh ∈Ma
h+M1

h

�i�
nfi

���±�?�µ�¦½º��³�����²��;���}��Ä2�S�v�Ô���ÔÑU�}³��
fi
+yÑU�Õ³Q�/�}Â�ÂO���������S² ����Ä!Ä¦�Q�

i
���

��ÉÚ�Q����Ä!�����
K
�Q�
Gfi

�Q��� �µ�;Å��S�±Ù�³Q�������±�;���
fi
�

� ��É��S´����¼���9³��Q�����ÍÑ����±Ä¦�ÍÅ�´µ��´µ���7�S´µ���¼Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q���i+¤����²��	���QãK��´µ�����}���	��ÉÚ��������Ä$Å����
M1,p

h

+����}²��Þ¾°����Â��}³��0½º��³ß���}��´µ���+���
Ma

h

+�Â��Õ�]�����±�����S��´��}���fÉÊ���Þ�����}���}���S��´ä���0��²�´ä½}�S�����?)
M1,p

h := {qah ∈Ma
h | ∀q1

h ∈M1
h Γ(qah, q

1
h) = 0}



}�}<}�}5wMð0öÔô9ójòyð ô¼ø¿÷,óZ~9ö�ø��&~�çÜ} ·Õâ
»��}²��¼����Ä2�S��¹º²������Î�Õ�µ�}���9¹�²��$ÂO��²��¼²��,�����QÄ¦�����Î¹�²�����³Q�}�K¹�²��

qah
���

Ma
h/M

1,p
h�Q��²��Ý���µ��Ä¦������¹�²�����³Q����¹�²��

q1
h

���
M1

h

+�����²�� �}Å��������}��������Â����}Â��±´��Q���;��²�´ä½}�Õ�º���?)

Γ(qah+q1
h, q

a
h+q

1
h) =

∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(
||∇qah(Gfi)× nfi ||2e + ||∇q1

h(Gfi)× nfi ||2e
)

�XÛK�ÚÆ�ëb�
¸%��ã��3+%�Q�j��´µÄ¦������´��}�jÆ�+%���}²��¦�&�S´µ�����������±�����2���}��������½}�Õ�º�/��²��!²��(�Q��Â��Õ³Q����

Â���������´µ���
Mh

������´�³&��´yÂK�Õ�
Ma

h/M
1,p
h

���Í�����º�����!���QãK��´ä��´µ�}������&�����������±Ä2�Õ´µ�P)
Mh :=

(
M0

h +M1
h + (Ma

h/M
1,p
h )
)
∩ L2

0

�XÛK�ÊÛº×b�
á��S��³Q��������¹º²������o+S���¼Ñ����±Ä¦�ÃÅ�´µ��´µ���7�S´µ��� ���]��´ä½º�����}���K³Q�]��´µ�&³Q�±�Q���

bh(., .)
���}´ä�%ÑU�S´µ���

� ÉÊ��Å��¿�Q� �fÉÚ²����Î���}²�½º���µ�µ�;���QãK��´ä��´µ�}�y� � ´�����´h+
bh(., .)

���±�����QãK��´µ�Î��²��
Xh ×Mh

Â��Õ�z)
bh(vh, qh) :=

∑

K

∫

K

(
vh∇(q1

h + qah)− q0
h∇ · vh

)
dΩ

�UÛ��ÚÛ��¤�
��½º��³

qh := q0
h + q1

h + qah
+
q0
h

�ÕÂ�Â��S�±�������S���r�
M0

h ∩ L2
0

+
q1
h

�
M1

h ∩ L2
0

���
qah
�

Ma
h/M

1,p
h ∩ L2

0

�
á��S�¦³Q�}Ä¦Ä¦����´µ���i+%���}²��¦´��º�����¤��²�´µ���}���2���Ô����²�½������µ���/Ñ����±Ä¦���¦Å�´µ�µ´������Õ´µ�����2���}���

� ÉÊ²���´µ�µ´µ���,���Ý½º���±�&�#³Q�}��ÑÒ�}�±�����2�K�Õ���2���«��²�´µ���,��²õ³&���ÕÂ�´µ������� � ´�����´h+�����²��/���}�������}���
b01
h (., .)

���0�����±���±´�³���´µ�������
bh(., .)

��²��
Xh × (M 0

h +M1
h)∩L2

0

�Q�
bah(., .)

���0�����±���±´�³&¾
��´µ������

bh(., .)
��²��

Xh ×
(
(Ma

h/M
1,p
h ) ∩ L2

0

) �
;���´�³Q´¼²��ý�&³�����Ä2� �±��Â����Q�����º�ß�S���=�����=�������±���Ô���,��´µÅO���±���È���È³��Q�Ô�Q����Ä!������ãK��´

Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�=���õ�����}´µ�=��´�Ä!������´��}���¯�X�����=³Q����³������Q+.�µ�������±´��Õ���}�µ���=�Q�=�µ���=ÂO�Q���ß�S���}�����
�������Í�Õ������³Q´µ�����4����Â���������´µ���Ý�Q���µ����³��Õ�±�����'�����4½¤´µ���������¤��)
y'Ñ�y'ÑhÐ ��Ý�ã�×�Ý�æÊ÷tå�÷¨Ú
Ñ

c ÉÚ´µ����������²�³���´µ���=�fÉÚ²�������²�½����G����Â��}³Q�9��´µ�&³Q�±�Q�]���9Â��±������´��}�=���}²��Ã´µÄ¦ÂO�}���Í���}²�����¾
ÑÒ�}´��+²��?³Q���Þ�ß�Õ´µ�;���}Ä4Å��������1³Q���º���&�S´µ�������+��²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ������� � ´µ����´h+�´µ�º���}²��+ÑU�Õ²��+½º����´ ¾
ãK���Ã���$³Q�}����´µ�¤²�´ä���Î���9���?ÑÒ�}��Ä¦�¼Å�´µ��´µ���7�S´��±�

bh(., .)
��²��	� ÉÊ����Â��}³Q�9Â��±����²�´ä�

Xh ×Mh
�

Ü¼�=Ä?d�Ä¦�i+M����²��¦����½º�����/�Õ����²���������ÉÚ����´µ�±�����K³���fÉÊ²����Ý³����K��´ä��´µ�}�j�����¿Ù�ÂO�=´���Ñ�¾°��²�Â
ÂO��²��4³Q�Q������Ä?d�Ä!��Ñ����±Ä¦��Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���

bh(., .)
�M�	�������Q²�� ÂO�}´��º���4Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´����±��Ñ������

� ÉÊ��Å��¿�Q�Í���Q�Í���Q½������}Â�ÂO��Ä¦���º���Í¹�²�´ ½º�}��� ��²�´µ½��±���
� �}²��¦�fÉÇ�ÕÅO�}���L+M���}²��/��½������Q+���� ÉÇ�Õ´����Ý��² �������}���QÄ¦�5� l ç ÛK�ÚÆ��µ�¤�£+M��ÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä¦�

³Q�}����´µ�¤²�´ä���;���;���4ÑÒ���±Ä¦�0Å�´µ��´µ���7�S´µ���
bh(., .)

��²��
Xh ×Mh

)
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ë

ìí

ÃTÄuÅ ¹ ÛK��· ~ Ü¼���}���������0�µ´�ÅO���Þ���?�Õ������³Q´µ�����4� ÉÊ���µ��Ä¦����� P1
»9�(%

P0 + P1 + Pa
�

l ç+�wOv7©�ª«¢�û+�µû+�Ur �e� v 	�& ���+A �>�<���������\&�� bh(., .) ��� !���	��"!>�\�
�"�����S& Xh×(Mh ∩ L2
0) E�5�)�h�%��pS���W!(� �8� �
!4/��>����pJ�\� !7�Y�,�U�:��	�����!7���"!7� c /��������7��� �������
!7�%���t�
���%���_�����>���Z�'h�

h /R!7�W�����%- �
�r��� 	�������!+P
∀vh ∈ Xh ,∀qh ∈Mh ∩ L2

0 |bh(vh, qh)| ≤ c||vh||h||qh||
�UÛ��ÚÛº_i�

¯°�E���4���}²��9�����±���4�����K³4¹º²yÉè�/�}Å�������´µ�¼²����4´µ�����º�Õ�µ´ä�������$�)Ù�ÂO�$´���Ñ�¾°��²�Âf� � ³Q�Q�±���
ãK�L+�����²��¼�S²����}����ÅO�����}´µ����²Ý���QÄ¦Ä¦�0��²�´ä½}�Õ���$)
¡�¢�ª ª«¢�û+�µû+�Urnm 	���! K �S���1�����8� �"!����%�8���4�����'h� Th - �"�1�Z��	���- �
��/2���+�������,&9� |K| Em 	��4! qah �S�V�1��� ��� �"!2- �
�1����	���-��"�c��� Ma

h/M
1,p
h

N2pS��/e�X�^��	�>#Â� �?� �"!�� aij ���,& K E m 	���!
q1
h

�,���1��� ��� �"!+- �
�1����	��U- �"�.��� M1
h
NepS��/0���.��	��>#Â� �?���"!4� ai ���,& K E

Ù[��	�&���/Û�>�¡��p;�\� !7�r�X���6��	�����!7���"!7��� c1
�W! c2

�������7��� �������
!7���6�X� K !(�1�������Y- �"�Y��� 	�����4!+P

c1(|qah|21,K + |q1
h|21,K) ≤ |K|

3∑

i=1

(
||∇qah(Gfi)× nfi ||2e + ||∇q1

h(Gfi)× nfi ||2e
)

≤ c2(|qah|21,K + |q1
h|21,K) �UÛ��ÚÛ�Æb�

	�Q i ��� !����d�
�S�8� &9	%�e� �,�8�	��%���W!Û��� K / fi ��� v �����[	����
	���[���t�1	��%���W! i �����=�
K / nfi

���[M;�9�W!7� �,&j�S�
�4!7���\&��6��pX!(� & �*� �,&Y� K /u��	�&����;��� fi / Gfi
���6A���&�gh�����"!>&9�6��� fi�W! ||.||e ���t��	�&����%� �"�1�<�?���?���
���3���S& R3 E
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»��}²��	³Q�}Ä¦Ä!���¦¡Q�����.Â��S������Ä2�S��¹º²����.¹º²��
qah
���������&�9½¤²2¹�²yÉ �Î���&��½º�����������¦�����}��´µ�����

��²��.��ÉÊ������Ä!�����
K
��¯°������´µ�����¼���}�K³�²��2ÂO�}�µÙ¤����Ä¦�¼���¼�����}���¼����²¤�

q̃ah
��²��

K
�����O¹�²��$)

q̃ah := 4
4∑

i=1

4∑

j>i

aijλiλj
�XÛK�ÊÛ�Û��

∫

K

q̃ah dK = 0
�UÛ��ÚÛºâb�

∇q̃ah(Gfi)× nfi = ∇qah(Gfi)× nfi i = 1, ..., 4
�UÛ��ÚÛ�íb�

���
i
���Q��´µ�}���	²��$����Ä¦Ä!�Q�M���	��ÉÚ���µ��Ä¦�QÄ¦�����

K
+
fi
����ÑU�Õ³Q�	�}Â�ÂO�������Ã�Õ²$����Ä!Ä¦�Q�

i
+

Gfi

�µ�]Å��S�±Ù�³Q�Q�������]���
fi
�Q�

nfi

�µ�Ã½º��³�����²��%�����±Ä2�Õ�¦�
fi
+Õ²���´ä�ß�S´µ���]�Q�%���������±´µ��²��Z�

K
�

¸%�Ý���G�Q�Q+��SÂ�ÂO�����}���
l
����³Q�����±�&�Õ�����0��²�´ä½}�Õ�º���;���QãK��´µ�;��²��

K
)

l :=
1

6

4∑

i=1

4∑

j>i

aij

á��S�;���QãK��´ä��´��}� �����;ÑÒ�}�K³���´µ�}���$���!ÑÒ�}��Ä¦�
λi
�±���±������´µ�������.�=��ÉÚ���µ��Ä¦���º�

K
+f���}²��

ÂO��²�½������ �����S�µ��Ä¦��������³Q�±´µ���?)

l := 4l

4∑

i=1

4∑

j>i

λiλj + l

4∑

i=1

λi(2λi − 1)

Ü9�Õ����³Q�=¹º²�´	��²�´ä�o+|����²��4���Õ�����±�����
l1
�µ��Â�����Ä¦´µ���$ÂO���äÙ����}Ä¦�=������ÉÚ����Â��±������´��}�

³Q´ ¾¿��������²������
l2
���0����³Q�}�K�f�

»��}²�� ��³Q��´ä½º�}���Í���}�K³Î���Q���������6��´µ����� ��²�´µ½}�S�������P)
∇qah|K = ∇(qah − l)|K

= ∇(qah − l1)|K −∇l2|K
áE�}���������Õ�µ�}���

q̃ah := qah − l1
�Q�¦½º����´äãK�}���/�����/��Ù¤ÂO�}�������������������Â��S�±�7�1»���²��

��½������Í���}�K³0�K�Õ��� ²��ÝÂ�����Ä!´��Q�]����Ä¦Â��$)

q̃ah = 4

4∑

i=1

4∑

j>i

(aij − l)λiλj



·SÏ w�x�ðzy%ø�ïMú�óÂ}�} 0`~C~,�40(ê%ó%ò ó.ö�yOð$w%ójôÎóÇy1ú�ó.ö�ö�ø��&~.}
ÜÍ���M���}���Q+6���}²��MÂO��²�½º�}������³���´µ���]��½º��³ |K| ����Â������������ß�S���M����Ä¦����²����	���	��ÉÚ�Q����Ä!�����

K
)

∫

K

q̃ah =
|K|
5

4∑

i=1

4∑

j>i

(aij − l)

=
|K|
5

(
4∑

i=1

4∑

j>i

aij − 6l

)

= 0Ü9�Õ���+²��0����³����K�Î����Ä¦Â��Q+Q´��}����²��y��²�j¦�|���%½�����´äãK���+¹�²��%�µ��½º��³����Q²�� ∇l2(Gfi)×nfi���±�M�¤²���ÂO�}²��E���}²�������Ä!Ä¦�Q�
i
�Sã��!���	�&�S��´���ÑU�S´µ���	���Í��������´µ�����Ã³Q�}�������Õ´µ�����	�±��³&������³&�������p¼��+����}²���ÂO�}²�½º�}��� ��³Q��´µ���?)

∇l2(Gfi)× nfi =

(
4l

4∑

j=1

λj∇λj
)

(Gfi)× nfi

á��S�.���QãK��´ä��´µ�}�=���
Gfi

+�����²��	��½������
λi(Gfi) = 0

�Q�
λj(Gfi) = 1

3

�µ���±�&¹º²��
j
���±�

��´ �G�������º�Í���
i
��¸��³Q��������¹º²����K³Q�i+�����²��Í��½������ �Q½�´�����Ä!Ä¦�����P)

∇l2(Gfi)× nfi =
4l

3

(
4∑

j=1,j 6=i
∇λj

)
× nfi

= −4l

3
∇λi × nfi

= 0

������Ù��Õ�º�����QÄ2�Õ��¹�²��;¹º²�� ∑4
i=1∇λi = 0

��²��
K
�

c ��Ä?d�Ä¦�0����Ä/�Õ��¹�²��0�7ÉÇ�ÕÂ�Â���´�¹�²��.�
q1
h

+K³}ÉÊ���±�±¾��7¾¿��´��±�?¹�²yÉÊ´��y����´µ�±���;²��ÂO�}�µÙ�����Ä¦�
���;�����}���0²��

q̃1
h

�����+¹º²��?)

q̃1
h :=

4∑

i=1

aiλi
�UÛ��ÚÛ�·��

∫

K

q̃1
h dK = 0

�UÛ��ÚÛ�Ïb�
∇q̃1

h(x) = ∇q1
h(x) ∀x ∈ K �XÛK�ÊÛºëb�

�����9Ñ���´µ�	���}²�� ³���³Q´ ÂO�}����+����}²�� �Õ�µ�µ�����]³Q��Ä!Ä¦���K³Q���	Â��S�ÃÄ¦�}���������Ã¹�²��¼���¼������Ä¦�
��²Ô³Q���º�����Î���Î���$�±�����S��´��}�5�UÛ��ÚÛ�Æ��1�Q���ÃÅ�´����=²����Î�����±Ä¦�;�S²Ô³��Õ�±���9��²��

(Ma
h/M

1,p
h ) +



}�}<}�}5wMð0öÔô9ójòyð ô¼ø¿÷,óZ~9ö�ø��&~�çÜ} ·Së

M1
h

�
À¤²�Â�ÂO�}��������������³0¹�²��;³Q�Q�±���;¹º²��Õ����´ä���0���±� ������²�´µ���$�!×��Ká��S� ³Q��������¹º²������o+����}²��

��½�������ÂO�}²���³&���Õ¹�²��0ÑU�Õ³Q�
fi
ã������;���0��ÉÚ���µ��Ä¦���º�

K
)

∇qah(Gfi)× nfi = 0

∇q1
h(Gfi)× nfi = 0

�XÛK�Çâ}×b�
c �����&�S´µ����Ä¦�����!��²IÂO�}�µÙ¤����Ä¦�

q1
h

�Q�&�Õ�º��´����Q����´�¹�²��Ý�S²q³��S�!��²IÂO�}�äÙ�����Ä!�
qah
+

����²��¼���}²��Í´��º�������Q�������±�����¼�K�S���Í���!��²�´ä���?����³Q��²���´ä½º��Ä!�����Î�S²,³��S�9��²�ÂO���äÙ����}Ä¦�
qah
�� ´µ����´f���Ý²���´µ��´µ�&�Õ�º�����4�������S��´��}� �XÛK�ÊÛ�Û���+�´µ�y���}²��Í���Q½�´µ������ÂO�}����´�Å��µ�?� ÉÚ��³Q�±´��±�6)

∇qah(Gfi)× nfi = ∇q̃ah(Gfi)× nfi

=
4

3

(∑

j 6=i

∑

l 6=i,j
ajl∇λj

)
× nfi

�XÛK�Çâ��o�

�.���+�������S��´��}���+���}���|��²����E�Õ²¤�Î���±��´µ�+Â����}Â���´µ�Q�����s�XÂ��Õ�+���QãK��´µ��´��}�$���
i
Â��S�+�&�SÂ�ÂO�}�±��

fi
�r)

∇λi × nfi = 0

λi(Gfi) = 0

λj(Gfi) =
1

3
j 6= i

�XÛK�Çâ�_i�

� ãK�j���Ýã������¦�����/´��������Q+����}²��/��²�Â�ÂO�������±�����2Ä/�Õ´µ�����Q���Õ�º��¹�²��Ý���ÈÑU�}³��
fi
���

¹�²����±��´µ�}�����±�	���;ÑU�Õ³Q�¼���¼���}Ä¦Ä¦�Q���.�¤²�Ä!��������+�_;���ÃÆ�� c ���]�S²����±���.ÑU�}³����	���Í���&�S´ä�ß�Õ�º�
��� Ä/�Õ��´µ�����]��´�Ä!´����S´��±�i+�´µ�����}²������±�.�ÕÂ�ÂK�Õ�±²¦Â��µ²��1³Q���Õ´µ���fÉÚ���G��³���²������µ� �±���±��� ���]���Î����¾
Ä¦�}�������&�6��´µ���4�K�S���M³Q�	³��Õ������� � ´�����´h+S�K�S���M³Q�	³��}���±�.Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�Q+6����²��M�±�����±���S��´µ���}���
���Q����¹�²��6��´µ�}���.�UÛ���â��¤�.ÂO��²��]��Å�������´µ�P)

3

4
∇qah(Gf4)× nf4 = (a12 + a13)∇λ1 × nf4

+ (a12 + a23)∇λ2 × nf4 + (a13 + a23)∇λ3 × nf4

�XÛK�Çâ}Æb�
»��}²��¼����Ä2�S��¹º²������¼�Q����²�´µ����¹º²��$���¦����Ä!Ä¦�4�����Í�����}´��Í½���³����Q²���� ∇λi ��½º��³ 1 ≤

i ≤ 3
���±�E�¤²��µ�µ�.���1���}���9���1����ÑX�}³Q�

f4
� � ²�����´m+7��ÉÚ����Â���������´��}�$Â�����³Q�����������	���.��´µÄ¦Â��µ´äãK��)

3

4
∇qah(Gf4)× nf4 = (a23 − a13)∇λ2 × nf4

+ (a23 − a12)∇λ3 × nf4

�XÛK�ÇâÕÛ��
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»��}²��9�}Å������������0�S�µ���±�9²����$���}Ä¦Ä¦�$���4����²��½º��³�����²����¼�µ´µ���7�Õ´µ���QÄ¦�����9´��K����ÂO����¾

�K�S��������������µ�µ� ¹º²��#���I�������S��´��}� �UÛ���âÕ×������}´ä�½º�Q��´äãK�����¼�	��³�´;���}²���ÂO���±Ä¦�Q�������K³
�fÉÊ��³Q��´µ���0�µ�����Q���S��´ä���Q����²�´µ½}�S�������P)

a23 − a13 = 0

a23 − a12 = 0c �,�±Ù��±����Ä¦��Â�����³Q���������=���}²��=ÂO�Q��Ä¦�Q�������S�µ��Ä¦�����Ô�fÉÊ��Å�������´µ���µ�,��´µ���ý��²�´µ½}�S���
���º�����0�µ����³Q�¤��j2³Q´µ�������

a12
+
a13

�Q�
a23

)
a12 = a13 = a23¸%�=����´ä�������Õ���]��ÉÚ��������Ä$Å����0���Î³Q�ÎÂ����¤³Q������²��]��²�� ����²¤�Ý�S²������Q�]ÑU�Õ³Q��� ���

K
+�����²��

�S²���´µ�}���¼�S²Ýã����Õ�h+�Â�²Ý��³Q�±´��±�;��ÉÚ�Q�����QÄ4Å��µ�?����� �������6��´µ�����Í¹�²�´y��²�´ä½º�Q���$)
a12 = a13 = a14 = a23 = a24 = a34»��}²��M��½º�}���|³&���}´���´
qah
���%�����µ�µ�1���}�±���.¹º²����ß�ÃÄ¦�7Ùº�Q���������}´ä�|�¤²��µ�µ�.�K�S���|��ÉÚ���µ��Ä¦�Q���

K
)yÂ��S�?³Q��������¹º²������

aij
���±�?�¤²���ÂO�}²��0����²��

i
�Q�0���}²��

j > i
� c �¦Ä?d�Ä¦�¦���Õ´µ������¾

���QÄ¦��������� ��³ß��²��Ã��²��
q1
h

�S²��&�S´µ���ÕÅO�}²���´ä�Z�¼���¼�±�����S��´��}�
ai = 0

ÂO�}²��M���}²��
1 ≤ i ≤ 4

�
»��}²�� ��½������Ã���}�K³ÍÅ�´��Q�=²����¼���}��Ä!�¼��²��

K
ÂO�}²��	���}�	������Ä!�����]���

Ma
h/M

1,p
h

���
M1

h

�
¯°� ����²��/�±���±���-�È�Q½}�Õ�µ²����¦�����¦´��������S�µ´µ�����2Â����}ÂO�}���Q�������Õ���/�µ�Ý�������}����Ä¦���1á|��²��

³Q�Q����+E���}²��¦�S�µ���}�������}²��4�&�SÄ¦�������V�� ÉÊ�����QÄ¦�����!��������ÑÒ�Q�����K³Q�
K̂
Â��S�4��ÉÚ²���´µ��´µ�&�S��´��}�

�fÉÊ²����0ÑÒ�}�K³���´µ������j¦���
FK

���0Ä2�6����´�³Q�
BK

�
»��}²��+�&�SÂ�ÂO���µ�}���E��½}�S���|����³Q�}Ä¦Ä¦����³Q���Q+��µ���yÑÒ�}��Ä4²��µ���f���&�S����ÑÒ�}��Ä2�S���y�µ���}�&�Õ��´��Q���

�fÉÊ²����0ÑÒ�}�K³���´µ���Ý�Q���µ�Î½º��³�����²�� ���}��Ä2�S�
n
����ÉÊ������Ä!�����

K
���Ý�µ��²�� ´�Ä/�Õ�}�;�K�Õ���

K̂
)

∇q ◦ FK = B−TK ∇̂q̂

n ◦ FK =
B−TK n̂

||B−TK n̂||e

�UÛ���â}âi�

c �,���K³Q�}���i+M���}²������Ô���Õ´µ�������������}���¦¹�²��=��²������,Ñ����K³���´��}�
qah
�K�S���!���,Ä¦�Q��²��±�

���:���4�&�S´µ����������Ä!�����0¹�²�´|½}�2��²�´µ½¤���4��É��SÂ�Â��µ´�¹º²��!���4���/Ä?d�Ä¦�$Ä2�S��´����±�4�
q1
h

� � ��²��
�fÉÇ�ÕÅO�}���L+�´µ�y����²�� ÑU�Õ²�������Ä/�Õ��¹º²�����¹º²��i+��S²Ý���}Ä¦Ä!�Q�

i
ã����?)

||∇qah(Gfi)× nfi ||e = sup
v | v·nfi

=0

∇qah(Gfi) · v
||v||e

�UÛ���âÕíb�



}�}<}�}5wMð0öÔô9ójòyð ô¼ø¿÷,óZ~9ö�ø��&~�çÜ} Ï��
»��}²��;²���´µ�µ´µ���}���?������²�´ä����+y���������Õ����Ñ����±Ä2�S��´��}� �¤j/���

FK
ÂO��²��;³&���S���}���?���!½}�6¾

��´��ÕÅ�������»��}²�� ��Å������������Í�Õ�µ�}���Í��½���³Î���Q���&�SÂ�ÂO���µ��Â��±��³Q�����������$)

||∇qah(Gfi)× nfi ||e = sup
v̂ | (B−1

K v̂)·n̂f̂i
=0

∇̂q̂ah(Ĝbfi) ·B
−1
K v̂

||v̂||e
�XÛK�Çâº·��

¸%�Ý�±��Ä2�S��¹�²��S����¹�²��0���}²��¼��½º�}���P)
B−1
K v̂ =

(
B−1
K v̂

)
× n̂f̂i

�XÛK�Çâ}Ïb�
»��}²�� ��Å������������Q+K����� �µ���±�Q+�Â��S� ²����0��´�Ä¦Â����0Ä2���¿�}�&�6��´µ�}���²���������Ä!´����6����²��$)

||∇qah(Gfi)× nfi ||e ≥
||∇̂q̂ah(Ĝbfi)× n̂f̂i

||e
||BK ||e

�XÛK�Çâ}ëb�
ÜÍ�0���4Ä?d�Ä¦�0ÑX��¡Q�}�3+�´µ�+���Q½¤´����º��ÂO������´�Å��µ�?���0Ä/���¿�}�����$�XÛK�Çâº·��r)

||∇qah(Gfi)× nfi ||e ≤ ||∇̂q̂ah(Ĝbfi)× n̂f̂i
||e||B−1

K ||e
�XÛK�Úí�×b�

»��}²��0�Q���Q½������0�µ���0�ß��Â���������´µ�����;³Q´ ¾)��������²��?�S²#³��S���±�/��½}�Õ���0���!���}Ä¦Ä¦���9��²��Î�µ���
����Ä¦Ä!�Q���

i
+��Q�����}²����}Å������������ ²��Ý���K³��Õ������Ä¦���º�Í���0���}�����0���}��Ä¦�?)

1

||BK ||2e

4∑

i=1

||∇̂(q̂ah(Ĝbfi)× n̂f̂i
||2e ≤

4∑

i=1

||∇qah(Gfi)× nfi ||2e

≤ ||B−1
K ||2e

4∑

i=1

||∇̂q̂ah(Ĝbfi)× n̂f̂i
||2e

�XÛK�Úí��o�

À¤�}Ä¦Ä2�S���Î������²�´µ���!�µ���0����²��:������´µ���;� ÉÚ´µ�������S�µ´µ�����0Â�����³Q�������������o+ Â�²�´��ÎÂ��Õ�9��¹�²�´ ¾
½��S�µ���K³Q�?����� ���}��Ä¦�Q�������´µÄ¦������´µ�}�ÝãK��´µ�i+����}²�� �����}²�½º�}�����Q½¤´����QÄ¦Ä¦�����P)
|K|
||BK ||2e

|∇̂q̂ah|20,K̂ ≤ |K|
4∑

i=1

||∇qah(Gfi)× nfi ||2e ≤ |K|||B−1
K ||2e|∇̂q̂ah|20,K̂

�XÛK�Úíº_i�
á%²�´µ��´µ�¼���}²��=��²�j!�Ô���,�±��²���´µ�µ´��������µ�:³&���S�����QÄ¦�����Ô����½}�S��´��ÕÅ������Ô��j¦���,ÂO��²��

�����}²�½����P)
c1|qah|21,K ≤ |K|

4∑

i=1

||∇qah(Gfi)× nfi ||2e ≤ c2|qah|21,K
�XÛK�Úí�Æb�

���Ý���QÄ2�Õ��¹�²��S���Í¹º²�� ||BK ||e = chK
�Q� ||B−1

K ||e = c
hK

�
2
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` ¢�ª«è�v6éyzy¢�û|�äû+��r ª ����� !d�\�����\�?�
� �����A1�Z��/u�
	��,&t���oM;�;�)�?���4!7���������q�X� �8	��=� !>&9�J!>�?	������!4f���	�&�B ���]���,��M;���"!4/0�X�YM;� &��ON5� &.-��"�r�Z�t&��W���J!>�?	���� �4I��X�����	��S�[�
� ��M;B &9�%��pS���W!7�.P

4∑

j=1

∇qah(Gfj)× nfi =
4∑

j=1

∇q̃ah(Gfj)× nfi i = 1, ..., 4
�XÛK�Úí}Û��

�d	��,&.���1����/T�>���U	��S�[���W#�!+���.��	���� !7��!7� &.- �
�+�
	��S&3�,���	��%�8� ! i N2ph�%P
4∑

j=1

∇l2(Gfj)× nfi =
4l

3

4∑

j=1

4∑

k=1,k 6=j
∇λk × nfi

= −4l

3

4∑

j=1

∇λj × nfi

= 0� ½}�Õ�º�!� ÉÚ�����}�K³Q���4²�� �������}����Ä¦�2�Q�ß�SÅ��µ´����&�S����²����=³Q�}�K��´ä��´µ�}�q���2�)Ù�ÂO��´µ��Ñ�¾°��²�Â
��²������Õ���±� ����²�½����K����Â��}³Q� ���/Â��±������´µ�}�3+�����²��.�Õ�µ�µ�����1�����}�K³Q���1¹�²�����¹�²����1��Ù¤ÂO�}�����������
¹º²��0����²�� ��²�Â�ÂO�������±����� ½�����´äãK�������K�Õ��� ������²�´µ���;����������Ä¦�}�������&�6��´µ�����7�
ý�þ ¥�wKuSçy©�£�¢�û+�µû+�Ur �e��A9	�&��_���§��	���������� ∂Ω ���8��	��"!>�?� �
!j�������)�S��- ��� �,�U� v ������¡� �,�q��� ���%�1��� ��� �"! K ���_�����>���Z�'h� Th E
ý�þ ¥�wKuSçy©�£�¢�û+�µû+�� Øm 	���! qah �,�§�1�Z� �8� �
!d- �"�1�Z��	���- �
��N2pS�:�X� Ma

h/M
1,p
h

�W! q1
h

�S��1�Z� �8� �
!¡- �"�1�Z��	���- �
�@N2pS�+��� M1
h
E m 	��4! K �,�8�1�����8� �"!¡- �
�1����	��U- �"�@NepS�+���6�����>���Z�'h�

Th ���t���?���8B !>&�� hK E m 	��4! c0
������	���� !7���"!7�r�\�����7�
� �U�����"!7�:�����
���:�����8���>�����1'h� h!7�W�����%- �
�%P

∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

||
4∑

j=1

∇qah(Gfj)× nfi ||2e

≤ c0

∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

||∇qah(Gfi)× nfi ||2e

��M;��� |K| �Z�q�������S&��_��� K / fi ��� v �����_	����
	�����_���§�1	��%���W! i ��� K / nfi
���M;�9�W!7� �,&]�,���4!7����&9�3��	�&��8�;�e� fi �W!0��p;!7� &��?� �,&r� K / Gfi

���.��� �
!>&��r���j'J&���M��4!7�.��� fi E
¬ 	��h�]��������	��� &9	����r�;��	�&��.-��"�r������	�����!7���"!7� c0

M;��& � N5�r��� �����('��;�)�4!7�3���S��M;���
!7�%P
c0 < 81
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` ¢�ª«èKv6éyz+¢�û+�µû+�� Øm �S&����t!7�W!>&9��f�B9��&��8���:&�� v � &9� ����� K̂ /+�>����p;�G� !7�:�,������	���� !7���"!(�
ĉ0

MJ� & � N5���"!c�Z�o���Ïi	�&9�J!>�*	������,��MJ���"!7�j�
	��,&.�,���1��� ��� �"! q̂ah ∈ L2
0(K̂) - �
�1����	��U- �"�N2pS�.P

4∑

i=1,bfi 6⊂∂Ω

||
4∑

j=1

∇q̂ah(Ĝ bfj)× n̂bfi ||
2
e ≤ ĉ0

4∑

i=1,bfi 6⊂∂Ω

||∇q̂ah(Ĝbfi)× n̂bfi ||
2
e

¬ 	��h�0��M;	��=���
��&+���>�������,&��0	�AW!7� ���6�S���+� M;�;�<�"�J!>�*	��%�
�S�8� &��?-��"�+���0���W!*!7�+�9	���� !7���
!7�
ĉ0

P
ĉ0 ≈ 45�+��&V��	������-��"� �"!�/c�>�u��	��S�%���W#�!3���tM;� &��ON5� &V- �
�3�
	��S&��S�Â�1��� ��� �"! K �X� Thð M;	��\�����,ñ.�X� K̂ /^���q��	���� !7���"!7� c0(K) �����	�� �?�9�t�	���!^MJ	��\�����U�o�X� ĉ0

��	��,&V- �
����� ���"I�('h�;�)��!7�Y&9����f�� &9��f����]�	��4!RM;� &��ON����8C�� v E
�
	��S&.���1���_C �4ç ��H�H�E
»��}²��M�������¦¡�������Ä2�S´µ���������S����²��$���������±��Ä¦�	�Q�ß�SÅ��µ´����&�S����²����Ã³Q���K��´ä��´µ�}�!���.�¿Ù�ÂO�� �SÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´M�

l ç+�wOv7©�ª«¢,û+�äû|�� Øm 	��S�:�����rfhg��
	J!4f�B��1���oC ý Ü@E<Ü@E4K9H��W!YC ý Ü@E)Ü@EZD1H�/c�Z� v 	�& ���8A �4I�)���U������&9� bh(., .) ��J!>�G� v ���4!.�,�U����	������4!>�*	�����s!>g��
���j�XA2��S���X�JI?�0&9����� �j���,&s��� ���(�
������@&9	����,��! Xt
h ×

(
(Ma

h/M
1,p
h ) +M1

h

)
∩ (∪KL2

0(K)) E0�5�)�S�6�@&9��� �G�� �8� �
!4/[�4�d��p;�\� !7��,���.��	���� !7���"!7� c �\�����7�
� �U�����"!7�.���%�
���r���_�����>�\���'h� h !7�1�\���%- �
�r��� 	������4!0P
∀qh ∈

(
(Ma

h/M
1,p
h ) +M1

h

)
∩
(
∪KL2

0(K)
)

sup
vh∈Xt

h

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

�XÛK�Úíºâi�

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
À¤��´ä�������������QÄ¦�������

qah
+
q1
h

�����%����Â��Õ³Q���
Ma

h/M
1,p
h

+S�Q�
M1

h

¹�²�����³Q�}�K¹�²�����ã���������» �}�����
��Å��¿��³���´µÑf���±�	���������}²�½º����²��/���µ��Ä¦�����

vh
���

Xt
h

�Q�.²����Í³Q�}���±�ß�S�����
c
´µ�K����ÂO���K�K�S�����

���
h
��������¹�²��0��ÉÚ�}���Õ´ä����ÉÚ���±��´µÄ2�6��´µ�}�*)

bah(vh, q
a
h + q1

h)

||vh||h
≥ c||qah + q1

h||
�XÛK�Úí�íb�

á��S�����QãK��´ä��´µ�}�2��� ��ÉÚ����Â��Õ³Q�
Ma

h/M
1,p
h

+}���}�/�}�&�Õ��´µ����� ∇qah ���±�1²��¦ÂO�}�äÙ����}Ä¦�Í��������}���
1
��²��Î³&���Õ¹�²������µ��Ä¦�����

K
��� Th ) ³Q�������}��´����º�0ÂO��²��;���}�K³4�������Q½º���µ�}Â�ÂO���

��²��	���;Å��Õ���¼�µ��³��Õ�µ�Î�����	Ñ����K³���´µ�����Ã���¼ÑÒ�}��Ä¦�
Ψf
+�ÂO�}�µÙ¤����Ä¦�9���¼�����}���

1
¹�²�´�½��S²��9�
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�S²,Å��S�±Ù�³Q�������±�$���$���¦ÑU�Õ³Q�

f ∈ K �Q�
0
�S²��Å��Õ�ÞÙ�³Q�����������9���Q�Î�S²��������ÍÑU�Õ³Q���9���

K
�� ´µ����´h+����}²��¼��½º�}��� ���;���Q½������}Â�ÂO��Ä¦���º�Í��²�´ä½}�Õ������� ∇qah )

∇qah|K =
4∑

i=1

∇qah(Gfi)Ψfi

�UÛ��Çíº·��

�i�
Gfi

���������;Å��S�±Ù�³��������±�$���;���!ÑU�Õ³Q�
fi
+�ÑU�Õ³Q�?�}Â�ÂO�}�����4�S²����Ä!Ä¦�Q�

i
���;� ÉÊ�����ß¾

Ä!�����
K
�

� �}²��¿�}²����;�����µ���#�µ���;Ä?d�Ä!���$�S���}²�Ä¦���º���;Ä/�Õ´µ�$�SÂ�Â��µ´�¹º²����$³Q�Q�±���!ÑÒ�}´��.�
q1
h

+f���}�
�}�&�Õ��´µ��������ÉÚ��³Q�±´µ�����0���4ÑU�u¡Q���Ý��²�´µ½}�S�����?)

∇q1
h|K =

4∑

i=1

∇q1
h(Gfi)Ψfi

ò ��²K��´��}���MÄ2�S´µ���������S���MÂO�}²��M²��$���µ��Ä¦���º�
K
¹�²�����³Q�}�K¹�²��.ã����i+6��ÉÚ´µ�����������Õ�µ�

I(K)³Q�}���±����ÂO���K�K�S�����?�K�S��������ÑÒ�}��Ä!�0Å�´µ��´µ���7�S´µ���
bah(., .)

+K��½���³0���}�K³0Â��S�����QãK��´ä��´µ�}�*)

I(K) :=

∫

K

vh∇(qah + q1
h)dΩ

=
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

4∑

i=1

∫

K

vh(Gfj) · ∇qah(Gfi)ΨfiΨfj dΩ

+
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

∫

K

vh(Gfj) · ∇q1
h ΨfjdΩ

�UÛ��Çí}Ïb�

p¼������²��1�ß��½º�}�����Q½��S�µ²����1�µ��Â��±����²�´ä�.��³��S���Õ´µ���Í���Í����²��!ÑÒ�}�K³���´µ�����	��� ÑÒ�}��Ä¦�
Ψf
�� ´µ����´h+����}²����}Å��������}���¼��½º��³Î�µ��� ���Õ�ß�6��´µ������Â�����³Q�������º�����P)

∫

K

ΨfiΨfj dΩ = − 1

20
|K| ��´

i 6= j
∫

K

Ψ2
fi
dΩ =

2

5
|K|
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ÜÍ�;³Q�Q�����;ÑX��¡Q�}�3+���ÉÚ����Â���������´��}�����

I(K)
���0��´µÄ¦Â��µ´µãK�;���0����Ä2�S��´��Q���0��²�´µ½}�S�����?)

I(K) =
2

5
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

vh(Gfj) · ∇qah(Gfj)

− 1

20
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

4∑

i=1,i6=j
vh(Gfj) · ∇qah(Gfi)

+
1

4
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

∇q1
h|K · vh(Gfj)

=
9

20
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

vh(Gfj) · ∇qah(Gfj)

− 1

20
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

4∑

i=1

vh(Gfj) · ∇qah(Gfi)

+
1

4
|K|

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

∇q1
h|K · vh(Gfj)

�XÛK�Úí�ëb�

Ð]��Ä2�S��¹�²��}���9¹�²��
qah
���±�Î³Q�}����´µ�¤²��;¾°Â��Õ�9���QãK��´µ��´��}��¾]���$�µ�����=���$���/ÑX�}³Q�

fi
�
iã����P)�´µ�K���¦���Q�&�0���}�K³ ��� Ä?d�Ä¦� ÂO�}²����µ��ÂO�}�äÙ�����Ä!� ∇qah(Gfi)×nfi

�¤�	�}Ä¦Â����]�����¤²
�����$Â��±��Â��±´��Q�����=�UÛ��ÊÛ�Û��°¾£�UÛ��ÚÛ�íb�Î�Q�=�UÛ��ÇíÕÛ��0��² ÂO�}�µÙ¤����Ä!�

q̃ah
����ãK��´.�K�Õ���?���/���QÄ¦Ä¦�� ¡1¢�ª ª«¢ ÛK�ÊÛK�µ�¤�£+����}²��/ÂO��²�½������/����Ä¦Â����Õ³Q���

qah
Â��S�

q̃ah
�K�S���/����²��2³Q��¹�²�´ Â�����¾

³Q�������ß�S���4��� Ä¦����´µãK���4�µ����³Q����³Q��²���´µ�}���l)|���}²��!³Q�}����´����������±�����!�����K³�¹�²��
qah
���±��/Ä!�6Ù��������$�¤²��µ�µ�����Õ���9³&���Õ¹�²��$���µ��Ä¦���º�

K
�G»��}�������9���4Â��µ²��Q+O¹�²��$ÂO�}²��9�����¼�&�S´ä¾

���������Õ�K�Õ�µ���}²����Q+6���Q�MÂO�}�µÙ¤����Ä¦�Q�
q1
h

�Q� ∇q1
h×nfi

���}����³�������´���²��M�µ�.�µ�����¼�����MÑX�}³Q�Q�
f
�

� Â��S�±��´��$���2³Q���?����Ä2�S��¹�²��Q�o+y����²����S���µ�}���4���Q�����±Ä¦´������$�µ���;½��S�µ��²����4�����4��´ �G��¾
���������]½º��³�����²����

vh(fi)
�

c ���ÝÂ����}Â���´µ�Q��������#³Q�}����´µ�¤²�´ä���«Â��±��³Q������Ä¦Ä!�����Ý�Q½º��¹º²������Q+]���}²����ÕÄ!���������-�
ÂO���������K�S������ÉÚ��¹�²��6��´µ���*�UÛ��Çí}ë��r)

vh(fi)× nfi = h2
−
(
∇qah(Gfi) +∇q1

h

)
× nfi 1 ≤ i ≤ 4, fi 6 ⊂∂Ω

�UÛ�� ·S×��
vh(f) = 0 ∀f ⊂ ∂Ω

��½º��³
h− := minK(hK)

�
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Ð��ÕÂ�ÂO���µ�}���.¹�²�� Â��S�%��Ù�ÂO�Õ���������i+�´µ������´µ����� ²�����³Q�}�����&�Õ�º���

σ > 0
´��K���QÂO���K�K�Õ�º���

��� Th �����µ���;¹�²��?)
h− ≥ σh�i�

h
���±���µ�;ÂK�Õ����� Th �

¸%�Ý���}Ä¦Ä2�S�����µ����´µ�������}�&�S�µ���
I(K)

��²�� ���������µ��Ä¦�Q�����
K
�Q�Í���Ô�������S���Í³Q��Ä!Â����

���0����Â��±��Â��±´µ�Q���6�UÛ��ÇÆ}ë��£+Ú���}²����}Å������������������K³Î��ÉÚ����Â��±������´µ�}���²�´ä½��S�����6)
∑

K

I(K) =
9

20

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇qah(Gfj)× nfj ||2e

+
1

4

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇q1

h × nfj ||2e

− 1

20

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−
{(
∇qah(Gfj) +∇q1

h

)
× nfj

}

·
4∑

i=1

{
∇qah(Gfi)× nfj

}

¯°�M����²��9�����±���4�2�Q½}�Õ�µ²����9������������´µ���¼�����±Ä¦��������ÉÚ����Â���������´��}�ÈÂ��±��³Q�������������yá|��²��
³Q�Q����+Í���}²��«�S�µ���}���,Ä2���¿�}�����,³Q� ���Q��Ä¦�ß�j��ÉÇ�Õ´���� �fÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä�����È��� �)Ù�ÂO�q�Ã�Õ²K³���Ù�¾
À�³���º �Õ�±�e¢��

� ´µ����´m+����}²��¼��½º�}��� ��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���;��²�´µ½}�S�����?)
∑

K

I(K) ≥ 9

20

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇qah(Gfj)× nfj ||2e

+
1

4

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇q1

h × nfj ||2e

− 1

20

∑

K

|K|

√√√√
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||
(
∇qah(Gfj) +∇q1

h

)
× nfj ||2e

√√√√
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||

4∑

i=1

∇qah(Gfi)× nfj||2e
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¸%����²�´ä����+�����²���²���´µ�µ´����}����²����0´µ�������S�µ´µ���?���0���4Ä¦�7Ùº�������?�6ãK��fÉÚ�}Å����Q��´��P)

∑

K

I(K) ≥ 9

40

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇qah(Gfj)× nfj ||2e

+
1

40

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||∇q1

h × nfj ||2e

− 1

360

∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−||

4∑

i=1

∇qah(Gfi)× nfj ||2e

ÜÍ���Ý�µ�}���Ý�fÉ��SÂ������Ô� ÉÊ��Ù�ÂO�Õ���������Þ� ý Û��ÚÛ���_i��+	´��Î�ß��´µ�����È²����#³Q�}���±�ß�S�����
c > 0´�������ÂO���K�K�S�����?��²ÝÂ��S�

h
��²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}�0�������µ�;¹�²��?)

∑

K

I(K) ≥ c
∑

K

|K|
4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

h2
−
(
||∇qah(Gfj)× nfj ||2e + ||∇q1

h × nfj ||2e
)

¸%����²�´ä����+%�fÉ��SÂ����Q�¦��ÉÚ��Ù¤ÂO�}���������5� ý Û��ÚÛ����o�$�Q�!�µ�Ý�µ��Ä¦Ä!�5� ¡�¢�ª ª«¢ Û��ÚÛ����o��+M���
�����±Ä¦�;���;�����}´ä���;���0��ÉÚ����Â��±������´µ�}��³Q´ ¾)��������²������±��²����0���}��Ä¦�9�����µ�µ�?¹�²��?)

∑

K

I(K) ≥ cσ2
∑

K

h2
K

(
|qah|21,K + |q1

h|21,K
)

���Ý���QÄ2�Õ��¹�²��S���Í¹º²��
h2
− ≥ σ2h2 ≥ σ2h2

K

�
� �}²��¿�}²����9���È²���´µ��´µ�&�Õ�º�0�µ���µ��Ä¦Ä!��� ¡1¢�ª ª«¢ Û��ÚÛ����o��+G���}²��Î�}Å������������Î���2Ä2���)�Õ¾

�&�6��´µ�����²Ô½º��³�����²��]½�´ä���Q�����;���}�������}²��Í��½�������³&����´µ��´y������³Q�������������������.)
|vh|21,K ≤ ch2

K

(
|qah|21,K + |q1

h|21,K
) �XÛK��·��o�

�.��Ä¦Ä!�Ã����²������&��½}�Õ´µ�µ���}���%Â��S����Ù�ÂO�Õ���������Ã��²��
L2

0(K)
+Õ� ÉÊ´µ�������S�µ´µ������� � ���ÕÄ$Å��µ��¾

Ø�´µ��ÅO���Þ����²�´µ½}�S�����0���±� ½º���±´äãK���6)
||qah||K ≤ hK |qah|1,K
||q1

h||K ≤ hK |q1
h|1,K

�XÛK��·}_i�
À¤�}Ä¦Ä2�S���	������²�´ä���¼��²��.�����	���µ��Ä¦�Q�����

K
���Í���}�����¼Ä2�S´µ�����S���i+��Q�Ã���2²���´µ��´µ�&�Õ�º�Ã�µ���

´��������S�µ´µ�����,�XÛK��·}_i��+�����²����Õ�������}������ÉÚ�������K³Q�;��²Ô�������}����Ä¦�}�
2
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` ¢�ª«è�v6éyzy¢�û|�äû+��å¬ 	��S�_���S&��?	����_�('h�J��� �8���"!5�@� v ����&9����� f�g��
	J!4f=B����- ��� �>�+��p;�\� !7��S���Y��	���� !7���
!7� c0

�\�����7�
���������"!(�6���r�����Y���������>�\���'h� Th M;� &��ON5���"!��Z�.���Ïi	�&9�J!>�?	�����S��M;���
!7�%P
∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

h2
fi
||

4∑

j=1

∇qah(Gfj)× nfi ||2e

≤ c0

∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

h2
fi
||∇qah(Gfi)× nfi ||2e

��M;��� |K| �Z�q�������S&��_��� K / fi ��� v �����_	����
	�����_���§�1	��%���W! i ��� K / nfi
���M;�9�W!7� �,&6�S�
�4!7����&9�r��	�&��8�J�u� fi � !c��pX!7� &��?� �S&:� K / Gfi

�Z�t��� �"!4&��:���3'�&���M�4!7�:��� fi�W! hfi ��� !5���.���?����BW!>&9�%��� fi E
a �����$���$������/:�>�[��	��S� v ���=!o��f����,'h� &����ó���>NT�
��!>�?	��¯���§�Z� v 	�&��8�$A �>�)�\��������&9�

Gamma(., .) ���>NT���?�3���S& (Ma
h +M1

h)× (Ma
h +M1

h) - �,����� M��*� �"!+�J��	�&��.P
Γ(ph, qh) :=

∑

K

|K|
4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

h2
fi

(∇ph(Gfi)×nfi ,∇qh(Gfi)×nfi) ∀ph, qh ∈Ma
h+M1

h

©5�NT��/��������d���r��� �8	���� !>&9�J!>�?	��_���t!4f���	�&�B ���YC l ç Ü@E)Ü@EZD1H�/¡�4�,��	��S� v ���,!Û��f�	��\����&�Z�YM;���W!7� �S& vh
��� Xh

���,�\M;���"!0P
vh(fi)× nfi = h2

fi

(
∇qah(Gfi) +∇q1

h

)
× nfi 1 ≤ i ≤ 4, fi 6 ⊂∂Ω

vh(f) = 0 ∀f ⊂ ∂Ω

¯°���������}²��+�±�������%Â��µ²��|¹�²yÉè�	�Q�ß�SÅ���´µ�y� ÉÊ����´µ�������K³Q�1�fÉÊ²����1³����K��´ä��´µ�}�$�����)Ù�ÂO��´µ��Ñ�¾°��²�Â
��²��9���Õ�����4����Â��}³��¦��´���³Q�±�Q�;����Â��±������´��}�

Mh
³Q�}Ä¦Â��µ�Q���+�¼ÉÚ���±�Î� ÉÊ��Å��¿�Q�0��²:�������}���QÄ¦�

��²�´ä½}�Õ���P)
l ç+�wOv7©�ª«¢�û+�µû+��å �e� v 	�&��8�tA �>�)�\�������\&�� bh(., .) ��J!>�\� v ���4!5�,���t��	��U���4!>�*	��|�X�.!>g��
��^��Ae��h���X�JI?�0&9����� �@���S&j��� ���(�
�����T�@&9	����S�4! Xh ×Mh

E"�5�)�S�Û�@&9��� �\�� ��� �"!�/e�>�U��p;�\� !7�c�S�����	���� !7���
!7� c ���U���7�
� ���X���"!7�.���%�
���r���_�����>���Z�'h� h !7�1���Z�%- �"�6��� 	������4!+P
∀qh ∈Mh ∩ L2

0 sup
vh∈Xh

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

�UÛ�� ·SÆb�
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ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

»��}²��?�Õ�µ�µ�����0²���´µ�µ´������ÎÂO��²��0³Q�Q�±���¦����Ä!�����±���&�6��´µ���«²�� �Õ�±��²�Ä¦�����;���4�¿Ù�ÂO� � �����S�K�
�Q��» ´�³Q�}���Õ´������Q+6���Q½º���µ�}Â�ÂO�	�K�S���s�µ�7·¤�m+��Q�E´µ�������¤��²�´µ�|Â��Õ� � ���±���Õ����´��Q�MØ���³����E�K�Õ���©� Û�� �

À¤�}´µ�,²��c�Q����Ä!�����
qh = q̃h + q̃0

h

²������µ��Ä¦�Q���È¹�²��Q��³Q�}�K¹�²�� ã���� ���
Mh =(

(Ma
h/M

1,p
h +M1

h) ∩ L2
0

)
+(M0

h ∩ L2
0)
��»��Õ���}���.¹�²�� ���}²��.����³Q�}Ä¦ÂO�}�������

q̃h
����²��

���4ÑÒ�}��Ä¦�0��²�´ä½��S�����?)
q̃h := q1

h + qah
q1
h ∈M1

h ∩ L2
0

qah ∈Ma
h/M

1,p
h ∩ L2

0

»��}²�� ÂG�}²�½������Í�Õ�µ���±���±��ÑÒ�}��Ä4²��µ��� ³Q�Î������Ä!�0����²�� ����Ñ����±Ä¦�0��²�´µ½}�S�����?)
qh = q̂h + q0

h

q̂h := q̃h − q̄1
h − q̄ah

q0
h := q̃0

h + q̄1
h + q̄ah

���
q̄1
h

���
q̄ah
�������¼�����¼���µ��Ä¦�Q�����¼���

M0
h

³Q�}���±��´ä��²��Q�9�����ÍÄ¦�7Ùº���������ÍÂ��S�ÍÄ2�S´��µ�µ�
K
���Q��Ñ����K³���´��}���

q1
h

�Q�
qah
�

Ü$É��SÂ������¼�µ�?�������}����Ä!�=�UÛ��ÚÛ���_i��+����}²��9�&��½º�}���9¹�²yÉÊ´µ�E����´µ�±���$²���½���³�����²��
vt

h

�K�S���
Xt

h

�����y¹�²��0���}²���Â�²�´µ����´��}������³Q�±´��±�6)
bh(v

t
h, q̂h) = ||q̂h||2

�XÛK��·SÛ��
||vt

h||h ≤ c||q̂h||
�XÛK��·}âi�

���
c
���±��²����?³������±�ß�S�����;´µ�K����ÂO���K���Õ�����?���

h
�

ÜÍ��Â��µ²��Q+|���³Q���K��´ä��´µ�}� ´���Ñ�¾)��²�Â ½º����´äãK���2Â��Õ�$��ÉÚ�Q����Ä!���������Ý�.���}²�¢���´ �¤¾¿Ð���½¤´��S�±�
³Q���Õ����´�¹º²��¼���}²��]�Õ����²����Í���º�S���QÄ¦�����	� ÉÊ����´µ�±�����K³Q�9� ÉÚ²��/½º��³�����²��

wh
���

Xh
½�����´äãO�S���r)

bh(wh, q
0
h) = ||q0

h||2
�XÛK��·Õíb�

||wh||h ≤ c||q0
h||

�XÛK��·�·��
���Ý� ���Q�K³Q���±�

c
���±��²����?³Q�}���±�ß�S�����;��´ �G�����������;��²ÝÂ��Õ����²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}�

h
�
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áE�}�������/Â��Õ�2����ãK��´µ��´µ���

vh = vt
h + βwh

��½º��³Ý²�����³Q�}���±�ß�Õ�º���
β
¹�²������²��

����������Ä!´������±�����|Â���²��y�&�Õ��� �6ÜÍ���+�µ�}���Q+�����²��+ÂO�}²�½º�}���+��³Q��´µ���i+����0²���´µ��´µ�&�Õ�º�|���Q�+�����S�µ´µ�����
³Q´ ¾)��������²��$)

bh(vh, qh) = ||q̂h||2 + β||q0
h||2 + βbh(wh, q̂h)

�UÛ�� ·SÏb�
c ÉÚ²���´��µ´µ�ß�6��´µ�}����� � ÉÊ²���´µÑÒ�}��Ä¦�Í³Q�}����´µ�¤²�´ä���¼���

bh(., .)
�Õ´µ����´O¹�²��Í�������ÎÄ2���¿�}�&�6��´µ�}�

���0�������}��Ä!�;���
wh

�K�S���$�UÛ�� ·Sí���+�����²��¼�SÄ¦�����$�����4Ä¦´µ�������S��´��}���²�´ä½}�Õ�����6)
bh(vh, qh) ≥ ||q̂h||2 + β||q0

h||2 − cβ||q0
h||||q̂h||

�UÛ�� ·Sëb�
c ÉÚ²���´��µ´µ�ß�6��´µ�}���fÉÚ²����0�������6��´µ������Î�¿Ù�ÂO�$�Ã�Õ²K³���Ù�¾ÞÀ�³&�Xº��S�±�°¢�+����}²���ÂO���±Ä¦�Q�Í�fÉÚ�}Å�¾

������´µ� ²����?�Õ²������0Ä¦´µ���}�&�6��´µ���5)

bh(vh, qh) ≥
1

2
||q̂h||2 + β(1− c2β

2
)||q0

h||2
�UÛ��ÇÏ}×b�

»��}²��Í³�����´µ��´������}���¼�Õ�µ�}��� ²��
β > 0

���0�����Þ���;¹�²��6)

1− c2β

2
> 0

�UÛ��ÇÏ��o�
¸����Q��ãK�3+����}²��¼��½º�}��� ���4Ä¦´��������S��´��}�,�6�������K��²5)

bh(vh, qh) ≥ c(||q̂h||2 + ||q0
h||2)

�UÛ��ÇÏ�_i�
��½º��³

c
³������±�ß�S�����$�SÂ�Â����}Â��±´������

¯°�Ã���=����²��!�±���±���=Â��µ²��!¹�²yÉ ��Ä2���¿�}�����4���,���}��Ä!�Ô��² ½º��³�����²��
vh

���IÑÒ�}�K³���´µ�}�
��� ||q̂h||2 �Q�9��� ||q0

h||2
�tp¼���}�«ªÕ³Q�4�Õ²��´µ�����º�Õ�µ´ä�����Í����´��Õ����²����Õ´µ�±���¼�Q�Î�S²��´µ�����º�Õ�µ´ä������XÛK��·SÛ��°¾£�XÛK��·Õíb��+�����²�� ��Å��������}���$)

||vh||h ≤ ||vt
h||h + β||wh||h ≤ c(||q̂h||+ ||q0

h||) ≤ c
(
||q̂h||2 + ||q0

h||2
) 1

2
�UÛ��ÇÏ}Æb�

¸%��ãK�3+ ´µ�%���}²��0��²�j!�ÎãK���Õ�µ��Ä¦�Q���?��������Ä2�S��¹�²��Q�0¹�²��!��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���!��²�´µ½}�S���������±�
½�����´äãK���0ÂO��²�� ÂO�}²�½º�}´µ��³Q���K³���²��±�6)

||q̂h||2 + ||q0
h||2 ≥ c||q̂h + q0

h||2 ≥ c||q̃h + q̃0
h||2

�i�
c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$���

h
�

2



}�}<}�}5wMð0öÔô9ójòyð ô¼ø¿÷,óZ~9ö�ø��&~�çÜ} ë��
y'Ñ�y'ÑÓÒ × Ø¨æ�ÙÌÙ�Ø3Û'Ý�Ø ù'÷3à
ãZðø×Pã�Ú�æmå�æÊãZä ù'Ø

L2 Ñ
Ü9�Õ����³Q�ÎÂ��Õ���Õ�}�&�SÂ����i+����}²��Í�Õ�µ���}��� ���������º��´µ�����µ��Ä!������Ä¦�}�����±��� ¹�²��0���}²��Í��½º�����

²���±����²��µ�&�S�¼�S���S���}��²��,�����!��´µÄ¦������´µ���,_4ÂO��²�� ���Õ�����0���}²�½º���y����Â��Õ³Q�?���0Â���������´µ���3+�0�ß��½º�}´µ�	¹�²�������²��.ÂO�}²�½º�}���	�}Å����Q��´��.�K�Õ���	���Q�Ã³��S�.��ÂO��³Q´äã�¹�²����Q+¤�����.���S´µ���Ã�fÉÊ���������
���;³Q���º½º�����}���K³Q�0ÂO��²�� ���}� ��³&����Ä2�S�Í��´���³Q�±�Q��´µ���Q�7�

»��}²��¼�Õ�µ�µ�����¼�fÉÇ�ÕÅO�}���Ý���ÕÂ�ÂO���µ�������!���QãK��´ä��´µ�������;� ÉÊ����Â��}³��$��´µ�&³����Q�¼���;Â��±������´µ�}�
M2

h

)
M2

h := {q ∈ C0 | ∀K, q|K ∈ P2(K)} �UÛ��ÇÏÕÛÜ�
���

P2(K)
���±����ÉÚ��������Ä$Å��µ�Ô������ÂO�}�äÙ����}Ä¦���!���=�����}���Ý_���²��$� ÉÊ���µ��Ä¦�����

K
��²

Ä2�S´��µ���Õ�}� Th �
ÜÍ���9���}���9�Q�0³Q�}Ä¦Â����$���Q�¤²È�����Î���QãK��´ä��´µ�����ÎÂ��±��³Q�������º�����Q+G���}²��;��½º�}���9�µ�4�������Õ¾

����Ä¦�0��²�´ä½}�Õ�º�$)
l ç+�wOv7©�ª«¢,û+�äû|�äûÞm 	��4! vh

�S���1��� ��� �"!0- �"�1�Z��	���- �
� Vh
E�Ùj��	�&���/ vh

M;��& � N5�%P
∑

K

∫

K

∇q2
hvhdΩ = 0 ∀q2

h ∈M2
h

�XÛK�ÚÏºâi�
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
�.�Q�����Ô����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�(�Q���!������������´µ���µ�µ��Ä¦�����¦���,Ä?d�Ä¦�Ô¹�²��ÔÂO�}²��!�µ�Ý³��Õ�!Å�´���´ ¾

Ä¦������´µ�������Q�Z�q��³���³Q´fÂ����Q��¹º²��Î����²�� ²���´��µ´µ���}��� ���}�ÔÂ��µ²�� ���4Ñ�����Ä$²��µ�0�fÉÚ´µ�����Q�����S��´��}�
�¤²�Ä¦���±´�¹º²��.�XÛK�ÚÆ�×b�MÄ/�Õ´µ�����9ÑÒ�}��Ä4²��µ���fÉÊ´��������}�&�S��´µ���/��²�Ä¦����´�¹�²��$�XÛK�ÚÆ�·��e�£+��S²�����´K���}²��
���0�����±��Â����Q�K�����}����Â��S���
2 »��}²��!��½º�}���4�����S�µ��Ä¦�����������4Â����}Â���´µ�Q�����!����³Q������´µ�±�ß�S�K³Q�=���!���2��²�ÂG�Q��³Q�}��½º���¿¾
���Q�K³Q�¦����²��.�=ÑU�S´ä�4�S���Õ�µ�}��²��2�Õ²#³��Õ�;Å�´���´µÄ¦������´µ���������h+yÂ�²�´���¹�²��/���!���=Ä?d�Ä!�¦Ä/�6¾
��´µ�����i+����}²��Z�±³������������}�����Î����� ÂO�}�äÙ����}Ä¦�������0�����}���;_��K�9ÉÚ�Q��� ³Q�0¹�²��Î�±����²�Ä¦�����]�µ���
����²��=�������}���QÄ¦����¹�²�´y��²�´ä½º�����P)
l ç+�wOv7©�ª«¢,û+�äû|��ÿØm 	��4! φ �,���1��� ��� �"!3- �
�1����	��U- �"�^NepS�o��� H4 ∩ L2

0
�W!j!7�1��-��"�

|φ|4 �	��4!���	��q������E m 	��4! Vφ
d
/���� ���(�
�����3M;���W!7	�& �*�1�2���4NT�
���
��&.P

Vφ
d := {w ∈ L2 |

∫

Ω

w∇φ dΩ = 0;

∫

Ω

w∇qh dΩ = 0 ∀qh ∈M2
h ∩ L2

0}
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Ù[��	�&���/j- �
�1��- �"�%�	��4! vh

�X����� Vh
/+�U	�gh���§������� v 	�&�����A �>�)�\��������&9� bh(., .) /+�>���pJ�\� !7�3�,�qM;�9�W!7� �,& vφd

��� Vφ
d

!7�W�2- �
�r��� 	������4!5�Z�t�8�7i	�&9�J!>�?	������,�\M;���"!7�.P
||vφd − vh|| ≤ c(φ)h3||vh||h	�Q c(φ) ���.���7�
� �U�V- �
�%���6��� v 	����W!>�*	�� φ E

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô� �K�Õ�µ���}²��$�!³Q���µ�µ�?��²Ô�������}���QÄ¦�6� l ç Û��ÇÆ��ÇÆb���
2l ç+�wOv7©�ª«¢�û+�µû+� �³m 	���! φ �,�Â�1�Z� �8� �
!3- �"�1�Z��	���- �
�^N2pS�V��� H4 ∩ L2

0
�W!^!7�1��- �
�

|φ|4 �	��4!���	��s�
���ZE m 	���! uh
�W! ph �X� �Xp_�1��� ��� �"!4�%�X��/�&9���(�
��� !>��M;� ��� �"!4/ Xh

�W! Mh�	J�)�=!>�*	����.�����.��- �
�J!>�?	��=�.��� m !7	��X���0�
��&W!>�*� ���)�*B &9���]���,�\M;���"!7���rP
ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = (∇φ,vh)

bh(uh, qh) = 0	�Q vh
�W! qh �	��"!������6�1�����8� �"!��6- �"�1�Z��	���- �
���6��� Xh

� ! Mh
� !5	�Qo��	��h�6��M;	��=��('��;��� ��� �"!¡��	���%P

ah(uh,vh) := ν
∑

K

(∇uh,∇vh)K ∀uh, vh ∈ Xh
�UÛ��ÇÏ}íb�

Ù[��	�&���/��U	��S�.��M;	����Y�����0�"&�	��"& �*�W!7���r���3�����
� &9��	��
M;��&('h� �U���]���,�\M;���"!7���rP
||uh||h ≤ c(φ)h5

||ph − φ|| ≤ c(φ)h2

	�Q c(φ) ���.���7�
� �U�V- �
�%���6��� v 	����W!>�*	�� φ E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô� �K�Õ�µ���}²��$�!³Q���µ�µ�?��²Ô�������}���QÄ¦�6� l ç Û��ÇÆ��ÚÛ����

2

y]Ñ�y'Ñ�y ÕÅ÷¨ÚÜÛ�Ù§å�Öqå�Úâä©Û�ð:÷3Ý�æ�«©Û'Ø3ÚtÑ
Ü9�Õ���E³Q��Â��S�&�S�����ÕÂ�����+7���}²��|Â��±�����������}���E���Q�|������²��ä�ß�6���+�¤²�Ä¦���±´�¹�²��Q�|ÂO����Ä!�Q���ß�S���
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�µ�Í³��Õ�1���/�µ� �����±Ä¦� ����²���³Q����ÉÊ��³Q��´ä�	³���Ä¦Ä!��²��¦�����}��´µ�����.�fÉÊ²��/ÂO�}�µÙ�����Ä¦�
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áM�Õ����²ÝÄ2�S´µ�����S���6�U�� ×��Ç_�â ×�����_}â ×��Ç×}íº_}â ×��Ú×�Æ��7_}â
||uh||

_��ÇÆ�_Õ��¾¿_SÛ _��Ç×}í}�ß¾Þ_}â ���Úí�·6��¾¿_}í ÛK��·Õ×Õ��¾¿_�·
||uh|| = O(hα), α =
||ph − φ||

_���âSÛ���¾)×�_ ·¤�Ç×}ëÕ��¾)×�Æ ���Úë}Û}��¾)×}Æ â�����í}��¾)×ÕÛ
||ph − φ|| = O(hα), α =

�}�ÇÏÕÛ ���ÚÏ�· �}�Çë��
Ã�ÄuÅ ¹ Û��ÇÏ ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x3 �

áM�Õ����²ÝÄ2�S´µ�����S���6�U�� ×��Ç_�â ×�����_}â ×��Ç×}íº_}â ×��Ú×�Æ��7_}â
||uh||

�}� ·}·S��¾¿_SÛ _��ÚÛºâÕ�ß¾Þ_}â Æ��µ��ÆÕ��¾¿_}í Æ���·ÕíÕ��¾¿_�·
||uh|| = O(hα), α =
||ph − φ||

Æ���âÕÆ}��¾)×�_ ë��ÇÏ}íÕ��¾)×�Æ _��Úí�ëÕ��¾)×}Æ ·¤����ë}��¾)×ÕÛ
||ph − φ|| = O(hα), α =

�}�ÇÏÕÛ ���ÚÏ�Ï �}�Çë}×
Ã�ÄuÅ ¹ Û��Çë ~ Ð]����²��ä�ß�6�������;³Q���º½º�����}���K³Q�?��½º��³ φ = x4 �

áM�Õ����²ÝÄ2�S´µ�����S���6�U�� ×��Ç_�â ×�����_}â ×��Ç×}íº_}â ×��Ú×�Æ��7_}â
||uh||

�}�Ç×�âÕ��¾&��× �}�ÚÛ}Û��ß¾ß��â ���Úí}Û}��¾¿_}× ����·ÕíÕ��¾¿_}â
||uh|| = O(hα), α =
||ph − φ||

Û���âÕ×}��¾)×�_ �}��_ÕëÕ��¾)×º_ Æ��ÊÛºëÕ��¾)×}Æ ë��ÚÛ�����¾)×ÕÛ
||ph − φ|| = O(hα), α =

�}�ÇÏ}× ���ÚÏ�Ï�â �}�ÇÏ}ë}Æ
ÃTÄuÅ ¹ ÛK�µ��× ~ Ð]����²��ä�ß�6���Í���;³�����½������}���K³Q�?��½���³ φ = x5 �

� ²:½¤²#���!³Q�Q�0�±����²��µ�&�S���o+ ¹�²�����¹�²����;³Q�}Ä¦Ä!�����ß�S´��±���Î����Ä4Å��µ�����Î����³Q�����&�Õ´µ������� c �
³Q�}��½º���±�����K³Q�4�¤²�Ä¦���±´�¹º²��!���4���2Â��±������´µ�}�È���G��³���´ä½º�QÄ¦�����0³Q�}���±�ß�6�����4���±�Î���«�}³�³������
��½���³/�µ���$���������±��Ä¦���$�����}�K³Q�����Má��S�4³Q�}�������i++´��1���±�4´µÄ¦ÂO�}����´µÅ��µ�=�fÉÚ�Q½}�S��²��Q�4��²�Ä¦����´ ¾
¹�²���Ä¦�Q���0���2½�´ä���������!���¦³Q�}��½º���±���Q�K³Q�¦���!���2½�´ä���������i+f³Q�}Ä¦Â����4�����¤²«�����0�}�����±���;���
�����Õ�K����²��?���Q��½º�7Ùº�����|�	���?�±����²��ä�ß�S���?��²�Â����Q���Õ�º���?���}���?ÂO��²��±¾§d������/��²��,�Ô���Ô���S��²����
�����ÍÄ2�S´µ�����S�����Í��Ä¦Â����7Ùº���$)K�µ�$���}Ä2�S´µ���$���;� ÉÊ��³Q�}²�����Ä!�����

Ω
���±�¼�fÉ��SÅO����������³Q�}²�ÂO�

���(ÂO�Q��´ä�2³�²�ÅO���2���Ý�µ�}����²���²��
h
+�Â�²�´µ�/³Q��²��¤¾)³Q´ ���}���¦��²�ÅG��´µ½¤´������/���I���Q�����Õ�������������

»��}²��]��Å��������}���Í�S´�����´ ²��ÔÄ2�S´µ�����S���Î�±����²K³ß��²����Î���}��� �µ���]Â����}Â��±´��Q�����]���}���]ÂO��²��Þ¾§dQ�����
��²�j/�&�S������� ÂO��²�� ����Â��µ´�¹º²������µ�;³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦�Q���Í���0��É��S���}�}��´ä����Ä¦���
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Ü9�Õ���+³Q��³&���SÂ�´µ�����i+����}²��E��½º�}���yÂ�²;³Q�}Ä¦Â������������%ÂO��²���¹�²��}´�� ÉÊ���µ��Ä¦�����yãK��´
P1NC/P0+

P1
ÂO�����������¦�����0Â����}Â���´µ�Q�����?���!��²�ÂO����³Q���º½º�����}���K³Q�!���#��´µÄ¦������´µ���#����²��«�fÉÊ����Â��}³Q�

�Q�Î���È³Q��������¹º²����K³Q�i+ �µ���0����Ä¦�}�����������fÜ¼²:Ä?d�Ä¦��³Q�}²�Â3+G����²��9���#��½º�����ÎÂ�²:���«����¾
��²�´��±�Í²��2����²�½����O���µ��Ä¦���º�.ãK��´OÂO�}�������K�Õ�º�o+�Â��S�	³������±���±²K³���´µ�}�3+¤�����.Â����}Â���´µ�Q�����Ã�S���6¾
�µ�}��²��������q��´µÄ¦������´µ�}� �����}´µ�!�fÉÚ����Â��Õ³Q�¥)M³}ÉÚ���±����ÉÚ���µ��Ä¦���º�¦¹�²�������²��¦��½º�}���¦�SÂ�ÂO���µ�
P1NC/P0 + P1 + Pa

�y¯°�1�Ô³Q��ÂO���K�K�S���?ÑU�S�µ��²#��É��6���&�}³������.��Ä¦�}�������Q�;¹�²��/³��Q�?���µ��¾
Ä!�����0�Q�ß�S´ä�;�±�ß�SÅ��µ�i++�S²«�������0���«���Ô³����K��´ä��´µ�}�#´µ��Ñ�¾°��²�Â#¹�²��¦���}´µ�Î½º����´äãK���Î����Ñ����±Ä¦�
Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���	���	��´ä½º�Q�����Q�K³Q�	��´µ�&³Q�±�Q���i+6³Q�.¹�²�´�ÑÒ²��EÂO����´�Å��µ�.���$�&�S´µ�����$��²$�}�&�S�K�?���}Ä4Å��±�
���;�����}���������0�µ´�ÅO���Þ���?�Õ������³Q´µ������³Q�0����²�½����y���µ��Ä¦���º�7�

»��}²��!��½������$Â�² Ä¦�}���������$�K�Õ����³Q��³&���ÕÂ�´µ�����=���Q�4Â����}Â���´µ�Q���������=³Q�}��½º���±�����K³��
ÂO�}²�� �����]�����±Ä¦���]���}²���³Q�;���0���4ÑÒ�}��Ä¦� ∇φ �i� φ �Q�ß�S´ä��²����ÎÑÒ�}�K³���´µ���Ý�±���}²���´µ�����}� c �¹º²����±��´µ���Ô¹�²�´G��²�´µ½}�S�����Î¹�²�´O½�´µ�����(�$��ÉÚ����Â��±´µ�Ã���±�f)¤ÂO��²�½º�����±¾°���}²��]�}Å����Q��´��Ã�µ�9Ä?d�Ä¦�
�)Ù�ÂO�;���0���Q��²��ä�&�S��ÂO�}²��������]������Ä!��� ����²���³Q�������;����Ñ����±Ä¦� ∇× φ ®
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TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
»��}²��/��½�������Â�² ½º�}´µ�!�K�S���!�µ�Ô³&���SÂ�´µ�����¯� �4ç Û��$¹�²yÉÊ´��	�Q�ß�S´µ�!ÂO�}����´�Å��µ�Ý���Ô����¾

³Q�}Ä¦ÂO�������1�������q�¿Â����}Â�����Ä¦�Q������� ÉÊ����Â��}³��
L2 ���2���}Ä¦Ä¦�¼�fÉÊ²�������Â��Õ³Q�9��´���³Q�±�Q�Ã´µÄ2�S����fÉÚ²��«���Õ�ß�6��´µ���������1��´µ��³Q���Q�;�Q�?� ÉÚ²��«����ÂK�}³Q�/��´���³Q�±�Q�?´µÄ2�S���¦�fÉÚ²��#�}�&�Õ��´µ�����$��´µ��³Q�����o+

���Ì����²�����´µÄ¦������´µ�����Ý³���Ä¦Ä!�:���ý���±��´µ���&�����È³Q�}������¹�²����K³��È´��º�������Q���&�S������+	��²������
���È��´µÄ¦´µ�¤²���´��}�j�����¦³Q��²��&�Õ�º���¦Â��S�&�S��´µ�����Q+������!���:Â����}Â���´µ�Q������Ô��²�ÂO����³Q�}��½������}���K³Q�
�����Î���}��²���´��}���0��´µ��³Q���Q�����9½º���±�9���Q�Î�����µ²���´µ�}���0³Q�}����´µ�¤²����4)O���/½¤´µ���������4�Q�Î���2Â��±������´µ�}�
³Q�}��½º���±�������Í������ ���¼Å�´����Â���²�� ½�´ä���$¹�²��?���;�µ�?���Õ´µ�������&�S´µ�ÍÂO���������¼���;Â��±´�Ä¦�$�SÅO�����
���;³&����´ �Ý���;����� ����Â��}³����Í���;��´µ�&³����Q��´µ�&�S��´µ���y�

c ÉÚ´������9¹�²�´G���}²��	�����K��³Q�Q�����9Â��S�±��´��¼���±�]�fÉÊ�����&��Ù����Ã���Í½º�}´µ�	��´O��ÉÚ�}�=ÂO��²��]�Q�����K�����
³Q�Q�����$Â����}Â���´µ�Q���4���4��²�ÂO����³Q�}��½º���±�����K³��4�/���!½}�Õ�±´��SÅ��µ�$����²��±Å�´��µ�µ���:���QãK��´µ�4Â��S�

ω =
∇×u

��á|�}²��Ã³Q������+�����²��Ã³Q��Ä¦Ä!���K³Q�����}���ÃÂ��S�Ã���QãK��´µ�Ã²��=���}²�½º�7�S²=Â����}Å��µ��Ä¦�¼Ä2�6¾
������Ä/�S��´�¹�²��¦³Q�}����´��¤²«ÑU�S´µ�&�Õ���;´µ�������±½º�Q��´��;³Q��������½}�S��´��ÕÅ��µ�¦��²�Â�Â��µ��Ä¦�Q���ß�S´��±�i+f�Q�;�Q�&�6¾
Å��µ´��±�����;�����?³Q�}�K��´ä��´µ�}���$�fÉÚ����´µ�±������³Q�/�Q�?�fÉÊ²���´�³�´µ���2�����;�����µ²���´��}���?���/³Q�¦Â����}Å��µ��Ä¦�i+
�Õ´µ����´+¹�²��0�����Ý��¹º²�´µ½}�S���Q�K³Q�$�Õ²ÝÂ��±��Å��µ��Ä¦�;���?»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ����}Á��Q� ����´µ�}´��K�Õ���

�.���=Â��±��Â��±´��������=Ñ����K�K�SÄ¦�����&�Õ�µ���=�Q�&�ÕÅ��µ´µ���Q+	���}²��Ô����³���´µ���}���=�µ�:Â��±��Å��µ��Ä¦�:��´µ�±¾
³Q���Q�?�ÕÂ�Â��±��³����Õ���?³Q�Q�±���!���}²�½º���µ�µ�¦Ñ����±Ä4²����S��´��}�#���/»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ����}Á����Q+ �����;³Q�}�K��´ä��´µ�����
�fÉÚ����´��±���Q�K³Q�¦�Q�?�fÉÚ²���´�³Q´ä���/�����;���}��²���´µ�����;�Q�;����ãK�«�����;Â����}Â���´µ�Q�����?���/³Q�}��½º���±���Q�K³Q�
�Q����²�ÂO����³�����½������}���K³Q���

ë�â
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Ü9�Õ����³��#Â��S�&�S�����ÕÂ����i+]����²����Õ�µ�µ��������Q��³Q��´µ���#�µ�����¹º²��S��´��}��� � _��Çëb�°¾£� _�����×b�=���
ÑX��¡Q�}�4� ´��º�����¤��²�´µ���.��������²�½������µ�.½}�Õ�±´��ÕÅ��µ�.����²��±Å�´��µ�µ���f�}Ð��SÂ�ÂO�����}���E���}²����fÉÇ�ÕÅO�}���$¹�²��
�µ���	´µ�K³Q�����¤²����Ã´µ��´ä��´��Õ�µ���Ã�����º�Ã�µ�Í½º��³�����²��1½�´ä���������

u
�Q�	���?Â��±������´��}�

p
� c �Í���}²���Å�´µ�µ���}�+º¹�²�������²��1���Õ�����±�����

ω
�K�Õ���1����²��������0��²�´ä���Í���Í³&���SÂ�´ä�����i+���ÉÚ��³Q�±´µ�	�S���}���.��� ���ÎÑU�u¡Q���

��²�´ä½}�Õ�����?)
ω = ∇× u

� â����o�
�i� ∇ × . ���±�;²��«��ÂO�����S����²��?�������;�}�#Â�����³Q´µ�����&�=²��ä������´µ��²��±��Ä¦�����;�µ�/���}Ä2�S´�������;���QãK��´µ��´��}�y�
»��Õ���}���$¹�²��¦�������}�#���Ô��´�Ä!������´��}� ��²#Â����}Å�����Ä!�i+y���!����²��±Å�´��µ�µ���#���±�;�ß�S���e�}�;²��

��³��S���Õ´µ���6����´µÄ¦������´µ����_i�	�}²Ý²��Ô½º��³�����²��$�U��´µÄ¦������´��}�Æ��ß�O�.��³Q´y���±� ���Ý���G�Q�Í��g-�4���
��´µ�±Ù�Ä¦�Q����´µ�=������ÉÚ�}ÂO���&�6����²��4�±�}�&�S��´��}��������� c ÉÚ����Â���������´��}� ���K�Õ³����=��² ����²��±Å�´µ���µ��� ���
Ñ����K³���´��}�����;���!��´�Ä¦�Q����´µ�}�3+�ÂO��²��¼�Õ´µ����´y��ÉÚ��³Q�±´��±�?)

∇× u = ∂xuy − ∂yux
�����´µÄ¦������´µ����_ � â���_i�

∇× u = (∂yuz − ∂zuy, ∂zux − ∂xuz, ∂xuy − ∂yux)t
�����´µÄ¦������´µ���Æ � â��ÇÆb�

� ³Q�Q���}ÂO���&�6����²����±�}�&�S��´��}�������h+.����²��=�Õ������³Q´µ�}�������}�j�����Õ����ÂO�}���i+1���}���,�Q���S���ß¾
Ä!����� ∇s × .

�Q�������º���µ����Â����}Â���´µ�Q�����¦�S�µ����Å��±´�¹º²����¦����ÂO���K�������������S�µ��Ä¦�����!�������
��´µÄ¦������´µ�}�È³Q�}����´������������ � ´µ����´E���:��´µÄ¦������´��}�È_�+�� ÉÊ���µ��Ä¦�����0�S²K¹�²����E��ÉÇ�ÕÂ�Â��µ´�¹�²��4³Q�Q�
�}ÂO���&�6����²��	�����Õ����ÂO�}���9�Q���Ã²��=��³��S���S´µ���i+¤�ß�S�K��´µ�]¹�²yÉÚ���=��´�Ä!������´��}�ÔÆ�+�³Q�9�±�}�ß�6��´µ�}�������
��ÉÇ�ÕÂ�Â��µ´�¹�²��$�4²��Ô½º��³�����²�����á���²�� Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´����±��Ä¦�����Q+��µ��� �������6��´µ�����Í�S���}��Å���´�¹�²��Q���Q½º�S¾
¹º²������9��ÉÚ��³���´ä½º�����4����½º��³

η
²��:��³��S���S´µ���?¾°�±����Ây�O²���½º��³����Q²��Þ¾Ã���È��´µÄ¦������´µ�}�«_!¾°�±����Âf�

�����´µÄ¦������´µ���Æ6¾&��)
∇s × η = (−∂yη, ∂xη)t

�Q����´µÄ¦������´µ�}�,_ � â��ÚÛ��
∇s × η = (∂yηz − ∂zηy, ∂zηx − ∂xηz, ∂xηy − ∂yηx)t

�����´µÄ¦������´µ���Æ � â���âi�
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�.���.����ãK��´µ��´��}���1���}²��1ÂO���±Ä¦�Q���������1�fÉÚ�Q�&�ÕÅ��µ´µ�Q+�Â��S��²��¦��´�Ä!Â�����³��S��³Q²��O�Õ�µ�}��Å���´�¹�²��

�Q�.´��K����ÂO���K�K�SÄ¦Ä¦�����Ã���Í³Q�}����´��������S��´��}���	��²��1���;��´�Ä¦�Q����´µ�}�3+����0�������S��´��}�2��²�´µ½}�S�����$)
−∆u = ∇s × (∇× u ) −∇(∇ · u)

� â��Çíb�
á��S�+��²�´ä���i+�� ÉÊ��¹�²��6��´µ���/��â��Úí�� ����²��|ÂO�Q��Ä¦�Q�E�������&�S����ÑÒ���±Ä¦���|���1Ä/�Õ��´µ������ÑÒ���±Ä¦���µ���

���Q����¹�²��6��´µ�}���=���:»¼��½¤´����¿¾ÞÀ����}Á������ _��Çëb�°¾£� _�����×b�!�Q�����������2Ä¦�Q�����������}²��2���#Ñ����±Ä¦�
��²�´µ½}�S�����6�UÂ�²�´µ��¹�²��0���$½�´ä���������0�����'����´µ½������}���K³Q�;�¤²��µ�µ�¤�r)

ω −∇× u = 0
�K�S���

Ω
��â���·i�

∇s × ω +∇p = f
�K�S���

Ω
��â��ÚÏ��

∇ · u = 0
���Õ���

Ω
� â��Çëb�

u = 0
��²��

∂Ω
� â�����×��

�.�Í����²�½��7�Õ²2�±Ù��±����Ä¦�Í�fÉÚ��¹º²��S��´��}���Q+�¹º²��Í����²��]�SÂ�ÂO�����µ���±�����	ÑÒ�}��Ä$²����6��´µ�}�2����´µÂ����
��²4Â����}Å����QÄ¦�Ã���]»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���o+6�����&���Q��²K��´��	Â��µ²����Q�����Q�ß�S´����K�Õ�����µ���MÂ��Õ���Õ�}�&�SÂ������
¹�²�´Î��²�´ä½º�Q���7�Ã¯°�Î���±�ÔÅ�´µ���Ì���������K��² ��¹�²�´µ½}�S�µ�������Õ²ÌÂ��±��Å�����Ä!�«���#»¼��½¤´��Q�Þ¾ÞÀ����}Á����
´���´µ��´��S�X� _��Çëb�°¾£� _�����×��E�µ������¹�²�� ����²��1����²¤�¦���}���1´µ��������Â��±�Q����������²����µ��²�����ÑÒ���±Ä¦����ÑU�S´µÅ������
¼?O�Ë ý=S$^XÂ µla�_fU�·�S.T ½z_$^�·�_fU`·�S.T�T=W]a�a�W.O
þ&ÑÓÒ(ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä'ÚtÑ

�.�ÝÂ��S�&�S�}�&�SÂ����Ô½}��dQ�����Ý³Q�}���&�Õ³Q���=���}²��/�fÉ��SÅO�}���Ç�,���:���QãK��´ä��´µ���qÂ�����³Q´µ������
� É��}ÂO�����S����²�� ∇× . �S´�����´E¹�²fÉ��S²����Q��Â��Õ³Q���ÍÑÒ�}�K³���´µ�����������9¹�²��?���}²��9�Õ�µ���}���¼²���´µ�µ´µ�������ÂO��³Q´µãK¹�²���Ä¦���º���K�S���4³Q�2³&���ÕÂ�´µ�������E»��}²����Õ³&����½º�����}���$���ÝÂ����������º���/Â��Õ�Þ��´µ�/Â��Õ�?���
Ä¦´µ�������2Â����}³��¼��²2�±Ù��±����Ä¦� ½}�Õ�±´��S��´��}�������G¹�²�������²��	���Q��´µ���}���.�Q��²K��´µ����+��Q�.�����/��¹�²�´ ¾
½��S�µ���K³Q�$��½º��³Î�µ�0Â����}Å��µ��Ä¦�0´���´µ��´��S�Z� _��Çëb�°¾£� _�����×��ß�

c ���M����Â��}³�����ÑÒ�}�K³���´��}�������µ�%¹�²��	���}²����S�µ���}����²���´��µ´µ�����Q+S���Q���������M´µ�K³&���S��������ÂO�}²��M���
½�´ä���������0�Q� ���4Â����Q����´µ���L+Æ�4�&��½º�}´��]�µ��� �Q��Â��Õ³Q�������;Ø�´��µÅO���Þ�

H1
0

�Q�
L2

0

� c �9���}²���Å�´µ�µ���}�
���Q½����6dQ�����$³&����´µ��´E���}´µ�9�K�S���

L2 ���:��´µÄ¦������´µ�}�È_�+�����´ä�Î�K�S��� L2 ���:��´µÄ¦������´µ���:Æ��áE�}²��]�����]���Õ´µ���}��� ���Î³Q�}Ä¦Ä¦����´ä���0�fÉÚ��³Q��´ä��²��±�i+�����²��Ã�yÉÚ²���´��µ´µ�������}��� ¹�²��9���$���Õ�ß�6��´µ�}�
L2 ÂO�}²�� Â��Õ�±���������0� ÉÊ����Â��}³Q�;���;���QãK��´ä��´µ������²Ô���}²���Å�´µ���µ�}�y�

c ���Ã���}��Ä!��� �S�����¤³Q´µ�����(�$³Q���Ã����Â��Õ³Q���Ã�������Ã�����K³Í�����ÃÄ4d�Ä¦���	���}��Ä¦���Ã¹�²��¼ÂO��²��
���4³��S�Î³Q���Õ����´�¹º²����f»��}²��9���Õ�����±�����Î���}�K³ ||.|| �X����ÂO��³���´ä½º��Ä¦���º� |.|1 � ���2������Ä!�$ÂO��²�����Q�0�Q��Â��Õ³Q���0���!���QãK��´ä��´µ���«��������Â��±������´��}�È�Q�0��²:����²��±Å�´µ���µ�}�Ç�U�±����Ây�GÂO��²��Î��ÉÚ����Â��Õ³Q�



ë}Ï¦w�x�ðzy%ø�ïMú�ós½�}Hy1úz�]ñ	ò|ù�÷:óô9ó-~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï©�©ì;ó.ö%ü�<v�]ú�÷�0|òyð9ïEø��&~ÌïMú øÌy%ò|ó]}
���;���QãK��´µ��´��}�����0���4½�´ä���������¤���

�	�Q�.���������Q���.���}²��1ÂO����Ä!�Q���������.�������QãK��´µ�1Â�����³Q´�����Ä¦�Q���.�µ���.���}Ä2�S´µ�����.���Í���Qã�¾
��´ä��´µ�}���Q���fÉ��S���±´µ½����Ã���	��ÉÚ�}ÂO���&�6����²�� ∇×. +6�&�}³&���S����¹�²��	���}�4����Â���������´��}�¦�S�µ����Å��±´�¹�²�����±�Í³������µ�;���������Q�;Â��µ²������S²��$)

∇× : H1
0 → L2 � â����}�o�

ÜÍ�QãK��´µ�����}���?Ä2�S´��º�������S���?���ÔÑ����±Ä4²����S��´��}�«½}�Õ�±´��6��´µ�}�������µ�����S�����¤³Q´µ����� â�� ·��°¾£��â��Úë��
¹º²��0����²��Í�Õ�µ�µ����� �Q��²K��´µ��� Â��S� ������²�´µ���?)

(ω, φ)− (∇× u , φ) = 0 ∀φ ∈ L2 � â�����_i�
(ω,∇× v )− (p,∇ · v) = (f ,v) ∀v ∈ H1

0

� â�����Æb�
(q,∇ · u) = 0 ∀q ∈ L2

0

� â����QÛ��
�i�

ω,u, p
�����º� �µ��� ´µ�K³Q�}���¤²���� �Q½����µ²��S��� ������ÂO��³���´µ½���Ä¦�������K�S���

L2 + H1
0

�Q�
L2 �

� ãK�����;ÑU�Õ³Q´µ�µ´µ������� ÉÊ��³Q��´ä��²��±�i+K���}²��Í²���´��µ´µ�������}���¼�K�S��������²����;���!��²�´ä���?���?³Q�?³&���7¾
Â�´ä���±�]�Q�����!����Ä¦Â����Õ³Q��Ä¦���º�1�����%Â�����³Q�����������������Õ�ß�6��´µ�}������²��%�µ����Ñ����±Ä¦���%Å�´��µ´µ���7�S´��±���Q+
��ÉÚ��³Q��´ä��²��±�;��²�´ä½}�Õ�����6)

a(η, φ) := (η, φ) ∀η, φ ∈ L2 � â�����âi�
b(v, q) := (q,∇ · v) ∀(v, q) ∈ H1

0 × L2 � â�����íb�
c(η,v) := (η,∇× v ) ∀(η,v) ∈ L2 ×H1

0

� â����7·��
� ´µ����´m+����}²��¼��½º�}��� ����������³Q��´ä��²��±�;��²�´ä½}�Õ�����?)

a(ω, φ) = c(φ,u) ∀φ ∈ L2 � â�����Ïb�
c(ω,v) + b(v, p) = (f ,v) ∀v ∈ H1

0

� â�����ëb�
b(u, q) = 0 ∀q ∈ L2 � â���_Õ×b�

������Â����QÄ¦´��Q�����Q�&�ÕÂO�!³Q�}����´µ�±���?������Ä¦�}�����±���Î�µ�4�������}����Ä!�!�fÉÚ��¹º²�´µ½}�S������³Q�!��²�´ä¾
½}�S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢Èÿ ��åf�Ur ÿ & � ���[���XpYfhg��
	�!4f�B����� v ���4!7����/2�����j��- �
�J!>�?	��=�6CÏµ�E���HJI�CÏµ�E\F�H]�	��"!��-��,��M;�J��� �"!7���r���Xpo��- �"��!>�?	��=��CÏµhE4K�DWHJI�CÏµhE4K Ü�H�E

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
»��}²�������Ä2�S��¹º²������%����²��1�fÉ��SÅO�����/¹�²�� � ÉÊ��¹�²��6��´µ���-� â�����_b�M�Q������¹�²�´ä½}�Õ�µ���������Î��ÉÚ��¹º²��6¾
��´��}�¯��â���·i�£+��µ�}����¹�²��Î³��Q�����9��������´µ�����9�Q���ÃÂ��±´����0�S²=�������]�����Ã��´��±����´µÅ�²���´µ�����7��¸��=���G�Q�o+



½Ü}èç�}�<s�]ú�÷�0|òyð¼ïMø��&~Ãê�ðÎú ø°ð9ïEø��&~�~¼ó�ò+ò|ó]} ë}ë
� ÉÊ����Â��}³�� D(Ω )

���Q�.Ñ����K³���´��}���.´µ��ãK��´µÄ¦���º�Ã���Q��´ä½��SÅ��µ���©�Î��²�Â�ÂO���Þ�	³Q��Ä!Â��}³��.�K�Õ���
Ω�Q�ß�S���¼���������?�K�S���

L2 +�´��y��²�j!�¼���;����Ä!Â����Õ³Q����²����?ÑÒ�}�K³���´��}� φ ¹�²�����³Q�}�K¹�²��$��� L2Â��Õ�]²����0ÑÒ����³���´µ���
Φ
��� D(Ω )

ÂO�}²�� ÂO�}²�½º�}´���³Q�}�K³Q�µ²������
ÜÍ�]���9Ä?d�Ä¦�ÃÑU�u¡Q�}�3+ D(Ω )

���±�������������K�S���
H1

0

��á��S�%³Q��������¹º²������o+}��´����}²����±��Ä�¾
Â�����¡Q�}���9�µ���¼ÑÒ�}�K³���´µ�}���¼�����±���

v
���

H1
0

Â��Õ�Í²����$Ñ����K³ß��´µ���
Φ
��� D(Ω )

+���ÉÊ��¹�²��6��´µ���� â�����Æ��Î���±�4��¹�²�´ä½��S�µ�������=�*� â��ÇÏb�;�Õ² �������4���Q����´��±���±´�Å�²���´µ�������MÜÍ�2Â��µ²��Q+|��É��SÂ�Â��S�±����¾
���Õ��³Q�!���

u
�

H1
0

´µÄ¦Â��µ´�¹�²��!¹º²�����ÉÚ��¹�²��S��´µ���
u = 0

½��S���ÕÅ��µ����²��¼���4ÅO�}���
∂Ω
+G���±�

½º���±´µãK���?�S²�������Í�����]�����}³Q�����
�����Ô�S���Õ�äÙ�������´µÄ¦´µ���Õ´µ���=��²��$���,���Q����´ä���Ô��� D(Ω ) ∩ L2

0

�K�S���
L2

0

+EÂO���±Ä¦�Q�!���
³Q�}�K³Q��²��±�.����ÉÊ��¹�²�´ä½��S�µ���K³Q�;���������6� â����QÛ��	�Q�.��â��Úë��ß�

á��S�=³Q�}������¹�²������Q+	�µ�:Â����}Å��µ��Ä¦�,½}�Õ�±´��6��´µ�}�������Î³&���}´µ��´¼���±�ÔÅ�´µ������¹º²�´µ½}�S�����º��Õ²
Â����}Å��µ��Ä¦�;´µ��´ä��´��Õ���

2

þ&ÑÓÒ(ÑhÐ ±&ãZÙ�Û(å�æ�ãZä ù'Û ×'Ý�ã��rÙÊö¨ð:Øºå�Ý�æ�×rÙÊØZÑ
»��}²��?�Õ�µ�µ�����0���}²��?�fÉÇ�ÕÅO�}���È����²��;³Q�}���ß�Õ³Q�±���.��� ÉÊ�Q��²K���¦�����0��¹�²��6��´µ�����1��â��µ�7_i�°¾� â����QÛÜ�£+|³}ÉÚ���±�Þ¾Ì�7¾)��´µ���2¹�²��2���}²��$���}²����S´µ�������$Ä¦�}���������Q++�K�S���$�µ��³��Õ�����2�����$����Â��Õ³Q���

ÑÒ�}�K³���´µ�}�������µ� ����½¤´��&�S�����Q+���ÉÚ����´��±���Q�K³Q�Î���]��ÉÚ²���´�³Q´ä���0�fÉÊ²����9�����µ²���´��}�3+��Q�]���4³�������´���²�´µ���
���;³Q�Q�����;��������´µ�����Î½�´µ�Þ¾Ì�7¾ ½�´µ�Í�����Í���}��������� ´���´ä��´��S���Q�¼��²ÝÂ��±��Å��µ��Ä¦���

� ³Q�Q�±��� ãK�L+º����²��.����½º�����1���}²��1Â������¤³�³Q²�ÂO���.�����1³Q���K��´ä��´��}���	����³Q�}����´µ�¤²�´ä���Í���Q�
ÑÒ�}��Ä¦���!Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���Q�2¹�²��=����²��!�����K³������������±�����Q+��S´µ����´ ¹�²��Ý���Q�¦�Q½�������²����µ�µ���/³����K��´ ¾
��´µ�����Í��� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � �±��¢�¢�´M���.��³Q´y���±����ÉÚ�}Å��)�Q�Í������¹�²�����¹�²������µ´µ�����Q�Í¹�²�´y��²�´ä½º�������

»��Õ���}���Î¹�²���³Q�}Ä¦Â����$�����¤²:��²È³&���}´ä�:�����9����Â��Õ³Q���ÎÑ����K³���´��}�������µ�Q+G´��E���±�Î´µ�¤²���´µ�µ�
���=��ÉÚ´µ�����������������4������Ñ����±Ä¦�=Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���

b(., .)
+|Â�²�´µ��¹�²��=�&�,³Q���º��´µ�¤²�´ä���l�,���������Q���

Â����}²�½º���l�U³QÑ¿�q�µ�}����Â��S�9������Ä¦Â��µ�¤�9�S´µ����´�¹�²�����ÉÚ�ß��´��±�����K³Q�!�fÉÚ²����¦³����K��´ä��´µ�}�#���$�¿Ù�ÂO�� �SÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´y�¤»���²��	����²��.��³�³Q²�ÂO�Q�������]���}�K³Í�����Ã�Õ²��������.ÑÒ�}��Ä¦���.Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���Q�o+��
���&��½������ �µ��� �������}����Ä¦��� ��²�´ä½��S�����$)
l ç+�wOv7©�ª«¢«ÿ ��åy��  �e��� v 	�& ������A��>�)���U������&9��� a(., .) �W! c(., .) �	��"!.��	��"!>�����"�������S&&����(�
���W!>��MJ� �8� �
! L2 × L2 �W! L2 × H1

0
/.� �b���\�8� �����*	��b��� �Xp|�W!Y!>&�	��\�E5Ù^���=���\/3�>���p;�\� !(�Y�,�U�%��	���� !(���"!7� c !7�1�����.- �"�6��� 	������4!+P

∀η, φ ∈ L2 |a(η, φ)| ≤ c||η||||φ|| � â���_��¤�
∀η ∈ L2,v ∈ H1

0 |c(η,v)| ≤ c||η|||v|1
��â��Ç_�_i�



��×}×Æwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
l ç+�wOv7©�ª«¢Èÿ ��åf��å �e� v 	�&�����A��>�)���U������&9� c(., .) ���!>�\� v ���4![�,���_�9	������4!4�?	��ï����!>g��
��^��Ae��h���X�JI?�0&9����� �U���S&[��� ���(���������@&�	����,�4! L2×H1

0
/����q�����8� �=��������� �Xp��W!u!>&�	��\�E@�0�)�h��"&���� �G�� �8���"!4/T�>�2��p;�\� !(�Y�,�U�%��	��=� !7���"!(� c !7�1�\���%- �"�6��� 	������4!0P

∀v ∈ V sup
η∈L2

c(η,v)

||η|| ≥ c|v|1
� â���_ÕÆb�

	�Q���� 	��q&��9���
�1���Z�:- �"� V ��� !5���Y��	�gh�������r��� v 	�&��8�:A��>�)���U������&9� b(., .) C�� v ET��f��JI�"�4!>&9�8C �4ç K9H�H�E
»��}²��¼�S�µ���}���Í����Ä!�����������]���0Â��±��Ä¦´µ���]�����Q���±��Ä¦�?)
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
¾ c �4ÑÒ�}��Ä¦�ÎÅ�´µ��´µ���7�S´µ���

a(., .)
���±� �Q½�´�����Ä¦Ä¦���º�Í³Q�}����´���²��0��²��

L2 × L2 �K�S��� ���Ä!����²���� �i�/���µ�µ���yÉÚ���±�1��´KÂ��µ²��1��´KÄ¦��´µ���.¹�²������ Â����¤��²�´ä�.��³��Õ���S´��±�¼�Õ������³Q´µ���Î� ÉÊ����Â��}³��
L2 � c ��³Q�����±�&�Õ����� c ½}�S²��Í�K�S���Í³Q�;³��S�������}³�����Ä¦�����;���

¾ c ��Ñ����±Ä¦�0Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���
c(., .)

���±�Í³�������´���²��;��²��
L2 ×H1

0

���°ª}³Q�?�S²��Ô´µ�����º�Õ�µ´ä�����
¹º²�´y��²�´µ½������$)

c(η,v) ≤ ||η||||∇ × v || ��â��Ç_ÕÛ��
||∇ × v || ≤ |v|1

� â���_}âi�
c �����K³Q�}���i+�����³Q�����±�&�Õ�����

c
���0��ÉÚ�����}�K³Q�0½}�S²������K�Õ³�����Ä!�����?�}�

2 c �?����²���´µ��Ä¦�Î�������}����Ä!�0Ä¦����´ä���0²��ÝÂO��²ÝÂ��µ²��Í� É��6�������º��´µ���y�
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
À¤�}´µ�;���}�K³4²��:½���³�����²��

v
³�����´µ��´%¹º²�����³����K¹�²��¦�K�S���

V
�fáE�}²��Î����Ä¦�}�������Q�0¹º²yÉÚ´µ�

����´��±���9²����Î³Q�}�K��´ä��´µ�}�K�=���Í�¿Ù¤ÂO� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � �±��¢�¢�´KÂO�}²��
c(., .)

+����}²��]��½������	���?ÂO�}�Þ¾
��´µÅ�´µ��´ä��������³&���}´���´µ�$²��

η
¹�²�´1����²��4³Q���º½�´µ�����7���.�}Ä¦Ä¦�

v
�����4�K�S���

H1
0

++����²��$���
������²�´����}���$¹�²�� ∇ × v

���±�$�K�S���
L2 � � ²�����´h+y���}²��?ÂO�}������� η = ∇ × v

�Q�;���}²��
��³���´ä½º�}���¼�S���}���P)

sup
η∈L2

c(η,v)

||η|| ≥
c(∇× v ,v)

||∇ × v ||
� â���_Õíb�



½Ü}èç�}�<s�]ú�÷�0|òyð¼ïMø��&~Ãê�ðÎú ø°ð9ïEø��&~�~¼ó�ò+ò|ó]} ��×��
¸%�Ô²���´µ��´µ�&�S������ÉÚ����Â��±������´��}������}³����;���

c(., .)
+���ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���1��â��Ç_}íb�Ã���Q½�´µ�����¼�S���}���P)

sup
η∈L2

c(η,v)

||η|| ≥ ||∇ × v || � â���_�·i�
¯°�y���}²�� �����±���;�����K³P���±����´µ��� ||∇ × v || ��½º��³Î�������}��Ä!�;��� v

�K�S���
H1

0

+ |v|1 �
���#³��Õ��³Q²��.�S�µ����Å���´�¹�²��/Ä¦�}�������¦¹�²yÉÚ�Q� ��´�Ä!������´��}� _�+f���Ô���Q���6��´µ���#��²�´ä½}�Õ�����¦���±�

½º���±´µãK���?)
||∇ × v || = |v|1

��â��Ç_}Ïb�
� ²�����´h+����4�������S��´��}���� � �ÕÅu�²���ÁÕ�7¾ � ����¢�¢Q´G���±�]½º���±´äãK���?��½���³Î²����0³Q�������&�Õ�����

c
½}�6¾

���S���?�}�
¸%����´µÄ¦������´µ���ÌÆ�+.´µ�¼����²���ÑU�S²��Ô²���´µ��´µ�����=��ÉÊ����Â���������´µ������²�´ä½}�Õ�����i+1½��S���ÕÅ��µ�:��²��

� ÉÊ����Â��}³��?��������´��±����´µÅ�²���´µ�����
D′(Ω )

)
∆w = ∇s × (∇×w ) +∇(∇ ·w) ∀w ∈ D′(Ω )

� â���_Õë��
À¤´1���}²��$���Õ���}���

Φ
²�� ���µ��Ä¦���º��¹�²�����³����K¹�²������2��ÉÚ����Â��Õ³Q�������$ÑÒ�}�K³���´��}���$´µ��ã�¾

��´µÄ¦����� ���Q��´ä½��SÅ��µ���]�$��²�Â�ÂO���Þ� ³Q��Ä!Â��}³��Q+
D(Ω )

+���ÉÚ����Â���������´��}�ÔÂ��±��³Q�������º���Î��´µ����´äãK�
���K�Õ³�����Ä!�����.�UÂK�Õ������ãK��´µ��´µ���������������±´µ½������¼�S²Ý���Q���Í���Q�Í��´µ�±���±´�Å�²���´��}���£�r)

< ∇w,∇Φ >=< ∇×w ,∇×Φ > + < ∇ ·w,∇ ·Φ >
��â��ÚÆ�×b�

���
< ., . >

������´��}���0���0Â����¤��²�´ä�Í���;��²��Õ�µ´ä���0�������±�
D′(Ω )

�Q�
D(Ω )

�
p¼�2���}²����&��½�������¹�²��

D(Ω )
���±�=���������:�K�S���

H1
0

ÂO�}²������#���}��Ä¦� |.|1 �	á��S�³Q�}������¹�²������o+ � ÉÊ�����S�µ´µ���¦Â��±��³Q�����������!�����0���º�Õ�µ��Ä¦�Q���0½}�Õ���SÅ����!ÂO�}²��Î���}²��0������Ä!�����
Φ���

H1
0

�Q�¼�S²Ý���Q���Í��²ÝÂ��±����²�´ä����³��Õ���S´��±�?���
L2 �

Ð]�Q½º��������� Ä2�Õ´µ���������Õ�º�������!����Ä¦�}���±�����S��´��}����;���}���±�;³Q�}�K��´µ��´��}�����Î�¿Ù¤ÂO�;´µ��Ñ�¾
��²�Ây���.��Ä¦Ä!�Í���}²��]��½º�}���.���;ÂO�}����´µÅ�´µ��´ä���¼���9³�����´µ��´��1²��

η
+����µ��Ä¦���º�Ã¹�²�����³Q�}�K¹�²��9���

L2 +����}²�� ÂO�����}����Â��S�����QãK��´ä��´µ�}�*)
η := ∇× v

� â��ÇÆ��¤�
���

v
���±����ÉÚ���µ��Ä¦�Q���Í¹�²��0����²��Í��½º�}���]ã����;�K�S���

V
�



��×�_¦wqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
á%²�´µ��¹�²��

v
���±�]²��Ô�����QÄ¦����� ���

H1
0

Â��S� ���QãK��´ä��´µ�}����
V
+����Î��²���³Q����n��'�4��´µ½����Þ¾

�}���K³Q�¦�¤²��µ�µ�i+y´µ�%���}²��;�����;ÂO�}����´�Å��µ�/�fÉÚ²���´��µ´µ�����;��ÉÚ��¹º²��S��´��}����â��ÚÆ�×b��+y¹º²�´%���}²��$���������
�K�S����³Q�;³��Õ� Â�����³Q´µ�P)

(∇v,∇v) = (∇× v ,∇× v )
� â��ÇÆ�_i�

�i�Ý�µ�Î½º��³�����²��
Φ
�������0����Ä!Â����Õ³Q�0Â��S�

v
�

ÜÍ�����µ���±�Q+���½º��³Î���Õ�����;³�����´ �Ý���
η
+�����²��Í��½������ �Q½�´�����Ä!Ä¦�����P)

sup
η∈L2

c(η,v)

||η|| ≥
c(∇× v ,v)

||∇ × v ||
≥ |v|1

� â��ÇÆ}Æb�

���Ý����Ä2�S��¹º²��Õ����¹�²��0���}²��¼��½º�}��� ����Ä2���)�����S��´��}� ||∇ × v || ≤ |v|1
�

á��S�1³Q��������¹º²������o+����Î�±�����6��´µ�}����� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � �±��¢�¢�´����±�1�����S�µ��Ä¦�����1½�����´äãK����ÂO�}²��
���!��´µÄ¦������´µ���Æ/��½º��³Î²����?³������±�ß�S�����

c
+�½��S���Õ�º�����K�}³ß����Ä¦���º�?���

2

æ��|~Ò£Qu�¢�t|{�¢��
Ü9�Õ���=³Q��������Â��Õ�Þ��´µ�i+1����²��=�Õ�µ�µ�����=����Ä¦�}���������2��ÉÚ����´µ�±������³Q�È� ÉÚ²��������}�µ²���´µ���Ì�S²

�±Ù��±���QÄ¦�;�fÉÊ��¹�²��6��´µ�����.��â���·i� ¾£� â��Çëb���
áE�}²���³Q������+.���}²���´��º�����¤��²�´µ�������=¹�²�����¹�²��Q�=����Â��Õ³Q����ÑÒ�}�K³���´µ�}�������µ�=��²�Â�Â��µ��Ä¦���¤¾

�&�Õ´µ�������K¸%�ÝÂ��S�±��´�³Q²��µ´µ���Q+�����²��Í���QãK��´µ���������$)
W := {η ∈ L2 | c(η,v) = 0 ∀v ∈ V} � â��ÇÆÕÛÜ�
W⊥ := {η ∈ L2, a(η, φ) = 0 ∀φ ∈ W} � â��ÇÆ�âb�

»��}²����S²����}���¦�����S�µ��Ä¦�����¦ÅO�����}´µ�õ�����¦ÂO�}���S´µ�����2�����¦����Â��Õ³Q���
V
�Q�
W
�1» ��²��

����ãK��´������}���Í������³;³Q��������²��Ô����Â��Õ³Q���$)
V o := {l ∈ H1

0
′
, < l,v >= 0 ∀v ∈ V} � â��ÇÆ}í��

W o := {l ∈ L2, < l, η >= 0 ∀η ∈ W ′} � â��ÇÆº·��
�i�

H1
0
′ +
W ′ �����º���µ���Í��²K�Õ²��=���}ÂO�}���}��´�¹�²��Q�¼���0�±����ÂG��³���´ä½º��Ä¦�Q��� H1

0

�Q�
W
�



½Ü}èç�}�<s�]ú�÷�0|òyð¼ïMø��&~Ãê�ðÎú ø°ð9ïEø��&~�~¼ó�ò+ò|ó]} ��×}Æ
` ¢�ª«èKv6éyz+¢Èÿ ��åf�Ur �e�]!4f��9	�&�B��8�Y� �4I��X�������S�c���,&]��� ��p;�\��!7� �����Y���Y��	�������!>�?	������ v I?������
	��,&0����� v 	�&��8���dA �>�)�\��������&9� b(., .) �W! c(., .) ��� !2��- �S��M;�;�����"!����Xpr� ��	��������d- �,�"���,�\M;� �"!C�� v E���K�K	��H�P

∀l ∈ V o ∃!q ∈ L2 | b(v, q) =< l,v > ∀v ∈ H1
0

��â��ÚÆ�Ïb�
∀l ∈ W o ∃!v ∈ V | c(ω,v) =< l, ω > ∀ω ∈ L2 ��â��ÚÆ�ëb�
∀l ∈ V ′ ∃!ω ∈ W⊥ | c(ω,v) =< l,v > ∀v ∈ V

��â��ÊÛº×b�
ÜÍ��� ���}���Q+����}²���ÂO�}²�½º�}��� �������K³������µ�Î�������}����Ä!�0��²�´µ½}�S���$)

l ç+�wOv7©�ª«¢«ÿ ��åy�äû �e���5��- �"��!>�?	����cCÏµhE4K�DWHJI�CÏµhE4K Ü�H]�X���8�W!>!7� �"!@�S�����1	;�)�=!>�*	�� (u, p, ω)������� H1
0×L2

0×L2 - �,�e���7�
� �U�r��	��
!>����
S�8� �"!������^��	����������5���
��!>�?�;�����j���[�@&9	�A1��B ����E�0�<�S�t��pS���W!(� �8� �
!4/5�>�Û��p;�\� !(�%�S������	���� !(���"!7� c �������7�
���������"!c- �"��������	��8���\��� Ω!7�1���Z�%- �"�r��� 	������4!+P
||ω||+ |u|1 + ||p|| ≤ c||f || � â��ÚÛ��o�

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
»��}²���³Q�}Ä¦Ä¦�Q�¦¡Q�����ÝÂ��Õ�����³���²�Â��µ����µ�����¹�²��S��´µ����� � â�����_i���º� â����QÛÜ�£+ ³Q�#¹�²�´

���������6)
(ω, φ) = 0 ∀φ ∈ W � â��ÚÛº_i�

c(φ,u) = (ω, φ) ∀φ ∈ L2 ��â��ÊÛºÆb�
c(ω,v) = (f ,v) ∀v ∈ V

� â��ÚÛ}ÛÜ�
b(v, p) = (f ,v)− c(ω,v) ∀v ∈ H1

0

��â��ÊÛ�âi�
»��}²��+����Å�²������±�����+�fÉ��SÅO�}���0Â��S�yÂ��±��²�½º���y��ÉÚ����´��±�����K³Q�1�fÉÊ²��0�����QÄ¦�����|���

L2 �ß�6��´µÑU�S´µ�ß�S������Q����¹�²��6��´µ�}���.� â��ÚÛº_b�.�Q�.��â��ÊÛ�Û����
�.�������S´µ���&�S���

f
+�´��O���}²��	���±�	ÂO�}����´µÅ��µ�9���9���QãK��´µ�	²����¼ÑÒ�}��Ä!�¼�µ´µ���7�Õ´µ���

F1
³�������´ä¾

�¤²��0��²��
V
Â��Õ�f)

< F1,v >= (f ,v) ∀v ∈ V
��â��ÊÛºíb�

�.��Ä¦Ä!�
F1

�SÂ�Â��S�±��´����º�,�
V′
+f���Ô³Q���K��´ä��´µ�}� �����¿Ù�ÂO� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´E��²��;���

ÑÒ�}��Ä¦�¼Å�´��µ´µ���7�Õ´µ�±�
c(., .)

+¤���}²��]ÂO���±Ä¦�Q�]�fÉ��¤j/�±Ä¦���Ã¹�²yÉÊ´��G����´µ�����9²��=²���´�¹�²��9���µ��Ä¦�����
ω⊥

�K�Õ���
W⊥ ½º����´äãO�S���%��ÉÚ��¹�²��6��´µ���l� â��ÚÛ}ÛÜ�v��³QÑ)�Õ���QÄ2�Õ��¹�²��ÃÂ��µ²������Õ²��������	�Q�±���ÃÄ4d�Ä¦�³Q�}�K��´µ��´��}�q´µ��Ñ�¾°��²�ÂI����²��!���}�����Ô²����=Â��±��Ä¦´µ�����=�������6��´µ���q���Ô³Q�}����´µ�¤²�´ä���Ô���=���}�����



��×ÕÛwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
���}��²���´µ����Â��S�Í�&�SÂ�ÂO���Þ�Î�S²������}���������9��²Â����}Å��µ��Ä¦���G¸%���� ���o+K����²��9��½º�}���Í���!ÂO���Þ¾
��´µÅ�´µ��´ä���?� ÉÚ��³Q�±´��±�0����²��)��²��±�¼��½º��³?� â��ÚÛ}ÛÜ�r)

||ω⊥|| ≤ c sup
v∈V

c(ω⊥,v)

|v|1
≤ c||f || ��â��ÊÛ¤·��

c ÉÚ��¹�²K�S��´��}����â��ÊÛ�_i�M����²��1ÂO����Ä¦���	¹�²K�Õ���s�Î�����µ�Í���Í���QãK��´µ�1������´����±��Ä¦�����1���]���}²��Þ¾
Å�´µ�µ���}�

ω
�º¸%�!���G�Q�o+�³Q�Q�±��� ��¹�²��S��´µ���¦���}²���ÂO���±Ä¦�Q�1����³����K³Q�µ²��±��¹�²�� �µ� ����²����Q����Ä!�����

���
L2 ���Ý�&�6��´µ��ÑU�S´��&�S���o++�&�Õ³&���S���4¹�²��2³Q�Q�?������Ä!�����4���}´µ�4� ÉÚ�}�����$���4��������}��Ä!�Q�����±�³Q�}Ä¦Ä¦�ÎÂ������)�Q���0���Þ�����}���}���S�y��²��

W⊥ �µ�0��³��Õ���S´��±� ω⊥ +��Q��� ω⊥ �µ²�´ä¾°Ä?dQÄ¦���
»��}²��$��½º�}���;���}�K³!�������=����Ä¦�}�����±�!��ÉÚ����´µ�±������³Q�/�fÉÊ²��«���µ��Ä¦�����;���

L2 �&�6��´µ��ÑU�S´ä¾�&�S���0�µ���0��¹º²��S��´��}���6� â��ÚÛ}Û��Í�Q�6� â��ÚÛº_i��+y�S´�����´%¹�²������=³Q�}�������Õ´µ�����¦���!³Q�}����´µ�¤²�´ä������²��
�µ�������}������������²ÝÂ��±��Å��µ��Ä¦�}��»��}²��]�����Õ´ä���}��� Ä2�S´µ���������S��� � ÉÊ����´µ�±�����K³Q�;�fÉÊ²����Î½�´ä���������
u
�K�Õ���

H1
0

�&�S��´���ÑX�Õ´µ�&�Õ������ÉÚ��¹�²��S��´µ��� ��â��ÊÛºÆb���
À¤�}´µ��Ä2�S´µ���������S��� ����Ñ����±Ä¦�0�µ´µ���7�Õ´µ���

F2
³�������´���²��;��²��

L2 ���QãK��´µ�;Â��S�P)
< F2, φ >= (ω, φ) ∀φ ∈ L2 � â��ÚÛ�Ïb�

�i�
ω
���±���µ�Î���}²���Å�´µ�µ���}�����}�����}�Ô½�´µ�����Í���;����Ä!�����������]� ÉÊ����´µ�±�����K³Q���

ÜÍ���$�µ�}���?��ÉÚ��¹º²��S��´��}��� â��ÚÛ�Æ��9���}²��$���������
F2

�K�Õ���,�
W o +yÂO�����S´��±����� W �|¸%�

�±��Ä2�S��¹�²��S�����Õ�µ���±��¹�²yÉÊ´µ������²��%���±�����}��������½}�Õ���%ÂO�}����´�Å��µ� �fÉÊ²���´µ��´µ���������Í����Ä2�S��¹º²��Ã��²��
���¦³Q���K��´ä��´µ�}�,´µ��Ñ�¾°��²�Â,���?���!ÑÒ�}��Ä¦�;Å�´µ��´µ���7�S´��±�

c(., .)
���Õ���,� â��ÚÛ�Æb�f+K����²��Í�}Å��������}���

��ÉÚ�ß��´��±�����K³Q�]�fÉÚ²��4½���³�����²��M½�´ä���������
u
�K�S���

V
��³QÑ¿�SÂ��µ²������Õ²��£���}ÜÍ�ÃÂ��µ²��o+Õ³Q�Q�±���ÃÄ?d�Ä!�

³Q�}�K��´ä��´µ�}�´���Ñ�¾°��²�Â���}²���ÂO���±Ä¦�Q���fÉÚ��³Q�±´��±�0� ÉÊ��¹�²��6��´µ���*)

|u|1 ≤ c sup
η∈L2

c(η,u)

||η|| ≤ c||ω|| ��â��ÊÛºëb�
p¼�%����²��.��½º�}����Ä¦�}������� ¹�²��

ω
���±�.³�������´���²¦���¦ÑÒ�}�K³���´��}�/�����1���}����������´���´ä��´��S���Q�o+

´µ�y���Ô½}�!���}�K³0���0Ä?d�Ä¦�ÎÂO��²�� ���4½�´ä���������
u
�

¯°�����}²��%�����±���(�9����Ä¦�}�����±���%��ÉÚ�ß��´µ�������K³Q� �fÉÚ²����ÃÂ���������´��}�
p
���Õ���

L2
0

�Q�%ÂO��²���³Q�����
���}²����S�µ���}���/²���´µ�µ´������¦��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}� � â��ÚÛºâb�ß�.À¤�}´µ�/Ä/�Õ´µ�����Q���Õ���Q+%²����Ý����²�½����µ���Ñ����±Ä¦�
�µ´µ���7�S´��±�?³Q���º��´µ�¤²��

F3
���QãK��´µ�;��²��

H1
0

Â��S�P)
< F3,v >= (f ,v)− c(ω,v) ∀v ∈ H1

0

� â���âÕ×b�



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ��×�â
c ��³�������´���²�´µ���.���±�E���}�&�ÕÄ¦Ä!�����M��²��©�]� ÉÊ²���´µ�µ´��&�6��´µ���4� ÉÚ²����1´µ�������S�µ´µ���	���Ã�]�S²K³&��Ù�¾

À�³&��º �S�±�°¢i+K�Õ²ÝÑX�Õ´ä�Í¹�²�� ||ω|| ���±� Ä2���¿�}���0Â��S� ||f || �Q������� ´����Q���S��´ä���Q�.)
||v|| ≤ c|v|1 ∀v ∈ H1

0

��â��Çâ��o�
||∇ × v || ≤ c|v|1 ∀v ∈ H1

0

��â��Çâ�_i�
ÜÍ��� �µ���±� ��ÉÚ��¹�²K�S��´µ�}�*� â��ÚÛ}ÛÜ�.���}²��Í�S����²��±�;¹º²��

F3
�ÕÂ�Â��S�±��´��Q�����

V o +�ÂO�}���Õ´µ���;���
V
��áM�Õ�¦³Q�}������¹�²������Q+%���È�±��Ä2�S��¹�²��Ô��²��!���È³Q�}�K��´ä��´µ���(´���Ñ�¾°��²�Â(�����������ÉÚ����´��±���Q�K³Q�

�fÉÚ²�����Â��±������´µ�}�
p
+ �����µ²���´��}�#���l��â��ÊÛ�âi���f¸%�È�}²�������+f³Q�Q�±����Ä?d�Ä¦�4´µ�������S�µ´µ���!´���Ñ�¾°��²�Â

����²��Í���}�����;���!³Q�}����´µ�¤²�´ä���0���ÝÑÒ�}�K³���´µ�}�����������}������������¸%�Ý���G�Q�o+����}²��¼��½º�}���$)

||p|| ≤ c sup
v∈H1

0

b(v, p)

|v|1
≤ c(||f ||+ ||ω||) ��â��Çâ}Æb�

¸%��ã��3+.´µ�¼���}²�����²�j¦�=���,�&�SÂ�ÂO���µ���=¹�²�� ||ω|| ���±�Ô³Q�}����´µ�¤²��,���ýÑ����K³���´��}���������������������ÂO�}²���³Q���K³���²��±���
2

ütE~Ò{º~�u���
�.�«ÂK�Õ�&�S�}�&�SÂ����i+]³Q�����&�Õ³Q���5� ���I����Ä¦�}���±�����S��´��}�Ë���È��ÉÚ²���´�³Q´ä���#�����Ý���}��²���´��}���

�����Í��¹�²��6��´µ�}���V��â��µ�7_i�(�H� â����QÛÜ�£+K���±�¼Å�����Ñ��K�Õ���Í���!Ä¦����²����;�����µ���¼����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}���
�������¼��´µÄ¦´µ���Õ´µ�����Î�Õ²���Â�����³Q���������������f¸��,��� ���o+G³Q�$�����º�9��ÉÚ���µ�µ��Â���´�³Q´ä�������

a(., .)
�Q�9�µ���

³Q�}�K��´µ��´��}���Í��� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � �±��¢�¢�´ ���
b(., .)

�Q�
c(., .)

¹�²�´|�S����²���������³Q�Q�����0²���´�³�´µ�����

¼?OÏw xI·��¨¶v^`\sU�·��¨_fU`·�S.T ��µ Á�^`S$Äla��&Â WIU`^`·�Ála�W$O
c ���;³Q�}�����&�S´��������0´µÄ¦ÂO�}�������?�Õ²ÈÄ2�Õ´µ�µ���Õ�}�!�Q�?�Õ²��:���µ��Ä¦���º���;¹º²�´����!³Q�}������´µ��²������

�������E�µ���EÄ?d�Ä!���M¹º²��	³Q�Q���µ���M����³Q��´ä�����M�K�S���E�µ�	³&�K�ÕÂ�´ä���±�r� �4ç _b�ß�SÜÍ���E�µ���±�o+7���}²��E���}²��
³Q�}�K³Q�������±�����}���¼²���´�¹�²���Ä¦�����¼��²������/���QãK��´ä��´µ�}�:�����Í��¹�²K�S��´µ�}���9��´µ��³Q���Q�����9�Õ������³Q´µ�����
�Õ²�Â����}Å��µ��Ä¦�Í����´µÂ��µ�i+¤�Q�]���¼���;½}�S��´���´ä���Î���Î³Q���	Ä?d�Ä¦���	��¹�²��6��´µ�}������¸���ãK�3+¤ÂO��²��]���Q�
�&�S´����}���%¹º²��	����²����Q½���¹�²������}��������� ãK�����Ã³Q�Ã³&�K�ÕÂ�´ä���±�i+S����²����µ�Ã³��S�%���	���Í��´�Ä!������´��}�
����²��Ô���±� �����Õ´ä���;���Õ��� �µ����Â��S�&�S�����ÕÂ������Í¹�²�´f��²�´ä½º�Q���7�
þ&Ñ�y'ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä'ÚtÑ

c ÉÚ����Â��Õ³Q�
Xh

Â�����³Q������Ä¦Ä¦�Q���+²���´µ�µ´µ���%���±�+��ÉÚ����Â��Õ³Q�1���Q�y½�´ä�����������
P1
���}�?³Q�}��ÑÒ�}��Ä!�

�������4²���´µ�µ´µ���?�S²�Â��S�&��½}�Õ���Q+¦�4�ß��½º�}´µ�]��ÉÚ��������Ä4Å��µ�;����� ÑÒ�}�K³���´µ�}��� ½���³����}��´µ���µ�µ���Í���}��� ���
�����±���±´�³ß��´µ��� ��²���³����}¹º²���������Ä!�����

K
��² Ä/�Õ´µ�µ���S�}�=���±��²�� ÂO�}�äÙ����}Ä¦�=���=�����}���:�



��×}íÆwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
P1
+��Q�.³Q�}����´µ�¤²����	�S²/Ä¦´µ�µ´µ��²2�����	�S�edQ�����£%SÑX�}³Q���1���Í³Q����Ä?d�Ä¦�������µ��Ä¦�������1���2_�Üz%SÆºÜ$�

»��}²�� ���Õ�������}���Í¹º²��;³Q��� ÑÒ�}�K³���´µ���������;���}��� Â��Õ��³Q�}����´µ�¤²������
»��}²��Í����ãK��´������}����������²�´µ���?���Q²��Ô����ÂK�}³Q��� ´��º�����±Ä¦����´��Õ´µ�����P)

M0
h := {qh ∈ L2(Ω ) | ∀K ∈ τh qh|K ∈ P0(K)} ��â��ÇâÕÛ��

M1
h := {qh ∈ H1(Ω ) | ∀K ∈ τh qh|K ∈ P1(K)} ��â��Çâ�âi�

�	�Q�Ã����²��¦����ÂK�}³Q���.����²��	ÂO���±Ä¦�Q���������	���¼³Q�}��������²�´µ���Í�µ���.����Â��}³����
Yh
�Q�

Zh
�K�Õ���

�µ����¹�²����µ� ½º�}��� �Q½º�}�µ²���� �����]½}�Õ�±´��SÅ��µ���$)
Yh := (M 0

h +M1
h) ∩ L2

0(Ω )
��â��Çâ}íb�

Zh := (M 0
h +M1

h)2d−3 � â���â�·��
c ���.���}��Ä!���	�Õ������³�´����Q�&�0³Q���.��´ � ���±�������1����Â��Õ³Q���.���}���	³Q�Q���µ���	�����Ì�0²���´µ�µ´µ�����Q�.Â���²��

��½}�Õ�º�o+`�Ô�ß��½º�}´µ� ||.||h ÂO��²��;����²��?���Q�$���µ��Ä¦�������4��� Xh
�Q� ||.|| ÂO�}²��;���}²��?�����?�����ß¾Ä!�����������

Yh
�Q�

Zh
�

¸%��ãK�3+�����²��¼�SÂ�Â����¤³&���}���Í�µ�;��Ù¤������Ä¦�;�fÉÚ��¹�²K�S��´��}���,��â��µ�7_i�°¾£� â����QÛ���+�Â��Õ� ²���±Ù��Þ¾
����Ä¦�;�fÉÊ��¹�²��6��´µ��������²��������]½��S��´��SÅ����Q�Í��´���³Q�±�Q������¹�²�´fÂO��²�����ÉÚ��³Q�±´��±�?³Q�}Ä¦Ä¦�4)

ah(ωh, φh)− ch(φh,uh) = 0 ∀φh ∈ Zh
� â���âÕÏb�

ch(ωh,vh)− bh(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ Xh
� â���âÕëb�

bh(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Yh
� â��Çí}×b�

�i�#�µ���?´µ�K³Q�}���¤²����;���}���
uh
+
ph
+
ωh

�SÂ�Â��Õ�Þ�������S���?���Q��ÂO��³ß��´ä½º��Ä¦���º�,�
Xh

+
Yh
���

Zh
�Q�¼��½º��³Î����� ÑÒ�}��Ä¦��� Å�´µ�µ´����7�Õ´µ�����$)

ah(ηh, φh) := (ηh, φh) ∀ηh, φh ∈ Zh
� â��Çí��o�

ch(ηh,vh) :=
∑

K

(η0
h,∇× vh )K + (∇s × η1

h ,vh)K ∀ηh ∈ Zh ,vh ∈ Xh

� â��Çí�_i�
c ��ÑÒ�}��Ä¦�ÎÅ�´��µ´µ���7�S´��±�

bh(., .)
���±�Í³Q���µ�µ�?���Qã���´��;�K�Õ��� ���;³����ÕÂ�´ä���±�6� �4ç _i���

�	�Q����¹�²��6��´µ�����Í��´µ��³Q���Q�����Í���}´µ½������Í���}�K³fdQ���±�0�Q��²K��´µ������ÂO�}²��Í�K�S����²��Â����QÄ¦´��Q�
����Ä¦Â��Q+��&��½���´µ�Í��´|���µ�����Î�Õ��Ä¦�Q���������¼²����$���}�µ²���´µ���3+���´|ÂO�}����´µÅ��µ�$²���´�¹º²��i+O�Q�9�K�S���¼²��
���Q²���´µ��Ä¦�9����Ä!Â��Q+�³Q�������on������Î�µ�9�&�Õ²��=���0³Q�}��½º�Q���}���K³Q�0���Î���Õ�����9�����µ²���´µ�}�Ý��´µ�&³Q�±�Q���
½������ ���������µ²���´��}��³Q�}����´��¤²��;����� ��¹�²��6��´µ�}���.� â�����_i�°¾£� â����QÛÜ�ß�



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ��×º·
þ&Ñ�y'ÑhÐ ±&ãZÙ�Û(å�æ�ãZä ÖZÛ»×�Ý�ãT�rÙ�ö3ðøØ¬ù�æÌÚÜà
Ý�ØtåLÑ

»��Õ�����0��Å��¿��³���´�ÑM���±�o+K�}²����±�?���?����Ä¦�}�����±������ÉÚ����´µ�±�����K³��?�Q�Í��ÉÚ²���´�³Q´ä���$�fÉÊ²����;���}�µ²�¾
��´µ���=�0���Õ���±�Í�±Ù��±����Ä!�¼�fÉÊ��¹�²��6��´µ�����r� â���âÕÏb�°¾£� â��Çí}×��£+�����½º���±´µã����	¹�²��Í³Q���µ����¾)³Q´O����ÂO���K�
³Q�}����´µ�¤²���Ä¦�Q���$�����?���}���������?��²«Â����}Å����QÄ¦��� � ³Q�Q�����!ã��3+y´µ�%���±�;´µ�K��´µ��ÂO�����&�ÕÅ��µ�2���
½º���±´µãK���1���;³Q�}����´µ�¤²�´ä���¼�����.��´ � �Q�����������.ÑÒ�}��Ä¦���1Å�´µ��´µ���7�S´µ�����Ã��´µ��³Q���Q�����	¹�²������}²��.����²�¾
���Õ´ä��������²���´��µ´µ�������

¸��&�Õ�º�$����������¹º²��/���ÔÑÒ���±Ä¦�¦Å�´µ��´µ���7�S´µ�������/��´µ½������}���K³Q�2��´µ�&³����Q���
bh(., .)

�ß�6��´µ�Þ¾
ÑU�S´µ�0�����Ì�=³Q���Î³Q�}�������Õ´µ�����Q�0���!³Q�}����´��¤²�´µ���l�X½º�}´µ�9ÂO��²��Î³Q�������µ�QÛ����£+G´µ�M���}²��Î��²�j¦�0���
���&��½}�S´��µ�µ���]��²��

ah(., .)
�Q�
ch(., .)

� c ���Ã������²��ä�ß�6���Ã�������Ã�����}���}²�ÂO��� �K�S���]�µ�¼�������}����Ä!�
��²�´µ½}�S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢«ÿ �äû|�Ur �e��� v 	�&��8���6A��>�)���U������&9��� ah(., .) �W! ch(., .) �	��"!���	��"!>�����"���^���,&&����(�
���W!>��MJ� �8� �
! Zh × Zh

�W! Zh ×Xh
EeÙ^�\�����\/R�>�u��p;�G� !7�6�,���:��	���� !(���"!7� c ���U���WI�
� �������"!7�.���:�
���r�����8���4�����'�� h !(�1�����%-��"�r��� 	������4!+P

∀ηh, φh ∈ Zh |ah(ηh, φh)| ≤ c||ηh||||φh||
��â��Úí�Æb�

∀ηh ∈ Zh ,vh ∈ Xh |ch(ηh,vh)| ≤ c||ηh||||vh||h
��â��Úí}Û��

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
� ���º�����}���Î����²��0�fÉ��SÅO�����È��ÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä¦�!³Q���º��´µ�¤²�´ä���¦���

ah(., .)
Â��S�Î�&�SÂ�ÂO���Þ�$�����

�����±Ä¦� ||.|| ���	���µ�µ��¾)³Q´O���±�.�Q½�´����������ÍÂ�²�´µ��¹�²�� ah(., .) ���±�.����Â����¤��²�´ä�	��³��Õ���S´��±�9�Õ������³�´���2��ÉÚ����Â��Õ³Q�!���!Ø�´µ��ÅO���Þ�
L2 �fá��S�Î³���������¹�²������o+G²����4��´µÄ¦Â��µ�!�ÕÂ�Â���´�³��6��´µ���«�fÉÚ²�����Ä/�6¾�¿�}�&�6��´µ���«���/�Ã�Õ²K³���Ù�¾ÞÀ�³&��º �S�±�°¢4���}²��;���}�������������QÂO�������i+y��½º��³4²����!³Q�}���±�ß�S�����!���

³Q�}����´µ�¤²�´ä���
c
½}�Õ���S�������K�Õ³����QÄ¦�����?�}�

p9³�³Q²�ÂO�}���4����²������2����³�������´���²�´µ���=���
ch(., .)

�E¸%� ´µ�������}�&�S���4Â��S�$Â��S�±��´µ�2� ÉÊ²��
����� ����²���Ä¦��Ä$Å������]���Î³Q�Q�����ÎÑÒ�}��Ä¦�9Å�´��µ´µ���7�Õ´µ����+����}²��]�}Å������������]��ÉÚ����Â���������´��}���½º��³
η
�K�Õ���

Zh
���

vh
�K�S���

Xh
)

ch(ηh,vh) = (ηh,∇× vh ) +
∑

K

∫

∂K

η1
h × nKvhdσ

��â��Úíºâi�
Ü9�Õ���$³��2¹�²�´1Â�����³Q�����i+y����²��4��½������;���Õ���

nK
�µ�¦½º��³ß����²��;���}��Ä2�S������������´µ��²��.�

� ÉÊ���µ��Ä¦�����
K
��² Ä2�S´��µ���Õ�}�i+y�ß�S�K��´��$¹�²��/��ÉÚ����Â��±������´��}�

η1
h × nK

��Ù¤Ä4ÅO���µ´µ���2��� _}Ü
³Q�}Ä¦Ä¦�0���Æ�Üc²��Ô½º��³ß����²��]�&�Õ���}������´��Q�|�Õ²ÝÅO�����Ý���

K
�



��×}ÏÆwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
c ��Â�����Ä¦´µ���yÄ!��Ä4Å����%����³Q�Q�±���%���}²�½º���µ�µ������Â��±������´µ�}�;���%Ä2���)���±�%�������}�;�µ���y�����±Ä¦���

���}²����S´µ������������É��S´����?�fÉÊ²����0�������S��´µ������$�]�S²K³&��Ùº¾±À�³���º �Õ�Þ�°¢?)
(ηh,∇× vh ) ≤ ||ηh||||vh||h

� â��Çí}íb�
c �Î����³Q�}�K�ÔÄ!��Ä4Å��±�9����³Q������´µ���0Â��µ²�� �fÉ��6����������´µ�}�y���.��Ä!Ä¦�Î�µ�9½���³�����²��

η1
h × nK���±�Ã³Q�}����´µ�¤²��µ�¼�µ�}���������Ã�Õ��dQ�����£%6ÑU�}³����]���Í� ÉÊ���µ��Ä¦�����

K
�U³��Õ�

η1
h

� ÉÊ���±���£+¤��ÉÊ����Â���������´µ���
��²�´ä½}�Õ�����0�����]½}�Õ�µ´����6)

∑

K

∫

∂K

η1
h × nKvhdσ =

∑

K

∑

a∈∂K

∫

∂K

η1
h × nK (vh − va

h) dσ
��â��Úí�·��

�i�
va

h

���±������½}�Õ�µ��²��MÄ¦�7Ùº�Q�����Ã���
vh
�µ�	���}���Î���	��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�

a
���	��ÉÚ���µ��Ä¦���º�

K
�

»��}²���²���´µ��´µ���}���,������²�´ä��� ���(ÑÒ�}�K³���´��}�c��j¦��� ¹�²�´;����½º�}´µ� ²��m���µ��Ä¦�����
K

��²
Ä/�Õ´µ�µ���S����½º�Q���.��ÉÚ���µ��Ä¦���º�Ã���Í�±��ÑÒ���±���K³Q�

K̂
+º�Q�.���;ÑU�Õ³Q�

f
���
K
½������1���0ÑU�Õ³Q�

f̂
���
K̂
�k �°ª}³��=���ÉÚ��¹º²�´µ½}�S���Q�K³Q�=�����$���}��Ä¦���$��� ��´�Ä!������´��}� ã���´��i+|��ÉÚ´µ�����������Õ�µ�2Â�����³Q�����������

���±�¼�S�µ���±��Ä/���¿�}�����0Â��S�P)

|
∫

f

(
vh − vf

h

)
×nKη

1
hdσ | ≤ c|f |

∫

f̂

|v̂h − v̂f
h||η̂1

h|dσ ≤ |f |||v̂h − v̂f
h||1,K ||η̂1

h||K� â��Çí}Ïb�
��½º��³ |f | Ä¦�Q��²��±�;���0����ÑU�Õ³Q� f +��Q� c ²����;³Q�����±�&�Õ�����0���;����ÂO���K�K�S���Í¹�²��;��� K̂ �
ÜÍ�QãK��´µ�����}���!ÂO�}²��4�µ����ÅO�����}´µ���!���Ô³��Q�����=����Ä¦�}���±�����S��´µ�}�3+E� ÉÊ����Â��}³Q�Ô��´���³Q�����

X̂³Q�}Ä¦Ä¦�Î��²�´µ�P)
X̂ := {v̂h ∈ P1(K̂) |

∫

f̂

v̂hdσ = 0; f̂
ÑU�}³��?���

K̂} � â��Çí}ëb�
�	�}Ä¦Â����������¤²2�������;��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ�����}���}Â����Q�ÍÂO��²������9½�´µ����������+º´��K����²��Ã�SÂ�Â��Õ���¤n��

¹º²��Í�µ��½º��³����Q²��
v̂h− v̂f

h

�SÂ�Â��S�±��´µ�����&�
X̂
��p¼�s�;³��S²����9���Í� ÉÊ´����)��³���´µ�}�=³Q�}Ä¦Â��Õ³����¼���

H1(K̂)
�K�Õ���

L2(K̂)
���?��²«����Ä!Ä¦�¦���¦áE���Q������¾ � �S�±�ß�S�Q+G��������Ä¦´ ¾°�����±Ä¦� |.|1, bK ���±�

²����;���}��Ä¦�Î��¹�²�´ä½}�Õ�µ�������.� ||.||1, bK ��²��
X̂
��»��}²��Í��½����������}�K³Î� ÉÊ��¹�²��6��´µ���5)

|
∫

f

(
vh − vf

h

)
· nKη

1
hdσ | ≤ |f |

∫

f̂

|v̂h − v̂f
h||η̂1

h|dσ ≤ c|f ||v̂h|1,K ||η̂1
h||K� â�� ·S×b�



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ��×}ë
á��S����²�´ä���i+Õ��ÉÚ²���´��µ´µ�&�S��´��}�/���Ã���Í���&�S����ÑÒ�}��Ä2�6��´µ�}�/�¤j/���Ã����½º�7Ù��Õ���

K̂
��²��

K
+Õ���}²��

�Õ²������±´����$����³Q�±´µ���?)
|
∫

f

(
vh − vf

h

)
× nKη

1
hdσ | ≤ c|vh|1,K ||η1

h||K
��â���·��o�

ÜÍ���Ã�µ�}���Q+¤�µ�9����³Q�}�K�2������Ä¦�9���V�UÛ����}�o�1¹�²��¼����²��]³&������³&��´µ�����(�;Ä2���¿�}�����.²���´�Ñ����¿¾
Ä¦��Ä¦���º�����ÝÑ����K³���´��}�����������}��Ä¦��� ||.||h �Q� ||.|| +���ÉÚ�Q½}�S��²��;Â��S�P)

∑

K

∫

∂K

vh × nKη
1
hdσ ≤ c

∑

K

|vh|1,K ||η1
h||K ≤ c||vh||h||η1

h||
��â���·}_i�

��½º��³Î��ÉÚ²���´��µ´µ�&�S��´��}���fÉÚ²����;´µ�����º�Õ�µ´ä���?���Î�)Ù�ÂO�$�]�S²K³&�ºÙ�¾ÞÀ�³&��º �Õ�Þ�°¢��
2

� ´µ��� ¹º²��/����³Q�����&�S´��±�i++��ÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä!�2³Q�}����´µ�¤²�´ä���/�����?ÑÒ�}��Ä¦���;Å�´µ�µ´����7�S´µ�����
ah(., .)

+
bh(., .)

���
ch(., .)

���?��²�j¦�¼Â��Õ���O¯°�|���}²��¼ÑU�S²��9�Q���S���QÄ¦�����Î�����9³Q�}�K��´µ��´��}���Î���?�¿Ù¤ÂO�� �SÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´Z+O��¹�²�´ä½}�Õ�µ���������;�Õ²È³��S�0³Q�}����´µ�¤²y� k �«ªÕ³Q�4���µ�QÛu�§+G´µ�M���}²��Î��²�j!�0���
����Ä¦�}�����±���0��ÉÊ����´µ�������K³Q�/�fÉÊ²����������µ�µ�/³Q�}�����&�S´������!��²��

ch(., .)
+f��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���¦�±��³&������³&���

����´µ�±�ß�S����ÂG�}²��
bh(., .)

��½º��³.²����Ã³Q�����±�&�Õ�����Ã´µ�K����ÂO���K�K�S����� ���
h
� � ´µ����´m+S���}²�����½º�}���

���Î���������±��Ä¦�0��²�´ä½��S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢«ÿ �äû|��  �e� v 	�&�����A �4�)����������&9� ch(., .) M;� &��ON5���,�U���\���('h�;�<�4!7�|����!>g��
��^��A2��h���X�JI*�+&9����� �[� �Ú������� �����?	��ÂDX/[���S& Zh × Xh

E+�5�)�S�6�@&9��� �\�� ��� �"!4/[�>�d��p;�G� !7��,���.��	���� !7���"!7� c �\�����7�
� �U�����"!7�.���%�
���r���_�����>�\���'h� h /R!7�W�����%- �
�r��� 	������4!0P
sup
ηh∈Zh

ch(ηh,vh)

||ηh||
≥ c||vh||h ∀vh ∈ Vh

��â���·ÕÆb�
	�Q Vh

��� !����Y�U	�gh���q���r�Z� v 	�&��8�.A �>�)�\��������&9�%���.����M;��&('h�������.���\�� &9BW!7� bh(., .) EÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
À¤�}´µ���K�Õ��� ²��Ô½º��³�����²��

vh
���

Xh
¹�²�����³Q���K¹º²��0ã��������	�}Ä¦Ä¦�Î����²������}Ä¦Ä¦��� ���

��´µÄ¦������´��}�,_�+K³Q�Î½���³�����²��]���0�±����³Q��´ä�����}²�� ����Ñ����±Ä¦�?)
vh := (v1

h, v
2
h)

��â���·SÛ��
���

v1
h

�Q�
v2
h

���}��������ÝÑÒ�}�K³���´µ�}�����³��S���Õ´µ�����
P1

��²��³����}¹º²��«�����QÄ¦�����
K
��²

Ä2�S´��µ���Õ�}�;�Q�����}�³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�����



�}��×Æwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
»��}²���ÂO�}²�½º�}���¼�S���}��� ��³Q�±´��±�;��ÉÊ���Þ�����}���}���Õ�+���;³Q�Î½º��³�����²��

vh
³Q�}Ä¦Ä¦�4)

vh
⊥ := (v2

h,−v1
h)

� â�� ·Õâi�
¸%�#�}²����±�i+f´��%���±�;�Q½�´��������$¹º²��

vh
�Q�

vh
⊥ �}���;���K�Õ³�����Ä¦���º�?���=Ä?d�Ä¦�!���}��Ä¦�i+¹º²������µ�;¹�²��0���}´ä�Í³Q���µ�µ�?³&���}´µ��´µ���

»��Õ���}���Ã���ÍÂ��µ²��Ã¹�²��Í����²��.���?³Q���º���&�S´µ�����Í��²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ���
vh ∈ Vh

���
Vh

���±�
�µ�0���7Ù¤�Õ²���

bh(., .)
+����}²��Í��½������ ����Â����}Â���´µ�Q���;��²�Â�Â��µ��Ä¦�Q���ß�S´��±�6)

vh
⊥ ∈ Vh

⊥ � â�� ·Síb�
��½º��³

Vh
⊥ �}�±�������}�}���Õ�+��� Vh

ÂO�}²�� �µ�;Â��±����²�´ä����³��S���S´µ���?���
R2 �

k �«ªÕ³Q�4��³Q���0��´ä½º���±�����ÎÂ��±��Â��±´��Q�����Q+G����²��Î�±��Ä2�S��¹�²��}���Î¹�²��4�����µ�}�È�µ���Î��³Q�±´µ��²������
���
bh(., .)

�Q�
ch(., .)

+�´µ�y����´µ�±���0²����0�������S��´µ���Ý��´��S���Í³Q��������²��ÔÑÒ�}��Ä¦��� Å�´µ�µ´������Õ´µ�����$)
ch(ηh,vh) = −bh(vh

⊥, ηh) ∀ηh ∈ Zh
� â�� ·}·��

á��S�9³Q�}������¹�²������Q+G���2³Q�}�K��´µ��´µ���È���?�¿Ù�ÂO� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � �±��¢�¢�´yÂO�}²��¼���/ÑÒ�}��Ä!�4Å�´��µ´ ¾
�����Õ´µ���

ch(., .)
����³Q�}²����=��´��±��³����QÄ¦�����!���=³Q�Q���µ�=ÂO�}²��

bh(., .)
�M¸%� ���G�Q�o+|´��	���Q½�´µ�����

ÂO�}����´µÅ��µ�?�fÉÊ��³Q��´µ���6�UÂ�²�´���¹�²��0�����´µÄ¦������´µ����_�+
Yh
���±��´µ�K³Q�µ²��Í�K�S���

Zh
��)

ch(ηh,vh)

||ηh||
=
−bh(vh

⊥, ηh)

||ηh||
≥ c||vh

⊥||h = c||vh||h
� â�� ·SÏb�

c ÉÚ����´µ�±������³Q�«�fÉÊ²����È³Q�}�K��´ä��´µ�}�Ì´µ��Ñ�¾°��²�Â�ÂO�}²��=��� Ñ����±Ä¦�,Å�´��µ´µ���7�S´��±�
ch(., .)

���±�
���}�K³!�Q�&�ÕÅ��µ´µ�¦ÂO��²��0���Ô��´�Ä!������´��}� _�++��½���³¦���!Â��µ²��Q+y�µ�¦ÑU�S´ä�$¹º²yÉÚ���µ�µ�¦����´ä�;´��K����ÂO����¾
�K�S�����;��²Ä/�Õ´µ�µ���S���;³&���}´µ��´µ���
2

` ¢�ª«è�v6éyzy¢Èÿf�äû+��r �2��!4f���	�&�B ���+� �4I��X�������S���U	��S���
� & ���W!¡�e� 	�&����0� !e���4i1�]�e� 	�AW!(� �
��&�S����� & !7�����%��	���A &��+�e� � ������®'J��� ��� �"!4�1E�@	��=!e�e� �XA�	�&���/@��	��h�+��M;	����¡�@�6�8	��
!>&�� &+- �
���� �('h�;�<�4!7�3���S��M;���"!(�%��� !�M;� & � N5���.P
ch(ηh,vh) = −bh(vh

⊥, ηh) ∀ηh ∈ Zh , ∀vh ∈ Xh
� â�� ·Sëb�

a B��6��	�&���/Û���T��	��S�.���>NÛ�
�\���	����Y�����.	9�
� &���!7� �,&�� ∇h
� ! ∇h × . ���,�\M;���"!4�5�
��&.P

(∇hqh,vh) := bh(vh, qh) ∀vh ∈ Xh , ∀qh ∈Mh

(∇h × ηh,vh) := ch(ηh,vh) ∀vh ∈ Xh , ∀ηh ∈ Zh



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ���}�
��	��h�.	�A !7� ��	��=�6���:&��1�Z�J!>�?	����e� 	�& !4f=	9'h	����;�<�4!7�]���,��M;���"!7�%P

Im(∇h) ⊥ Im(∇h × .) ���o�� ���r���r�Z�t��	�&��8� L2

�R�����Û���®'J���ON5�.� �"!>&9�%���=!>&9�%- �
� Im(∇h × .) ⊂ Vh
E

©������,��!7��/��Z� v ���4!2- �
� ch(., .) MJ� & � N5�d�����+��	�������!>�?	����R��� v I?�����t���,&�&9���(�
���W!4��M;� ��� �"!
Zh ×Vh

/T��	��h�.���8B����%����� �('��;�)�4!7�3���S��M;���
!7�%P
Im(∇h × .) := Vh

�+��&3���,��!7��/R��	��S�%	�A !7� ��	��=�%��	����.�Z�o������	��^�
	�����!>�?	�� L2 �X� Xh
� �q�	��.�8�%����	��S��I����(�
�������r	�&W!4f=	9'h	������;p�P

Xh := Im(∇h)⊕ Im(∇h × .)
Im(∇h) := Vh

⊥

` ¢�ª«èKv6éyz+¢Èÿ �µû+��  �@	��=!Y��	��.�8�����������Z�_�9���o��	��"!>���
�h/[��� ��p;�\� !7� �U�����e� �\���('h�;�<�4!7������]!>g����j�^��A2��S���X�JI*�0&��������=�
	��S&]����� v 	�&������YA �>�<���������\&���� bh(., .) �W! ch(., .) ��[!>&9�����,��!�
��&6����� v 	�&��%�=���J!>�?	����.��- �,�\M;�;��� �
!7���]���S��M;���
!7���.P

∀lh ∈ V o
h ∃!qh ∈ Yh | bh(vh, qh) =< lh,vh > ∀vh ∈ Xh

��â��ÚÏ�×b�
∀lh ∈ W o

h ∃!vh ∈ Vh | ch(ηh,vh) =< lh, ηh > ∀ηh ∈ Zh
��â��ÚÏ��o�

∀lh ∈ V ′h ∃!ηh ∈ W⊥
h | ch(ηh,vh) =< lh,vh > ∀vh ∈ Vh

��â��ÚÏº_i�
��â��ÚÏ�Æb�

	�Q Vh
��� !¡�Z�0��	�gh������� bh(., .) / V o

h
�W! W o

h
�	��"!¡�����e�
	;������&9���d���5&����(�
���W!>��MJ� �8� �
!

Vh
�W! Wh

/ V ′h ���%���"�J��!7	��
	J��	9'J�?-��"�%�X� Vh
� !+	�QqP

Wh := {ηh ∈ Zh | ch(ηh,vh) = 0 ∀vh ∈ Vh}
��â��ÚÏ}Û��

æ��|~Ò£Qu7¢�t|{}¢,¢�u2zEt|~X{º~�u7��
À¤�}²����µ���!³Q�}�K��´ä��´µ�������&�SÂ�ÂO���µ�����¦�K�S�����µ��Â��Õ���Õ�}�&�SÂ����=Â��±��³Q���������Q+M´µ�	���}²������±�

ÂO������´µÅ����]���Ã��²�´ä½��±�Ã���9���QÄ¦���������&�6��´µ�����fÉÚ����´��±���Q�K³Q�ÃÑU�S´µ���ÃÂO��²����µ������¹�²��6��´µ�����(��â��µ�7_i��,� â����QÛ���+6� ÉÇ�}�K�SÂ��ß�6��´µ�}������³Q�����&�S´��±� �S²�³��Õ����´µ��³Q���Q�����	Â��±�����Q���ß�S�����S²K³Q²��4Â����}Å��µ��Ä¦���



�}��_¦wqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
�.�Q�����Í�±��Ä2�S��¹�²�� ½}�Õ²�������²��Ã�Õ²��&�Õ���.ÂO�}²��1���;����Ä¦���������&�6��´µ���2���Í��ÉÚ²���´�³Q´ä���¼�������0���S¾
�µ²���´µ�}�ÂO�}²�� ���}�����0�±Ù��±����Ä!�����fÉÊ��¹�²��6��´µ�����Í��´���³Q���������.��â��Çâ}Ïb�°¾£��â��Úí�×b���

»��}²��¼��½º�}���Í�Õ´µ����´y�µ�Î�������}����Ä!�0��²�´ä½}�Õ�º�$)
l ç+�wOv7©�ª«¢Èÿ �µû+��å �e���c�9- �"�J!>�*	����[CÏµhE\µ�� HJI�CÏµhE��XL�HY� �V������� �����?	���D%�������W!*!7� �
!��S����	J�)�=!>�*	����,�
�*- �"� (uh, ph, ωh)

�X����� Xh × Yh × Zh
-��,�����7�
� ���X� �"!0��	��"!>����
,�8� �
!�X���Y��	����������^���
�4!4�?�;�����Y���r�@&9	�A1��B ����E��5�)�h�Y��pS���W!7� ��� �"!�/u�>����pJ�\� !7�[�S���6��	���� !7���
!7� c�\�����7�
� �U�����"!7�.���%�
���r���_�����>���Z�'h� h /R!7�1�\���%- �
�r��� 	������4!0P

||ωh||+ ||uh||h + ||ph|| ≤ c||f || ��â��ÚÏºâi�
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c ��Ä?d�Ä¦�0¹�²��0ÂO�}²�� �µ�;Â��±��Å�����Ä!�?³Q�}����´��¤²f�

2

þ©Ñ�y'ÑÓÒ �¯ãZävñZØ3Ý={�Ø3ä�à
ØZÑ
Ü9�Õ���Î³Q�4ÂK�Õ�&�S�}�&�SÂ����i+G���}²��0�S���µ�}���Î�Q�&�ÕÅ��µ´µ�9��ÉÚ���±����²��9³Q��Ä!Ä¦´µ���$���«�SÂ�Â����¤³&���S���

�µ��Â����}Å��µ��Ä¦�=³Q�}����´µ�¤²ô� â�����_b� ¾£� â����QÛÜ�;�Q�q_,��´µÄ¦������´µ�����o+EÂ��S�4�µ��Â����}Å����QÄ¦�=��´���³Q�±�Q���â��Çâ}Ïb�°¾£��â��Úí�×b��� c �0������²��ä�ß�6�Í���;³Q�Q�����?�Õ���S�äÙ����;���±�¼�S�µ���±�Í���}�����;ÂK�Õ� �µ�Î���������±��Ä¦�?)
l ç+�wOv7©�ª«¢Èÿ �µû+�äûÞm �����
	��	��=�§- �"�������s�	J�)�=!>�*	���� u / p �W! ω ���|�@&�	XA1��B ���$A �4I�����8� �=���?	��
�U�1�.�9	��"!>����� CÏµ�E4K�D1HJI�C7µhE4KWÜ�HÚ��M;	;�)�"��&9���(�
���W!>�\M;� �8���"!�������� H1

0 ∩ H2 /
L2

0 ∩H1 �W! L2 ∩H1 E
Ù[��	�&��^��� ��& &9� �,&[��	��%�.�\��]���"!>&9�j���3�	;�)�,!>�?	����9	��"!>�����"�rCÏµhE�K�D1HJI�CÏµhE�KWÜ�H.�W!u���3�	;�)�,I!>�*	������\�� &9BW!7�tC7µhE\µ�� H�I�CÏµhE��XL9H8��� !�!7�1�\���r- �R� �4�e��pJ�\� !7�]�,�U�.�9	���� !7���
!7� c �\�����7�
� �U�����"!7����:�
���r�����8���>�\���'h� h M;� &��ON����"!0P

||u− uh||h + ||p− ph||+ ||ω − ωh|| ≤ ch(||u||2 + ||p||1 + ||ω||1)
� â��ÇÏ}íb�

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
�	�}Ä¦Ä¦�Q�¦¡Q�����	�����K³�Â��Õ�1���±��´µÄ¦���.��ÉÚ���±����²��	³Q�}Ä¦Ä¦´µ���Í��²��1�������}²���Å�´��µ�µ���

ω
+����}��²�¾

��´��}������ ��¹�²��6��´µ�����.��â��µ�7_i�°¾£��â��µ��Û����



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ����Æ
Ü9�Õ����³��Q�����.��Â���´�¹�²��i+S���}²��%�Õ²���������ÅO�����}´µ�!���	���QãK��´µ�M��ÉÚ����Â��Õ³Q�]��´���³Q�±�Q����²�´ä½}�Õ���©)

Wh(f) := {φh ∈ Wh | ch(φh,vh) = (f ,vh) ∀vh ∈ Vh}
��â��ÚÏ�·��

á%²�´µ��¹�²��Í�������Q��Ä¦�
(f ,vh)

���±�Ã³Q�}����´µ�¤²2����Ñ����K³���´��}�=��� ||.||h +¤³Q�Í���}²�½º���O����Â��Õ³Q���´µ�&³Q�±�Q�0���±�0���}�È½�´����i+ �}�«ªÕ³Q�6�2���=³Q���K��´µ��´��}�«´µ��Ñ�¾°��²�Â«�Q�&�ÕÅ��µ´µ�!ÂO��²��0����Ñ�����Ä!��Å�´µ��´ ¾
���7�S´��±�

ch(., .)
�

Ð��ÕÂ�ÂO�����}���Í¹�²��0���}²��¼�SÂ�ÂO���µ�����
Wh

��ÉÚ����Â��Õ³Q�?��´µ��³Q�����Í��²�´ä½}�Õ�º�$)
Wh := {ηh ∈ Zh | ch(ηh,vh) = 0 ∀vh ∈ Vh}

��â��ÚÏ�Ïb�
¸%��ã��3+¤���Õ���}���	���º�Õ�µ��Ä¦���º�]¹�²��

Vh
����Â��±���������������}²��¿�}²����	�µ�¼���7Ù¤�S²=���¼���?Ñ����±Ä¦�

Å�´µ��´µ���7�S´��±�$���;��´µ½������}���K³Q�?��´���³Q�������
bh(., .)

�
ÜÍ���±������½��S���Q+�ã����}���/²��(�Q����Ä!�����

φh
¹�²��Q��³Q�}�K¹�²�����

Wh(f)
� c ���¦��¹�²��6��´µ�����

��´µ�&³Q�±�Q�����¯� â���âÕÏ��°¾£��â��Úí�×b�/����²��Ý��j¦��Ä¦���º�Ý¹�²��:�µ�,���}²���Å�´µ�µ���}�
ωh

���±�=²��Ì�Q����Ä!�����
���

Wh(f)
�yáM�Õ�0³Q��������¹º²������o+ �����0���Õ�ß�6��´µ�����0´µ�����±����²�´ä�����;³Q´ ¾¿��������²��0���}²��?���}�������º�

ωh − φh
�K�Õ��� ��ÉÚ����Â��Õ³Q�

Wh
�

ÜÍ��� ���}���Q+����}²�����³Q��´ä½º�}�����4� ÉÇ�Õ´����;�fÉÚ²����0´µ�������S�µ´µ���0���±´��S���}²����S´µ���6)
||ω − ωh|| ≤ ||ω − φh||+ ||ωh − φh||

��â��ÚÏ�ëb�
�.��ÂO���K�K�S���?��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}� ��´���³Q�±�Q���H� â���âÕÏ��¼���}²��;ÂO����Ä!�Q�?���¦Ä2���)�����Q�0�µ�/��������´µ���

Ä¦��Ä4Å����;���0��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���;Â��±��³Q��������������¸%�Ý���G�Q�o+�����²��Í��½º�}���Í�Õ�µ���±�$)
||ωh−φh||2 ≤ ah(ωh−φh, ωh−φh) ≤ ch(ωh−φh,uh)−ah(φh, ωh−φh)

��â��Úë�×b�
�.��ÂO���K�K�S���o+º����²��1�&��½������.¹�²��

uh
�SÂ�Â��Õ�Þ��´µ�����©�

Vh
���	¹�²��

ωh−φh
���±�	¹�²��S����;��²�´G�K�S���

Wh
���	�}Ä¦Â��������Q�¤²=���Í���?���QãK��´ä��´µ�}�Ô���¼³Q�Q�	����Â��}³��i+¤���}²��]��½º�}���Ã������³.)

ch(ωh − φh,uh) = 0
� â��Çë��¤�

ÜÍ�ÎÂ��µ²��Q+�����²�����½º�}���]�Q½�´�����Ä¦Ä¦�����]��ÉÚ´µ�K³Q�µ²���´��}����
Wh

�K�Õ���
L2 ��� Â��S� ³Q�}������¾¹�²������ � ÉÊ��¹�²��6��´µ���³Q������´µ�¤²��6� â��µ�7_i�	ÂO��²��Í���0Ä!�Q�����±�0���}²�������Ñ����±Ä¦�0Â��S�±��´�³Q²��µ´µ�����6)

a(ω, ωh − φh)− c(ωh − φh,u) = 0
� â��Çë�_b�

ÜÍ���0�µ���±�o+ ��ÉÚ²���´µ�µ´µ�ß�6��´µ�}� ���¦³����;����²��ÈÂ��±��Â��±´��Q�����;�K�Õ���0��ÉÊ´������º�S��´ä���H� â��Çë}×��Í���}²��
�Õ²������±´����0����������³Q��´ä��²����0��²�´ä½}�Õ�����6)

||ωh − φh||2 ≤ ah(ω − φh, ωh − φh)− ch(ωh − φh,u)
� â��Çë}Æ��



�}�QÛwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
Ð]��Ä2�S��¹�²��}���¦¹�²��=ÂO�}²��!²��I���µ��Ä¦�����¦¹�²�����³Q�}�K¹�²��=ã����

v
���

H1
0

+M��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}���â��Úíºâi�	���}²������������0��ÉÚ���º�Õ�µ´ä���;��²�´ä½}�Õ�����6)
c(ηh,v) = ch(ηh,v) ∀ηh ∈ Zh

� â��ÇëÕÛ��
¯°�����±����²�´µ�������?Ä2�S´��º�������S���?²��#½º��³�����²��

vh
¹�²�����³Q���K¹º²��/ã����2���

Vh
�E�	�}Ä¦Ä¦�

ωh−φh
�Q����²��/���µ��Ä¦�����.���

Wh
+����0���QãK��´ä��´µ���2����³Q�Q�1����Â��Õ³Q�Í��´µ�&³Q�±�Q�1���}²��1ÂO����Ä¦���

�S�µ���±�Í�fÉÚ�}Å�������´��P)
||ωh − φh||2 ≤ ah(ω − φh, ωh − φh)− ch(ωh − φh,u− vh)

� â��Çë�âi�
»��}²��Í��Ä¦Â��µ�7Ùº�}���9�S���}���Í�µ���ÍÂ��±��Â��±´µ�Q�����¼�fÉÊ²���´�Ñ����±Ä¦�$³Q�}����´��¤²�´µ���$���;������ÑÒ���±Ä¦���

Å�´µ�µ´����7�Õ´µ�����
ah(., .)

�Q�
ch(., .)

ÂO�}²�� �}Å�������´µ� ²����0���}²�½º���µ�µ�;Ä2���)���&�6��´µ�}�*)
||ωh − φh|| ≤ c (||ω − φh||+ ||u− vh||h)

� â��Çë}íb�
�i�

c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$���

h
�

á��S� ³Q��������¹º²������o+�´��f���}²������Q½�´µ����� ÂO������´µÅ����;�fÉÚ�}Å�������´��]���4Ä2���¿�}�&�6��´µ�}��fÉÚ�Q������²��
��²�´ä½}�Õ�����0ÂG�}²�� �µ�Î���}²���Å�´µ���µ�}�

ω
)

||ω − ωh|| ≤ c

(
inf

φh∈Wh(f)
||ω − φh||+ inf

vh∈Vh

||u− vh||h
) � â��Çëº·��

�	���Q��³&���}���	Ä2�S´µ���������S���&�0�Q½��S�µ²����.� ÉÊ�������Q²��	³Q��Ä!Ä¦´����Í��²��.�µ��½º��³�����²��1½�´ä���������
u���}��²���´µ������1��â��µ�7_i�°¾£��â��µ��Û����

À¤�}´µ�1���}�K³Ã²���½º��³�����²��
vh
¹º²�����³����K¹�²��]ã���� ���

Vh
� c ÉÚ²���´µ�µ´µ�ß�6��´µ�}�/���]��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���

����´��Õ���}²����Õ´µ���0����²�� ÂO����Ä¦���Í�fÉÊ��³Q��´µ���?)
||u− uh||h ≤ ||u− vh||h + ||uh − vh||h

� â��Çë}Ïb�
�i�

uh
���±���µ�Î½º��³�����²��]½¤´µ���������0���}��²���´��}�����6� â��Çâ}Ïb�°¾£��â��Úí�×b���

�	�}Ä¦Ä¦�
uh − vh

�����0²��«���µ��Ä¦�����;���
Vh

+f´µ�%���}²��0���±�;ÂO�}����´µÅ��µ�/�fÉÊ²���´µ�µ´������0���
³Q�}�K��´ä��´µ�}�´���Ñ�¾°��²�Â�Q�&�ÕÅ��µ´µ�;ÂO�}²�� ���4ÑÒ�}��Ä¦�0Å�´��µ´µ���7�Õ´µ���

ch(., .)
)

||uh − vh||h ≤ c sup
ηh∈Zh

ch(ηh,uh − vh)

||ηh||
� â��Çë}ëb�

�i�
c
���±����ÉÚ´µ��½º�Q�����Ã���	���¼³������±�ß�S�����]�S����²����Õ���M���¼³Q�}�K��´ä��´µ�}�!��� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´��



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ����â
¸%����²�´ä����+y���}²��;²���´µ�µ´����}���;� ÉÊ��¹�²��6��´µ��� ��â��Çâ}ëb�Î�SãK�#���¦Ä¦�¤��´äãK���;��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���¦Â�����¾

³Q�����������6)
||uh − vh||h ≤ c sup

ηh∈Zh

ah(ωh, ηh)− ch(ηh,vh)

||ηh||
� â�����×�×b�

¸%�j²���´��µ´µ�ß�S���2� ÉÊ´µ�K³Q��²���´µ�}�����
Zh
�K�Õ���

L2 �Q�=�«����²�½��7�Õ²õ��ÉÊ��¹�²��6��´µ���ý³Q�}����´��¤²��� â�����_b�£+����}²���ÂO�}²�½º�}�������K³����±�;�}Å�������´��P)
a(ω, ηh)− c(ηh,u) = 0 ∀ηh ∈ Zh

� â�����×��o�
á��S�!³Q�}������¹�²����º�o+���´Ã���}²��!���Q��´��±�����!���:�µ´µ�����Ý³Q´ ¾)��������²��6�,� ÉÊ��¹�²��6��´µ���|��â��µ��×}×b��+

����²����}Å��������}����²����0���}²�½º���µ�µ�;´µ�������S�µ´µ���?¹�²�´f���0Ä!�Q�����}²�������Ñ����±Ä¦�?)
||uh − vh||h ≤ c sup

ηh∈Zh

ah(ωh − ω, ηh) + ch(ηh,u− vh)

||ηh||
� â�����×º_i�

¯°�����}²��2��²�j¦�2������²�´ä���,� ÉÚ²���´µ�µ´������/�µ���2Â����}Â���´µ�Q�������fÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä¦��³Q�}����´µ�¤²�´ä���,���Q�
ÑÒ�}��Ä¦��� Å�´µ��´µ���7�S´µ�����

ah(., .)
�Q�
ch(., .)

�6ãK��fÉ���½º�}´µ�P)
||uh − vh||h ≤ c (||ω − ωh||+ ||u− vh||h)

� â�����×�Æb�
¸%��ã��3+ ��´M����²��Î����²���´������}���0�µ���0��´ � ���±���������0�±�����6��´µ�}���0�}Å������¤²��Q�6�ÒÙ:³���Ä¦Â��±´��Î���

Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�«�fÉÚ���±����²��9��²��9�µ�4���}²���Å�´µ�µ���}�
ω
��+G���}²��ÎÂO��²�½������Î��³���´µ�������2Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�

�fÉÚ���±����²��]ÂO��²�� ���4½�´ä���������
u
+¦���&��½º�}´µ�P)

||u− uh||h ≤ c

(
inf

φh∈Wh(f)
||ω − φh||+ inf

vh∈Vh

||u− vh||h
) � â�����×}Û��

¯°� ���}²��]�±���±���¼ãK���S�µ��Ä¦�����]�?�Q½}�Õ�µ²����Ã��ÉÚ���±����²��]³Q�}Ä¦Ä!´����9��²��Ã���$Â��±������´µ�}�
p
���}�µ²�¾

��´µ�������� ��¹�²��6��´µ�}���.� â�����_b� ¾£� â����QÛÜ�ß�
À¤�}´µ�]���}�K³Í²��=�Q����Ä!�����]¹�²�����³Q�}�K¹�²��

qh
ã����9���

Yh
� c ÉÊ²���´µ�µ´��&�6��´µ���=�fÉÚ²����¼´µ�������7¾

��´ä���0���±´��S���}²����S´µ���0����²��Í�ÕÄ!�����.�4��³Q�±´��±�?)
||p− ph|| ≤ ||p− qh||+ ||ph − qh||

� â�����×ºâi�
��½º��³

ph
���}�µ²���´µ�������� ��¹�²��6��´µ��������´���³Q�±�Q�����$� â���âÕÏ�� ¾���â��Úí�×b���

�.��Ä¦Ä!�
ph− qh

�����Ã²���������Ä!�����]���
Yh
+¤���$³Q������´µ��´��}�=²���´�Ñ����±Ä¦�Î��� � �ÕÅu�²���Á}�7¾� ����¢�¢�´4��²��,���jÑÒ���±Ä¦� Å�´��µ´µ���7�S´��±�q��� ��´µ½������}���K³Q�I��´µ��³Q���Q���

bh(., .)
����²��,ÂO����Ä¦�Q�

�fÉÚ��³���´µ���0���4Ä2���¿�}�&�6��´µ���Ý��²�´ä½��S�����?)
||ph − qh|| ≤ c sup

vh∈Xh

bh(vh, ph − qh)
||vh||h

� â�����×�íb�



�}��íÆwqx�ðzy�øQïMúÍóq½Ü}Hy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ó�ô9óH~�ð'ê�ø¿ó1ú]ë öyï&�©ì;ó1ö%ü�<v�]úÍ÷�0|òyð¼ïEø��&~�ï�ú ø�y�ò|ó]}
�i�

c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$���

h
�

»��}²��Í²���´µ��´µ���}���Î�S�µ���±�Í� ÉÊ��¹�²��6��´µ���,��´µ��³Q���Q���/� â���âÕë�� �6ãK�,���;Ä¦����´äãK������ÉÚ��¹�²��6��´µ�}�
Â��±��³Q�������º���i+K¹�²�´y���Q½�´µ�����$)

||ph − qh|| ≤ c sup
vh∈Xh

(f ,vh)− ch(ωh,vh)− bh(vh, qh)

||vh||h
� â�����×�·��

»��}²��M�±��Ä2�S��¹�²��}�����Õ�µ�}���M¹�²��.�µ�.Â����}Å��µ��Ä¦�1����´µÂ��µ�	³Q���º��´µ�¤²$��ÉÚ��³Q�±´µ�M���}²��E�&��Ñ����±Ä¦�
ÑX�Õ´µÅ��µ�6)

∇s × ω +∇p = f
�K�S���

Ω
� â�����×}Ï��

á��S�Ý³Q�}������¹�²����º�o+Ã���ÌÄ4²��µ��´�Â��µ´��Õ�º�³Q���Ô��¹�²��6��´µ�����ÔÂ��Õ�=²���½º��³�����²��
vh

¹�²��Q�ä¾
³Q�}�K¹�²��Î���

Xh
�Q�]�Q�=´��������}�&�Õ�º�]� ÉÊ��¹�²��6��´µ���=������²��ä�ß�S�����9Â��S�ÃÂ��S�±��´µ�i+¤����²��	�����}²�½º�}���

��ÉÚ��¹�²��S��´��}�Ý½}�S��´��S��´µ���������µ�µ�?��²�´ä½}�Õ�����?)

ch(ω,vh) + bh(vh, p) = (f ,vh) +
∑

K

∫

∂K

ω × nKvh + p · nKvhdσ
� â�����×�ëb�

�i�=�µ���]����²��=�����±��´����±�Ã������Ä!���Ã�������]��²��(�?���?�����Ô³�����Ñ�����Ä!´µ���Î���9� ÉÊ����Â��Õ³Q�
Xh

�
�	�Q�Í������Ä¦������²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ�����ÍÂO��²�½º�Q���¼���?Ä2���)���±���Í���?Ä2�S��´����±�$³Q���Õ����´�¹º²��i+O³Q�

¹º²�´y���}²���ÂO���±Ä¦�Q�Í�fÉÊ��Å�������´µ� ���Q��´µ�����º�Õ�µ´µ��������²�´µ½}�S�������P)

|
∑

K

∫

∂K

ω × nKvhdσ | ≤ ch||ω||1||vh||h
� â����}��×b�

|
∑

K

∫

∂K

p · nKvhdσ | ≤ ch||p||1||vh||h
� â����}���o�

»��}²��/´µ�������}���}���/�Q����²�´µ����³Q���¦�����}´��/�����±��´����±���/�������6��´µ�����2�K�Õ���/���ÈÄ2�¤�¿�����S��´��}���â��µ��×º·��]�SãK��fÉÊ��Å�������´µ��³Q�?¹º²�´y��²�´ä�$)

||ph − qh|| ≤ c sup
vh∈Xh

(ch(ω − ωh,vh) + bh(vh, p− qh)
||vh||h

+ ch (||p||1 + ||ω||1)� â����}�7_i�
á%²�´µ�0���}²��0²���´��µ´µ�������0��ÉÚ²���´µÑÒ�}��Ä¦�!³Q�}����´µ�¤²�´ä���¦�����0ÑÒ�}��Ä¦�Q�0Å�´��µ´µ���7�Õ´µ���Q�?��´���³Q�±�Q�����

ch(., .)
�Q�
bh(., .)

+�³Q�;¹�²�´f����²�� ÂO����Ä!�Q�Í�fÉÊ��³Q��´µ���?)
||ph − qh|| ≤ c (||ω − ωh||+ ||p− qh||) + ch(||p||1 + ||ω||1)

� â����}��Æb�



½Ü}<}�}Ýô9øÞöLw�ú'ÉÍïMøÞö¤ð¼ïMø��&~�ô�0ßy�úz�]ñ	ò|ù1÷,ócïMú øÌy%ò|ó]} ���7·
¸%�²���´µ�µ´��&�S���Í� ÉÊ´����Q���S��´ä���?���±´��S���}²����S´µ���?´µ��´µ��´��S�µ�$��²������!Â���������´µ���3+K���!Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�

�fÉÚ���±����²��¼��²��¼�µ�$���}²���Å�´µ�µ���}�
ω
�Q�Î���Õ���±�$���}²��������Q����´µ�����4´µ�������S�µ´µ���i+ ����²��9�}Å��������}���

���4Ä2���¿�}�&�6��´µ����fÉÊ�������Q²�� ��²�´ä½��S�����0ÂO�}²�� ����Â����Q����´µ���
p
)

||p− ph|| ≤c
(

inf
φh∈Wh(f)

||ω − φh||+ inf
vh∈Vh

||u− vh||h + inf
qh∈Yh

||p− qh||
)

+ ch(||p||1 + ||ω||1) � â����}��Û��
áE�}²���³Q�}�K³Q�µ²����]���ÃÄ2�S��´µ�����]���Qã���´µ��´µ½��i+Õ´µ�����}²���ÑU�S²��%Â��±��³Q´µ�������µ�]³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦���º�

�����.���Q��Ä¦���
infφh∈Wh(f) ||ω−φh||

�Q�
infvh∈Vh

||u− vh||h
����ÑÒ�}�K³���´��}�=��²�Â��S�Ã��²

Ä2�S´��µ���Õ�}�
h
�p¼� �fÉ��SÂ������$�µ�}���m+K³Q�Q���}�&�S�K����²���� ���}��� Ä2���¿�}���Q����Â��S� �µ����´µ�����º�S��´ä�����$)

inf
φh∈Wh(f)

||ω − φh|| ≤ c inf
φh∈Wh

||ω − φh||
� â����}�7âi�

inf
vh∈Vh

||u− vh||h ≤ c inf
vh∈Xh

||u− vh||h
� â����}��íb�

���
c
�±��Â��������������¦� ÉÊ´��º½º�������/�����?³Q�����±�&�Õ�������?�����?´µ�����º�Õ�µ´ä�����$���!�)Ù�ÂO� � �ÕÅu�²���Á}�7¾� ����¢�¢�´yÂO��²�� �µ��� ÑÒ���±Ä¦��� Å�´µ�µ´����7�S´µ�����Í��´�³Q���Q�����

bh(., .)
�Q�
ch(., .)

�
á��S�0³Q�}������¹�²������Q+f���}²��0ÂG�}²�½º�}���0���#³Q�}�K³Q�µ²����¦¹�²��!³Q���0Ä2���¿�}�&�6��´µ�����;� ÉÚ�����±��²��

������� ��Â���´�Ä/�Õ�µ�����Q����´µÄ¦������´µ����_��
2

þ&Ñ�y'Ñ�y × Ø¨æ�ÙÌÙ�Ø3Û'Ý�Ø ù'÷3à
ãZðø×Pã�Ú�æmå�æÊãZä ù'Ø
L2 Ñ

�.�«ÂO�Q��´µ�ÝÂ��S�&�S�����ÕÂ����«���±������±��´µ���*� Ä¦���º��������+Ã�Q�Ý³Q�«²���´�¹�²���Ä!�����ÝÂO��²��Ý���
��´µÄ¦������´��}�#_�+ ¹�²����µ�4����²��±Å�´µ���µ�}�«ÂO�}���������!�����ÎÂ��±��Â��±´��Q�����;�Õ�K�Õ�µ���}²����$��³Q���µ�µ���;����¾
Ä¦�}�����±����� ÂO��²�� ����Â��±������´µ�}���K�S��� ���;³&���SÂ�´ä�����6� �4ç Û����

»��}²���³Q��Ä¦Ä!���K³Q�����}�������}�K³0Â��S� �Q�&�ÕÅ��µ´µ� ���Î�����Q�����QÄ¦�0��²�´µ½}�S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢«ÿ �äû|��ÿØm 	��4! vh

�S���1��� ��� �"!0- �"�1�Z��	���- �
� Vh
⊥ E�Ù[�Z	�&���/ vh

MJ� & � N5�%P
∑

K

∫

K

∇s × φ2
h vhdΩ = 0 ∀φ2

h ∈M2
h

� â����}�6·��
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

áE�}²��0���QÄ¦���º�������Î³����������}����Ä¦�i+G���}²��Î����Ä2�S��¹�²������P�2���}²�½º�7�S²«¹�²�����´
vh

�ÕÂ�Â��S�Þ¾
��´µ�������

Vh
⊥ �S���}��� vh

⊥ �ÕÂ�ÂK�Õ�±��´µ������� Vh
�
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ÜÍ�;Â��µ²��Q+����}²��¼��½º�}��� ����Â����}Â���´µ�Q���0��²�´ä½��S�����i+K�������4�����K³Q�}���������0Â��µ²������S²��$)

ch(ηh,vh) = −bh(vh
⊥, ηh) ∀ηh ∈ Zh

� â����}��Ïb�
�	�Q�Î����²��,Â��±��Â��±´��������9���}²��9��²�j/�������Î�����9�µ�}���9ÂO�}²��9���ß�SÅ���´µ�9�µ�$���������±��Ä¦�i+G¹�²�´

����½�´��Q�������K�Õ³�����Ä¦�Q������¹�²�´ä½}�Õ�µ���º�9�S²Ý�������}����Ä¦�6� l ç ÛK�ÚÆ��Ç_b�
2

ÜÍ²I³Q��²�Â ���4���«ªÕ³Q�Ô�S²��I�S���}²���Ä¦�Q���������Q½����µ��Â�ÂO���!³�´ä¾)��������²��Q+|´��.���}²��!����½�´��Q���
������� ÑU�Õ³Q´µ�µ�?�fÉÚ�Q�&�ÕÅ��µ´µ� ���Î���������±��Ä¦�0��²�´ä½��S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢Èÿ �µû+� �³m 	���! Φ �S���1��� ��� �"![- �"�1�Z��	���- �
�dN2pS�V�X� H4 ∩ L2

0
�W!^!7�W�R- �
�

|Φ|4 �	��4!c��	��$�
�=��E m 	��4! η �,���1�Z� �8� �
!]- �"�1���9	���- �
�^NepS� H4 �W!^!7�W�R- �"� |η|4 �	���!�U	����
�=��E m 	��4! ωh / uh
� ! ph !>&9	��\�:�1�Z� �8� �"!��:����/�&9���(�
���W!4��M;� ��� �"!4/ Zh

/ Xh
�W! Mh�	J�)�=!>�*	����.�����.��- �
�J!>�?	��=�.��� m !7	��X���0�
��&W!>�*� ���)�*B &9���]���,�\M;���"!7���rP

ah(ωh, φh)− ch(φh,uh) = 0 ∀φh ∈ Zh

ch(ωh,vh)− bh(vh, ph) = (∇Φ,vh) ∀vh ∈ Xh

bh(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Yh
Ù[��	�&���/��U	��S�.��M;	����Y�����0�"&�	��"& �*�W!7���r���3�����
� &9��	��
M;��&('h� �U���]���,�\M;���"!7���rP

||uh||h ≤ c(Φ)h5

||ωh|| ≤ c(Φ)h5

||ph − Φ|| ≤ c(Φ)h2

	�Q c(Φ) ���.���7�
� ����- �"�.���6��� v 	��U�W!>�?	�� Φ E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

»��}²��Î��½º�}���9�������/����Ä¦�}���������S²:³Q�}²����9��²��������}����Ä¦�/� l ç â��ÚÛ��ÇÆb��¹�²��?���¦�������6��´µ���
��²�´ä½}�Õ�����0�����]½º���±´µã����6)

||uh||h ≤ c||ωh||�i�
c
���±��²����;³Q�}���±�ß�S�����0´µ�K����ÂO���K�K�S�����$��²ÝÂ��S����²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}�

h
�

áE�}²��¦�}Å�������´µ�/���ÈÄ2���¿�}�&�6��´µ�}�ý�6����������²����²�� ||uh||h
+%´µ� ����²��/��²�j!�2���}�K³���

��ÉÚ���ß�SÅ���´µ�.��²�� ||ωh|| ��p¼�	³���Ä¦Â�����������²����Í���0�������S��´µ����´µ��Ñ�¾)��²�Â/½º���±´µã����¼Â��S�.���;Ñ����±Ä¦�Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���
ch(., .)

+����}²��Í��½������P)

||ωh|| ≤ c sup
vh∈Vh

ch(ωh,vh)

||vh||h



½Ü}²½Ü}5w(�&~,wMò'0Mö�ø��&~.} ����ë
���

c
���±��²����?³������±�ß�S�����;´µ�K����ÂO���K���Õ�����?���

h
�

¸%�?²���´µ�µ´��&�S���%�S���}���E��������³Q�}�K���.��¹�²��6��´µ���4���Q�M��¹�²��6��´µ�����M���}�����������K�S���E��ÉÚ�����}�K³Q�
��²Ô�������}����Ä¦��+����}²����}Å����������������º�S���QÄ¦�����$)

||ωh|| ≤ c sup
vh∈Vh

(∇Φ,vh)

||vh||h
¯°�Î����²��Ý��²�j!���Õ�µ���±����«����Â��±���K���±�«���Q�����Ä¦�}���±���&�6��´µ��������²��������}����Ä¦�Þ� l ç

ÛK�ÚÆ��ÊÛÜ�Ã��²³&���SÂ�´ä�����6� �4ç ÛÜ�	ÂO�}²������ß�SÅ���´µ� ����� ´������º�S��´ä���Q�Í²����0�Q�Í����²��Ý���;³Q�0�������Õ¾
����Ä¦�}�

¸%����²�´ä����+���ÉÊ´������º�S��´ä���Î��²��	� ÉÊ�����±��²��Ã���=Â���������´µ���=�7ÉÊ�}Å���´µ����� ���9Ä2�S��´µ�����0�Õ���S�µ���}²��
�Õ²��Ý����Ä!�����±���&�6��´µ��������²Ô�������}����Ä!�6� l ç Û��ÇÆ��ÚÛ����

2

¼?O9¼ R:S$Tl¶sa�µ��¨·�S.T5O
c �9����²�½����µ��� ÑÒ�}��Ä4²����6��´µ���!´��º�����¤��²�´ä��� ��� ���QÂG�}�K�¦¹�²��]Â��Õ�Þ��´µ���µ����Ä!�����s�9���0¹�²����±¾

��´µ��� ´���´ä��´��S����)|³Q���±�����Q++����²��$�}Å������������$²����/½¤´µ���������2����³Q�}��½º�Q���}���K³Q�2´µÄ¦ÂO���Þ�ß�S�����
��²��2���«Â��±������´µ�}�3+1�µ�����²��±Å�´��µ�µ���õ�Q�2���È½�´ä���������i+�Ä2�Õ´µ�/²���´�¹º²���Ä¦�����2���õ��´�Ä!������´��}�
����²��Ý�fÉÚ����Â��Õ³Q���

¸%�¦���G�Q�o+}����³��Õ�1�������0��´µÄ¦������´µ���2ÆÎ������Â���²��.������´�³��6�.�Q�.³Q�Q���Î���±�1���Õ�ß�SÄ¦Ä¦���������
ÑU�S´µ�]���¼���;ÑÒ�}��Ä¦�ÍÅ�´��µ´µ���7�Õ´µ�±�

ch(., .)
¹�²�´G���¼��ÉÊ��³Q��´ä�ÃÂ��µ²��	��´µÄ¦Â��µ��Ä¦�Q���(�;Â��S�±��´µ�	���¼���

ÑÒ�}��Ä¦��������´µ½������}���K³Q�Í��´���³Q�������
bh(., .)

�º¸%�¦���G�Q�o+}���]����²��±Å�´��µ�µ���/��´µ�&³Q�±�Q�
ηh
���±�.�Õ�µ���±�

²��½���³�����²�� �ß�S�K��´��Í¹�²��;���!Â���������´µ���,��´µ��³Q�������
qh
���±�Í²����³��Õ���S´��±�i+�Â��S�Í³Q�}������¹�²������

���Q�2Ä2�S��´µÂ�²����S��´µ�}���2ÑU�S´ä�����/���}���2��²(���������±��Ä¦�����Ä¦�}�������Õ���/���#³Q�}�K��´ä��´µ���j´���Ñ�¾°��²�Â
��´µ�&³Q�±�Q���¼���¼ÂO��²�½������ÃÂ��µ²��Ã��É��SÂ�Â��µ´�¹º²����r)¤ÂO�}²��	��ÉÚ´µ���±�ß�S���Ã���}²��Ã���}Ä¦Ä¦���.´��K³��SÂ��SÅ��µ���
���ÎÄ¦�}�������Q�Ã� ÉÊ����´µ�������K³Q�;� ÉÚ²����9�����µ�µ�0³Q���K��´µ��´��}�Ý´µ��Ñ�¾°��²�Ây� � �}²����QÑÒ��´µ�Q+�´µ�fÑU�S²�� �±��Ä2�S�Þ¾
¹�²����1¹º²�� ���Î����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�2����³Q�}����´���²�´µ���Í��� ���ÎÑ�����Ä!� Å�´µ�µ´������Õ´µ���

ch(., .)
���±������²����ÑU�S´ä�����Q�����&�S��´µ�&�ÕÅ����$�Õ²³��Õ�]���±´���´µÄ¦������´µ�}���������

����� ¹�²����±��´µ���m���6��²������µ��� ��²����}´ä�È�S�µ���±�ß)�³Q�Q�±��� Ñ����±Ä4²����S��´��}�Ë���±´�Â��µ���)½¤´µ����������¾
Â���������´µ����¾9���}²���Å�´µ�µ���}�����Q���Þ¾°�����µ������Â��µ²��¦�Õ�K�SÂ���������² ��� ����´��±����¾ �Þ¾°´��	�fÉ��S²����±���
®Ô¸%�
���G�Q�o+����}²��Í�Õ²��±´��}��� Â�²Ô�����S�µ��Ä¦������³&���}´µ��´µ� ³Q��Ä¦Ä!�9�����}´µ��´µ��Ä¦�9½��S��´��SÅ����0�µ�Î����������²��
�����/½�´ä���Q������� ∇u

�Q�2�µ²�´¼�S�����¤³Q´��Q�2²����ÑÒ�}��Ä4²����6��´µ���(½}�S��´��S��´��}�������µ�µ�È�Õ�K�SÂ������i+���²
���K³Q�}���Ô³�����´µ��´��4�µ�����Q�����Q²��!�����!����ÑÒ�}��Ä/�S��´µ�}� ∇u + ∇ut

�Q�4�����S�µ��Ä¦�������µ²�´	ÑU�Õ´µ���
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³Q�}���±����ÂO���K���±��²��õ���}²�½º�7�S²õÂ����}Å����QÄ¦���Ã�.���2�����µ²���´��}���2���}���/���}²��=�«ÑU�Õ´ä�2����½�´µ�&�6¾
�}�7�SÅ����Q���Q��Ä¦���±´µ�����&�S´µ���������Ý���G�Q�Í�fÉ dQ�����;�ÕÂ�Â����}ÑÒ���K��´������
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À¤²�´ä���;�S²��Ô����½º���µ��Â�ÂO��Ä!������� ��²Ý³&���SÂ�´ä�����4� �4ç Û���+�����²����Õ�µ�µ�����]����²����6���&�Õ�������
¹�²�����¹�²��;ÂO��²��²������!��´���³Q�±�Q��´µ�&�S��´��}�,���0� ÉÊ��ÂO�����S����²��Í���?³Q�}��½���³���´µ�}�y�O»���²���½������±�����
¹�²��?���}²��Í���}Ä¦Ä¦�������Ä¦����²����?�fÉÚ�}Å�������´µ��²����}ÂO���&�6���Q²��¼��´µ�&³����Q�o+�¹�²�´+����´ä�9³Q�}�������Þ¾
½��6��´µÑE���Ô���Q��Ä¦�;� ÉÚ�������±��´µ���

�1OQN Æ ^`S$Á�^�·�\sUX\]�vO
áE�}²����&�SÂ�ÂO���µ���1Å���´µ�Q½º�QÄ¦�����1���Q�.Â��±��Â��±´��������.¹�²�´K���}²��.´µ�������������������Q+º���}²��	�S²����}���

ÅO������´µ������� ���Õ�ß�6��´µ����� ��²�´µ½}�S���������
À¤�}´µ�

d
���$��´�Ä¦�Q����´��}�Ô��Â��6��´��Õ�µ�0��²=Â��±��Å��µ��Ä¦���KÀ���´ä�

Ω
²��=�}²�½º���Þ�]ÅO�}�����Î���

Rd +��²�j/�&�SÄ¦Ä¦�����Ã���Q��²��µ´µ�����KÀ¤�}´ä�
T
²��=������� ¹�²�����³Q�}�K¹�²��9ã����9�Q�

t
²��=������� ¹�²�����³Q�}�K¹�²��

���0� ÉÊ´��º�����±½}�S���µ�
[0, T ]

�
»��}²��Í��²�Â�ÂG�}�������9�Q���S���QÄ¦�����9³Q�}���¤²�ÂG�}²�������²��

t
�Q�����}²��

x
���

Ω
+K���;½º��³ß����²��

½�´ä���������
u := u(x, t)

+�¹�²�´Ã�����&�,��²�Â�ÂO������dQ���±�H�È��´ä½º���±���Q�K³Q�Ý�¤²����µ�ÝÂO�}²�������²��
t
�

¸%��ãK�3+º���}´µ�.�µ���&³��S���Õ´µ���
S := S(x, t)

���Q��´ä�.Â��S�1� ÉÊ��¹�²��6��´µ������� �����Õ����ÂO�}�±�.��²�´ä½��S�����.)
∂tS + u · ∇S = 0

�K�S���
Ω × (0, T )

∇ · u = 0
�K�S���

Ω × (0, T )

S(x, 0) = s0(x)
�K�S���

Ω

��í����o�

���
s0(x)

���±�2²����ÑÒ���K³ß��´µ���ý���
Ω
�������������È½}�S����²��2�K�S���

R
+

n
�µ�½���³�����²��

�����±Ä2�S�G�������Q��´µ��²��&�
Ω
�Q�Ã���=�µ���]³Q�}�K��´ä��´µ�������S²��2��´µÄ¦´ä�����	��²��

S
���}���]���}���������Ã��²��

�7_��
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��ÉÚ�Q�����QÄ4Å��µ�?���0ÂO�}´��º���$)

Γin := {x ∈ ∂Ω | u · n < 0}c ���Í��¹�²��S��´��}���.��í����o�Ã��ÉÚ��³���´ä½º�����������S�µ��Ä¦�����Í���}²�������ÑÒ�}��Ä¦�0½}�S��´��S��´��}�������µ�µ�?��²�´ä¾
½}�S�����?)

(∂tS, r) + (u · ∇S, r) = 0
�Uí��Ç_b�

�i�
r := r(t,x)

���±�Í²����?Ñ����K³���´��}�,���QãK��´µ�$�K�Õ���Í²�������Â��Õ³Q�4�SÂ�Â����}Â���´µ�i+G�S²K¹�²����
�SÂ�Â��S�±��´µ�����Í��²�±���±���0����ÑÒ�}�K³���´µ�}�

S
�

¸%��ãK�3+����}²��Î�ÕÂ�ÂG�Q���µ�����}���¼������Ä¦�$���?���&�S����ÂO���Þ�o+����/Ñ����K³���´µ���:���
x
�Q�9���

t
��²�´ä¾

½}�S�����?)
u · ∇S�	�Q�M¹�²�����¹�²����|�����QÄ¦�������|Ä¦´µ�|���?Â����}³Q��+6���}²��M�Õ�µ�µ�����E���ÕÂ�ÂG�Q�����E����²��?���Q�EÂ����}Â���´µ��¾

�����Î�����Î��¹�²K�S��´��}���?��í����o���}²«���4Ä2�S��´µ�����4��¹�²�´ä½}�Õ�µ�������!�����Î��¹�²K�S��´µ�}���?��í���_i��� � ��²��
�fÉÇ�ÕÅO�}���L+|�����4��¹�²��6��´µ�����!���2���&�S����ÂO�}�±��³Q���������Þ½º�����4� ÉÊ�������±��´µ�¯�U��½��S�µ²����=��� �����±Ä¦�
L2 �9���¦���ÔÑ����K³���´��}� S �y¯°����²�j¦�;ÂO��²��?³Q�����Ý���/³Q�}���±�ß�S�����?¹�²��¦��ÉÚ�������±��´µ�/Â��±����²�´ä���Â��S�M���.�����±Ä¦�Ã���	���&�S����ÂO���Þ�����±�%�¤²����µ�i+Õ³Q�]¹�²�´¤�7ÉÊ��Å���´µ�������ÍÂ��Õ�Þ��´µ�%���f��í���_i�+���4ÂO���&�S���
r = S

�Q���Q�´µ�����������Õ�º��Â��Õ�]Â��Õ�Þ��´µ�?)
(u · ∇S, S) :=

∫

Ω

(u · ∇S)S

=
1

2

∫

Ω

(u · ∇S2)

=
1

2

∫

∂Ω

u · (S2n)

= 0
¸%����²�´ä���i+�� ÉÊ��¹�²��6��´µ�}�=���Í�����Õ����ÂO�}�±�.½�����´äãK�¼²��2Â���´µ�K³Q´µÂO�Î��²2Ä2�6��´�Ä$²�Ä���	��³Q´O���

���&�Õ��²�´ä�¼Â��Õ�Í���!Â����}Â���´µ�Q���?��²�´µ½}�S�����/��³Q�}�������±½}�6��´µ���,���?���¦���}��Ä¦�
L∞

�Õ²,³Q�}²����¼��²
����Ä¦Â��£�r)

inf
x∈Ω

s0(x) ≤ S(x, t) ≤ sup
x∈Ω

s0(x) ∀x ∈ Ω , ∀t ∈ [0, T ]

�1Oe� x ·��¨¶s^`\sU`·��3_fU`·�S.T
Ü9�Õ���Ã³Q�ÍÂ��S�&�S�����ÕÂ����i+�����²��]�S²����}���	ÅO�����}´��=���9��´µ��³Q���Q��´������	³Q���±�ß�S´µ�����.½}�Õ��´��SÅ��µ���

�Q�/���}�K³Ý������QãK��´µ�/�����¦����Â��}³����2�����´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���f� � ��²��/�fÉ��SÅO�}���L+%���}´µ� Th ²��
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Ä2�S´��µ���Õ�}�=��²I���}Ä2�S´µ���=������ÉÊ��³Q��²��µ��Ä!�����

Ω
+E³Q�}Ä¦ÂO���������2���±´��S���}���Q����� ����²�� ��´ ¾

Ä¦������´µ��� ��² ���¦���Q���&�S�����������$�Q� ��´µÄ¦������´µ�}� ���±��´µ�Q++���}�����
K
�E» ��²��?´��º�����¤��²�´µ���}���

������²�´ä���i+}���]Ä/�Õ��´µ���±�]ÑÒ�}��Ä¦���µ�µ�i+Õ��ÉÚ����Â��Õ³Q� ������½¤´µ�����������%��´µ�&³Q�±�Q�����%¹�²��]����²������}�������}���
Xh

� c ÉÚ����Â��Õ³Q�������9��³��Õ���S´��±���
P1
³Q����Ñ����±Ä¦�4�����&�/���Õ���

X̄h
+G���}���Î���2���QãK��´ä��´µ�}�È���±�

�&�SÂ�ÂO���µ�;Â��µ²���Â�����³Q´�����Ä!�����Í�K�S���.� ��ç _i���
À¤�}´µ�]�����K³

uh
²����¼½¤´µ���������9��´µ��³Q���Q���9���

Xh
� c �?Ñ����±Ä¦�Í½}�Õ�±´��6��´µ�}�������µ���Î��´µ��³Q���Q���

��������¹�²��S��´��}���.�Uí��Ç_b�.ÂO��²��¼�S���}��� ��ÉÚ��³Q�±´��±�;���}²�� ����Ñ����±Ä¦�0��²�´ä½}�Õ�����6)
(∂tSh, rh) + (uh · ∇Sh, rh) ∀rh ∈ X̄h

��í��ÇÆb�
���Ý� ÉÊ´��K³������¤²��;���±���µ�;��³��S���Õ´µ���

Sh := Sh(x, t)
��²�Â�ÂO�����$�SÂ�Â��S�±������´��'�

X̄h
�

»��}²��1³&������³&���}���v�¼½º�}´µ����´���ÉÚ��¹�²��S��´µ���/���Ã���&�S����ÂO���Þ�1��´���³Q�±�Q��� ÂO�}��������� ���9Ä4d�Ä¦�
³��S�&�}³ß������´µ�±��´�¹�²���¹�²�� ��ÉÊ��¹�²��6��´µ���/���]���&�S����ÂO�}�±�1³Q�}����´µ�¤²���+��Î�&��½º�}´µ�1³����������±½}�6��´µ���/���
� ÉÊ�������±��´µ�;���Ý���}��Ä¦�

L2 �
c �Î³Q�}�������±½}�6��´µ���/���]� ÉÊ�������±��´µ����� ���9���}��²���´��}�

Sh
���±��ÑÒ�}�K³���´µ���¦��� ��ÉÚ���������}´�����²��

�Õ²,���Q��Ä¦�����4���&�S����ÂG�}�±�Î��´µ��³Q���Q���3p¼�9��ÉÚ�����Q���}´��!���!³Q����������´µ���4�U�Q½}�Õ�µ²����4���:�����±Ä¦�
L2 ��+���ÉÚ�}Å���´µ�����¼���,�±��Ä¦Â�����¡��Õ���9�K�Õ���V��í��ÇÆb��+����/Ñ����K³ß��´µ��� rh Â��Õ�Í���/Ñ����K³ß��´µ��� Sh �Q����Ý´��������}�&�S����Â��S� Â��S�±��´µ�?)

(uh · ∇Sh, Sh) :=
∑

K

∫

K

(uh · ∇Sh)Sh

=
1

2

∑

K

∫

K

uh · ∇(S2
h)

=
1

2

(∑

K

∇ · uhS
2
h dΩ +

∑

K

∫

∂K

uh · (S2
hn)

)
��í��ÚÛ��

���
K
���±� ²��Ý���µ��Ä¦�����Í¹�²��Q��³Q�}�K¹�²��;��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}� Th �

ÜÍ��²��³��Õ��ÂO��²�½º�Q���9�Õ�µ���±�Í���;Â����Q���Q���������GÀ¤��´ä�o+K�µ�������µ��Ä¦��������ãK��´µ�Í²���´��µ´µ���Q�ÍÂO��²��
���QãK��´µ�E���]½�´ä���������.���}���|���Q���M¹º²��.������´ä½º���±������³Q�	���.���]½�´ä���������

uh
ÂO��²��`dQ���±�.��²����µ�.Â��S�

���µ��Ä¦�����V�U������Ä!Â����1)O���µ��Ä¦�Q�����ÍãK��´µ�9���!�.����²�¢���´ �¤¾¿ÐÍ��½�´��S�±�o+����µ��Ä¦�������ÍãK��´µ�
P2
%
P0���µ� ��+¤�S²K¹�²��Q�G³��S�.��ÉÚ����Â���������´��}����í��ÚÛ������Í������²�´µ�Ã�S²/�����±Ä¦�Í���Í�&�S²����.�µ�Í�µ�}���4�����1ÑU�Õ³Q���

��²#Ä2�S´µ�����Õ�}���EÀ���´ä�o+f���}²��;²���´µ�µ´����}���$�����;���µ��Ä¦�������0ãK��´µ�?���!�)Ù�ÂO�
Pk
%
Pk−1

�S²K¹�²����
³��S�9��ÉÚ��¹�²K�S��´��}�Å��í��ÚÛ�� ���$�±����²�´ä�0�Õ²����Q��Ä¦�?��� ∇ · uh

�U�µ���¼������Ä¦�Q�
uh

�Q�
Sh

�Q�ß�S���
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�S�µ���±�Í³Q�}����´µ�¤²��]���}²�������²��L+��µ�Î������Ä!�;���0�&�Õ²�����É��S���¤²��µ�¤���

� �}²�����ÑÒ�}´µ�Q++�K�S���;³&���Õ³Q²�� ���¦³Q���?³��S�Q+f��ÉÚ��¹º²��S��´��}� �Uí��ÊÛÜ�Í���!ÂO��²��;��É��S���¤²��µ���0���
�}���������Õ��� Ü9�Õ���¼�µ�4³��S�¼�i�

uh
���±�z�/��´µ½������}���K³Q�$�¤²��µ���$Â��S�Í�����QÄ¦�����Q+O���}²��¼�yÉ���½º�}���

�S²K³Q²���� �������S��´µ���1�ÎÂ���´µ�}��´K���º����� ���9���&�Õ³Q�����
uh
��²��1³&���Õ¹�²�� �����QÄ¦�����

K
�Q�1���¼���&�Õ³Q�

���}��Ä/�Õ�µ�!�fÉÚ²��ÈÂO�}�µÙ¤����Ä!�¦���!�����}���¦_�Â��S�Î���µ��Ä¦�Q���6��³ÕÉÚ���±�0Å�´µ���È�µ�¦³��S�0ÂO�}²��
S2
h

���
Ü9�S���1�µ�Í³��S�1���/����²���²���´µ��´µ������´µ�}���	���������µ��Ä¦��������ãK��´µ�.��²!�¿Ù¤ÂO�

Pk
%
Pk−1

+}� ÉÇ�ÕÅ������K³��
���¦³����K��´ä��´µ�}�#´µ��Ñ�¾°��²�Â«���!����²��0ÂO����Ä!�Q�0Â��Õ�;�fÉÚ�}Å�������´��Î²�����½�´ä���������6�=��´ä½º���±�����K³��
��²����µ�ÔÂ��S�!���µ��Ä¦��������áM�Õ�!³Q�}������¹�²������Q+��µ�=�����±Ä¦�Ô���=�����Õ����ÂO�}�±�¦��´���³Q�±�Q�¦´µ�����±����²�´ä�
�}���������Õ�µ��Ä¦���º�2²����Ý�������±��´µ���²�Â�Â��µ��Ä¦���º�ß�S´��±���K�Õ���/��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}�õ���Ý���&�S����ÂO���Þ�-)%´��
�yÉ ÙÝ�S²��&�!�����K³ÎÂ��S��³Q�}�������±½}�S��´��}��}���}Å��S���;���0� ÉÊ���������}´µ���

¯°�K���±�1���º�S����Ä!�����1Å�´µ���2³������¤²-��³�Ñ¿�����º�����Í�S²����±�$�µ��â��û��¹�²�� � ÉÊ��ÂO�����S����²��1���]���&�S���Þ¾
ÂO�}�±����´µ��³Q���Q�4Â����Q�����º���=³�´ä¾)��������²��4����Â����������±½���Â��S�4������&�ÕÅ�´µ�µ´µ���=���

Sh
��� �����±Ä¦�

L∞
)}³Q��³Q´�½�´µ��������²!ÑX�Õ´ä�1¹º²��]�µ����³Q�¤��j/³Q´µ�������%�������&�7¾¿��´��S���}���S²��!���]���9Ä/�S����´�³Q���S�����S¾

³Q´µ�]�9³Q�Q���}ÂO���&�6����²��%ÂO��²�½�������dQ�����]�±���±´�³ß����Ä¦���º�������º�6��´µÑÒ�����	����³Q����j2³�´����º���������º�S��´�Ñ��
���}���M���4���G�Q��������ÂO�}���&�ÕÅ��µ���%���.� ÉÇ�ÕÂ�Â��S��´ä��´µ�}�!���Ã³Q�}Ä¦ÂO�}�±����Ä!�������M�}��³Q´µ�����6���}´��±���%�K�Õ���
���0���}��²���´µ���2��²�Ä¦����´�¹�²��Í������ÉÚ��¹�²K�S��´��}����� ���&�S����ÂO�}�±�Q+º�Q�	�ÕÅO�}²���´µ���������.Â��Õ�±ÑÒ�}´��©�0����¾
Â��S������� �µ��� ½}�S����²��±���µ´µÄ¦´µ�����

supxinΩ s0(x)
�Q�

infx∈Ω s0(x)
�

áE�}²�½º�}���Þ¾°����²��¦�SÂ�ÂO���Þ������¹�²�����¹�²��������}�µ²���´µ�����?�,³Q����Â����}Å��µ��Ä¦���®-p¼Å�������´µ�����
³Q�}�������±½}�6��´µ���ý������ÉÊ���������}´µ�,���j�����±Ä¦�

L2 ���±�2���õÑU�S´ä�Ô�Õ³�³Q������´�Å�����ÑU�Õ³Q´��µ��Ä¦�Q�������Ä!����´äãO�Õ�º�]�µ�������±��Ä¦�����Ã���$���QãK��´ä��´µ�}�Ý���9���;½�´µ���������
uh
��¸%�=���G�Q�o+¤���}²�����½º�}���]�����Ì�

½¤²Ý�K�Õ���]�µ�0³&���SÂ�´µ�����?� �4ç ÛÜ�.¹�²��Î���}²��]ÂO��²�½�´µ�}����³&���}´���´µ�]²����9½�´ä���������
uh

³Q��Ä!Ä¦�
���µ��Ä¦�Q���Í���

Xh
����´µ½������}���K³Q�0�¤²��µ���0Â��Õ�]�����QÄ¦�������Q�]�����µ�µ�?¹�²��?)

∑

K

∫

K

uh · ∇q2
h dK = 0

��í���âi�

�i�
q2
h

���±�9²��,���µ��Ä¦���º�Î¹�²�����³Q����¹�²������
M2

h

+�����Â��}³��������9�Q����Ä!�������ÍãK��´µ�
P2
���c �S�����Õ���}�6�U���!���QãK��´ä��´µ�}�����

M2
h

���±�����º�Õ�µ��Ä¦�Q���Í�����������$�S²�³����ÕÂ�´µ�����6� �4ç Û��e�ß�
¯°�.��²�j!�$ÂG�}²��4³Q�Q���¹�²��2���Ô½�´µ���������

uh
�SÂ�Â��Õ�Þ��´µ���������º�¦�S² ���7Ù¤�S² �����?ÑÒ���±Ä¦���

Å�´µ�µ´����7�Õ´µ��������²�´ä½��S�����Q�$)

bh(vh, qh) :=





∑
K

∫
K
qh∇ · vhdK +

∫
∂K

[vh · n] q1
hdσ

�����´�Ä!������´��}�,_
∑

K

∫
K
qh∇ · vhdK +

∫
∂K

[vh · n] (q1
h + qah)dσ

�����´µÄ¦������´µ���Æ
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���

qh
���±��²��Ý���µ��Ä¦���������

Mh
�����+¹º²��?)

Mh := M0
h +M1

h

qh := q0
h + q1

h, q
0
h ∈M0

h , q
1
h ∈M1

h

} �����´�Ä!������´��}�,_

Mh := M0
h +M1

h +Ma
h/M

1,p
h

qh := q0
h + q1

h + qah, q
0
h ∈M0

h , q
1
h ∈M1

h , q
a
h ∈Ma

h/M
1,p
h

} �����´µÄ¦������´µ���Æ
¸%����²�´ä����+6²����1��´�Ä!Â����1´��º�����}�&�6��´µ���$Â��S�|Â��S�±��´µ�	���r��í���âi�f���}²��EÂO����Ä!�Q�M�fÉÚ�}Å�������´��v)

∑

K

∫

∂K

q2
huh · n dσ = 0

ÜÍ² ³Q�}²�Â3+yÂO�}²��;²����¦½¤´µ���������¦�&�6��´µ��ÑX�Õ´µ�&�Õ�º�=�Uí��Çâb�¼��� Â��µ²��$���/���Ý³Q�}�������Õ´µ�����/���
��´ä½º�����}���K³Q�$�¤²��µ�µ�4Â��S�Í������Ä!�����o+����/�±�����6��´µ�}�Å�Uí��ÊÛÜ� ���Q½¤´����º�9�����S�µ�4�

0
� » ��²��¼�}Å����ß¾

�������¼�S´�����´y���!³Q�}�������±½}�S��´��}�����0� ÉÊ���������}´µ�?���0���}��Ä¦�
L2 �
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TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
�.�2³&���SÂ�´µ�����/�����$³Q�}���&�}³Q�±���=�Ô���ÔÂO�����Õ�µ´µ�&�S��´��}� �����4��´���³Q�}����´µ�¤²�´ä�����Q�����/���=½�´ä¾

���������i+%�µ���±�&¹º²���µ���¦��¹�²��6��´µ�����2����»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á}���/���}���/�±�����}�µ²����/�¤²�Ä!����´�¹�²���Ä¦���º�� ��É��S´����#�fÉÃ���µ��Ä¦���º���Ôã���´��Q+]���Qã���´����&�S���²����:½¤´µ���������«��´µ�&³�������´���²�����¸��Ì��� ���o+Ã���
³Q�}��������²K³���´��}�#���¦³Q���)Ù�ÂO�¦�fÉÊ������Ä!�������ÎãK��´��0����ÂO�}���!��²��0�µ�!ÑU�S´ä�?¹�²��������;�����}�����;���
��´µÅO���Þ���0���QãK��´µ���ß�S���]���?½�´µ���������Î�����º�]��´µ��²����]�µ�Î�µ�����!����� �Õ��dQ�����]��²ÔÄ2�S´µ�����S���?�X��²Ý�Õ²
Å��Õ�ÞÙ�³Q���������Í�����1ÑU�Õ³Q���1���2Æ?��´µÄ¦������´µ�������£+º�Q�.Â��S�1���ÎÄ?d�Ä¦� ´�Ä¦ÂO�}�������.���;³�������´���²�´µ���
���³Q�;����²��fÂO��´µ�����

�.�Ã�)Ù�ÂO�]�fÉÊ���µ��Ä¦��������ãK��´µ�������Q+S������� ���o+Õ�µ�ÃÂ��µ²��%��´�Ä!Â����]¹º²��Ã� ÉÊ����Â�²�´µ�����]�}Å�������´��
ÂO��²��]��½º�}´��	²����Î³Q�}��½º���±���Q�K³Q�9²���´µÑÒ�}��Ä¦�¼���=Ñ����K³���´��}�Ô��²�Â��S�]��²=Ä/�Õ´µ�µ���S�}�V)�³��S�&�Õ³ß¾
�����±´����¦Â��S�?�����;ÂO�}�µÙ�����Ä¦���?���/�����}����!��²��;³&���Õ¹�²��¦���µ��Ä¦���º�$��²#Ä2�S´��µ���Õ�}���U�����K³
���!Â���²��0ÂO�Q��´µ�;���Q���±�!ÂO�}����´µÅ��µ�!ÂO��²��Î�}Å����Q��´��Î²��:�ß�S²��È���!³Q���º½º�����}���K³Q�!�}Â���´µÄ2�S� ��+
´��+���;ÂO��²���d������;�±��Ä¦Â����}³Q�?Â��S�Í�����Í�Q����Ä!��������ã���´��¼���0�¿Ù¤ÂO�

P1
³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�;Â�²�´µ�&¹º²��

���Ý���}Ä4Å��±�Ô���Õ�ß�S����������}�����2���Ý��´µÅO���±������±���S�µ���±�/´µ����²�j/�&�S���/ÂO��²��!½�����´äãK���¦²����
³Q�}�K��´µ��´��}����� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � ����¢�¢�´O²���´µÑÒ���±Ä¦���

� �Õ�µ�}���?³Q�Q����+K´µ�|�SÂ�Â��Õ���¤n��¼³��������&�Õ��´�³ß���}´��±�i+��fÉÊ²��ÂO�}´��º�¼���Î½�²��0Â�²�����Ä¦�Q����Â���Ù�¾
��´�¹�²��i+|�fÉÚ�}Å�������´µ�$³Q�}Ä¦Ä¦�¦���}�µ²���´µ�}� �¤²�Ä¦����´�¹�²��i+y²����¦½�´ä���������2¹�²�´����}´ä�$���}� ³�������´ä¾
�¤²��i+M�S���}���4¹�²��2��ÉÚ��³Q�}²��µ��Ä¦������¹�²��2��ÉÚ�}� ���}²����Õ´ä���2��´�Ä$²������?� ÉÊ���±�7�MÜÍ�2Â��µ²��Q+E²�� �����
³&���}´ä�=�fÉÊ����Â��}³Q�Î��´µ��³Q���Q�Ã´��������¤��²�´µ�]�����Ã´����±�&�ÕÅ�´µ�µ´µ�����]�¤²�Ä¦���±´�¹�²����ÃÄ2�S�µ½����¤²����¨í��S´�����´
� ÉÊ��ÂO�Q�&�6����²��$���2��´ �G²���´��}� �ÕÂ�Â��µ´�¹�²��/�Ý���=½�´ä���������2³Q�����/�����$³Q��²����Õ�º���$���2��´ �G²���´��}�
Â��Õ���Õ��´ä����� �Q�Í���}�K³Î�����1�¿Â���Ù���´�¹�²����Ì�?��³QÑ)�¨�ä��Ûu�����

�7_�·
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�����0�����µ²���´µ�}�ÂO������´µÅ����;³Q������´µ�±���;��½�´�����Ä¦Ä¦��������³&���}´���´µ� ²��,�S²����±�0����ÂK�}³Q�;��´��Þ¾
³Q�±�Q�¦¹º²�´Ã³Q�Q�����=Ñ���´µ�����Q�&�,³Q���º��´µ�¤²y� � �S�µ����²�����²�����Ä!�����o+�³Q�Q�±���=���}��²���´��}�I�yÉÚ���±�!¹�²��
Â��S�±��´��Q���µ��Ä¦���º�2�&�6��´µ��ÑX�Õ´µ�&�Õ�º�������Õ���¦���ÈÄ!����²����Ý���j�µ�ÝÂ��µ²��/ÂO�Q��´ä�/����Â��}³��ÂO�}����´µÅ��µ�
�&�6��´µ��ÑU�Õ´µ�&�S���!���,³Q�}�K��´ä��´µ���I´µ��Ñ�¾°��²�ÂI�Q�!���}�K³�²����2½�´ä���������l����´ä½º�����}���K³Q�=�¤²����µ�=Â��S�
���µ��Ä¦�Q���

K
��²«Ä2�S´µ�����S���H��á ���¼Å�²��µ���!ÂO�}²��0���2½�´ä���������i+yá�×=ÂO�}²��0����Â����Q����´µ���Æ�¼����¾

���&�on����0²��Ý��²���³��ig��]�ß�Õ�º�¼�S²Ý��´µ½��7�Õ²���0����Â����}³Q�0Ä¦��Ä¦�}´µ���;¹�²��;��²Ý����Ä¦Â���³��S��³�²�� �
�����1�ÕÂ�Â��±��³&���1´µ�����Q��Ä¦����´��S´��±�1³Q�}����´µ�±���������K³%���}�;Â��S�`�Ã���µ´�Ä!´������f���Õ�ß�S�µ��Ä¦�����+���

Â��S�±��´��]��´���³Q�}����´µ�¤²�� ���]���¼½¤´µ���������i+ÕÄ2�S´��Z�¼���!�µ´µÄ¦´ä�����%��´�ÂO�}����´µÅ��µ� �µ���%��� �����%����ÑU�S�±�����
��²��;���Ý¹�²��S�µ´µ���/Â���Ù¤��´�¹�²��¦�Q�?�¤²�Ä!����´�¹�²��/��²#������²��ä�ß�6�7�E�	��³Q´�ÂO��²��?�7ÉÊ��Å�������´µ�;�������±�
�S²����±�ÔÂ��S�!���:ÂO�Q���Õ�µ´µ�ß�6��´µ�}�j���Ô���:Â��S�±��´��Ô��´���³Q�}����´µ�¤²��Ý�����!�}�&�S�K����²����!Â���Ù���´�¹�²����
��´µ��³Q����������)�³Q�=���}���¦¹�²���¹�²����!²������¦���Ô³����!Ä!�Q�����¤�����¦¹º²�´	½������VdQ�����Ô����³���´ä�����!���
�Q��²K��´µ�����Í³Q´ ¾)����������²����

� Oe� x \! -T�·£U`·�S.T��vO
� ½}�Õ�º�����Ã³���Ä¦Ä!���K³Q���E�µ�������QÄ¦�����±���&�6��´µ�����Q+6´µ�¤���±�M����³Q�Q���&�S´��±�Ã���.ÑU�Õ´µ���	¹�²��Q��¹�²����

���ÕÂ�ÂO���µ�/���=���}�&�S��´��}�����Zp¼�q�&�SÂ�ÂO���µ���Ý¹�²��
Xh

�����!��ÉÚ����Â��Õ³Q������¦Ñ����K³ß��´µ�����!½���³����S¾
�±´��Q���µ���!��´µ�����

P1
���}�I³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦���4��²��$�µ��Ä2�S´��µ���Õ�}�=��²I���}Ä2�S´����=Â��ºÙ���´�¹º²����Q��¹�²��

X̄h
�Q������ÉÚ��������Ä$Å��µ� ������ÑÒ�}�K³���´��}����½���³����}��´µ���µ���Q�:��´ä�����

P1
³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦������²���µ� ��´ä�

Ä/�Õ´µ�µ���S���ß)1����²��Ô��½º�}���=���}�K³�������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����=������ÑÒ�}�K³���´µ�����=��´���³Q�±�Q�����=��´µ��³Q���¤¾
��´���²����¼�Q�9��´µ��³Q���Q�����9³Q�}����´µ�¤²��Q�¼��²��Í���}�����?Ä2�S´��µ���Õ�}�i+G��½���³;���¦�±�����S��´��}�,��������Ä4Å���´µ�±���
��²�´ä½}�Õ�����

X̄h ⊂ Xh
�O�.�����Q��Â��Õ³Q��� ���}�������}�����Í���0�������}��Ä!� ||.||h �

á��S��³���������¹�²��Q���o+�´µ�+���Q½�´µ������ÂO�}����´µÅ��µ�?���;����³���´µ���0Â�����³Q´µ����Ä¦���º����ÉÚ��������Ä4Å��µ�;�����
Ñ����K³���´��}���%����²��µ��Ä¦���º����´µ�&³Q�}����´���²�����³Q�}Ä¦Ä¦�Ã�Q�ß�S����²�����²�Â�Â�����Ä!�����ß�S´µ��� ���

X̄h
�K�Õ���

Xh
+��Q�Í¹�²�´y�����&�����Õ���;Â��S��������²�´ä���

Xh
′ � c �!���Qã���´µ��´��}�������}³����?¹�²�´y�������/�Õ���}Â���������QÂO���K���&�Ô�����0Ä!�Q�����¤�����0��Ä¦Â��µ�6Ù������;����³Q��´ä���Q�;Â��S�Î������²�´µ�����+ÜÍ���0�µ���±�0�Q�?³���Ä¦Â����

�����¤²#���!���Õ�����!�}Å��¿��³���´µÑ�+f´µ�1�SÂ�Â��S�&�on��;���6��²����Q�����!ÂO�����S��´µ�����?³Q�Q�0����ÂK�}³Q�
Xh
′ �����µ������Q²��Ô�)Ù�ÂO�������0Â����¤³Q�������

»��}²��=���QãK��´µ�����}���=���º�S���QÄ¦�����=²��ý����Â��Õ³Q�È���,ÑÒ�}�K³���´µ�����=��³��S���S´µ�����Q+.���Õ���
Mh

+
½�����´äãO�S����²����;³Q�}�K��´µ��´µ�������Î�)Ù�ÂO� � �SÅu�²���ÁÕ�6¾ � ����¢�¢�´f��½º��³

Xh
)

∃c 6= c(h) | sup
vh∈Xh

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh|| ∀qh ∈Mh
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h
���±� ���0Â��S�Í��²ÝÄ2�S´µ�����S���0�Q����� ||.|| ������´µ�}���;²����0���}��Ä¦�;�����������0��²�� Mh

�
Ü9�Õ���%²��!Â�����Ä!´���������Ä¦Â��Q+Õ´�������Ä$Å����]���6��²��±���K���]�µ´�Ä¦´ä���Q�%� ÉÊ´�Ä!Â��}³��1�����1��´µ��³Q���º��´ ¾

�¤²�´ä�����M�Q�������K³	���	�µ´µÄ¦´ä�����E�����M�&�Õ²��������	���}�E½}�Õ�±´��SÅ��µ���%��´µ�&³����Q���Q�7�}�9ÉÊ���±�%³Q�Ã¹º²��	���}²��
��½������Í�������}Ä¦Ä¦�0����Ä¦�Q���������;���;ÂO�Q���Õ�µ´µ�ß�6��´µ�}�,����� �ß�S²������ � �S´µ��´��y�Q��� �����S�µ��Ä¦�����
ÂO������´µÅ����2���2�µ´µÄ¦´ä�����?��ÉÚ���������}´��2�����$��´���³Q�}����´µ�¤²�´ä���Q�V�Ô���&��½º���±�?²��#�����±Ä¦�2���/ÂO�����7¾
��´µ�&�6��´µ���jÅ�´µ���j³&���}´���´ií�³Q�¹�²��Ý���}²�����½º�}���/�������}Ä¦Ä¦�ÝÂO�����S�µ´��&�6��´µ���õ���Ý� ÉÊ���������}´µ�
��´µ�&³Q�}����´���²����

� O�Ë " \©U`�=S6�=W]� �=WKÁ�\(T�_.a�·��3_fU�·�S.T5O
� ´µ���,¹�²��?ÂO�}�±�ß�S���¼�����Í����Ä!�¼��´��G�����Q�����,�������Í�&�S²����Í�}²,���?� ÉÊ���������}´µ�4��´µ��³Q���º��´ ¾

�¤²��¤�£+O�µ���¼Ä¦�Q�����������¼���$ÂO�����S��´µ�&�S��´��}�:���º½�´µ�ß�S�}�����9´�³Q´|ÂO��²�½º�����¼���$�±�����±��²�ÂO���9�K�S���
²��:Ä4d�Ä¦�4³��Õ�����$Ä2�S������Ä2�6��´�¹�²��i+O����²��µ���9�µ��²��±�9´µ�������±Â����Q�ß�6��´µ�}���9ÂO�}²�½}�Õ���0�Õ�µ�}���9���
��´µ����´����}²������

� ´µ����´��µ����Ä¦�Q�����������%���ÃÂO�����S�µ´��&�6��´µ���¦����³Q��´ä������´�³Q´h+Õ���]³��S�&�Õ³����Q��´µ���Q���%Â��S����É����)��²��
�K�Õ���]�µ���Ã��¹�²��6��´µ�����]���0»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ����}Á��Q� ��´���³Q�±�Q�����Ã²���²����µ����� � É�²���������Ä!�Î���9ÂO�����S�µ´ä¾
�&�S��´��}�/Â��S�±��´�³Q²��µ´µ����������ÂO���K�K�S���	��� ���ÎÄ!�Q�����¤���¤�����.¹�²�´K����²��1ÑÒ�}��Ä¦�]½}�Õ�±´��6��´µ�}�������µ���
�����&�4����Â����Q���Q�����0Â��S� ���4ÑÒ�}��Ä¦�0Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���;��²�´ä½}�Õ�����6)

d : Xh
′ ×Xh

′ → R
�°·¤���o�

d(εh,u
′
h,v

′
h) =

∑

K

1

εK
dK(u′h,v

′
h)

�°·¤��_i�
���

εh = (εK)K
���±�9²����$ÑX�ÕÄ!´��µ�µ�����$ÂK�Õ�&�SÄ¦�Q�������Íã������Q+G���}���Î³����}¹º²��4�Q����Ä!�����

ÂO��²���dQ���±�Ã´µ�K��´µ½¤´���²������µ��Ä¦���º�1³&���}´���´���²��M�µ���%�Q����Ä!�������
K
��²�Ä2�S´µ�����Õ�}�]���%���

dK(., .)���±��²����0ÑU�SÄ¦´µ���µ�?���0ÑÒ���±Ä¦��� Å�´µ�µ´����7�S´µ����� ã������������QãK��´µ������²��
Xh
′ ×Xh

′ �
»��}²��1���}�������}���1���º�Õ�µ��Ä¦�Q���

a∗(., .)
���ÎÑ����±Ä¦� Å�´��µ´µ���7�S´��±�Í���Í��´ �G²���´��}�/ÂO�����S�µ´������i+

���QãK��´µ�;��²��
X ×Xh

Â��S� ���4�������6��´µ���Ý��²�´µ½}�S�����?)
a∗(uh,vh) = a(uh,vh) + d(εh,u

′
h,v

′
h)

�°·¤�ÇÆb�
���

u′h
�Q�

v′h
�����º�Ô�µ���=Â������)�Q�����=��²��

Xh
′ ���:�±����ÂO��³���´ä½º��Ä!����� uh ∈ Xh

�Q�
vh ∈ Xh

�
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¸%��ãK�3+Q����²��yÑÒ�����}���y���º�Õ�µ��Ä¦���º�|�µ���y��Ù�ÂO�Õ�����������v�U¹�²�´}�������}���|����Ä!�������������y�µ���±�&¹º²��

���}²��.���}�������±�����1���ÎÑÒ���±Ä¦� ���K�Õ³����Í�����%�����±Ä¦���1����ÂO�����S�µ´��&�6��´µ����%�fÉÚ���µ�µ´µÂ���´�³Q´µ���¼��� ���
Ñ����±Ä¦�;Å�´��µ´µ���7�S´��±�4���?��´��G²���´µ����ÂO�����S�µ´������?�Q�¼���$³Q�}����´��¤²�´µ���$���$³Q�������;Ä?d�Ä¦�;Ñ����±Ä¦�
Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���6)

∃α(h) | ∀vh ∈ Xh α(h)||vh||h ≤ a∗(vh,vh)
�°·¤�ÚÛ��

∃β(h) | ∀uh,vh ∈ Xh a∗(uh,vh) ≤ β(h)||uh||h||vh||h
�°·¤��âi�

À¤²�´ä���=�Ý����²������4³Q���4���QãK��´ä��´µ�}���Q+E���}²��$´µ�����±����²�´µ�������4�µ���$���}²�½º���µ�µ���4��¹�²��6��´µ�}���
���$À�����Á}������´���³Q�±�Q�����'���±�����}²K���±�i+K¹�²�´f���0Ä!�Q�����Q���Í���}�K³Î����²�� ����ÑÒ�}��Ä¦�4)

a∗(uh,vh) + b(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ Xh
�°·¤�Çíb�

b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh
�°·¤� ·��

c ÉÚ´������$¹º²��;����²��¼�Õ�µ�µ�����¼�����r�!Â��±���������Í��²�´ä½��±�?���±������������´µÄ¦Â��µ���OÜ9�Õ����²���Â�����¾
Ä!´����E���QÄ¦Â��Q+Õ����²����Õ�µ�µ�����%Ä¦�}�����±���M� ÉÊ����´µ�±�����K³Q�Ã�Q��� ÉÊ²���´�³Q´µ��� �fÉÊ²����Ã�����µ²���´µ�}�6�,�°·¤�Çíb��+
¹º²�´E���4���}���9��´µ���È�fÉÇ�Õ²��������9¹�²��4�µ���9��¹�²��S��´��}���Î���¦À�����Á}���0�S²���¹�²������µ���9����²��0��½º�}���
��´µÄ¦Â��µ��Ä¦�����Î�����¿��²��������0�����9���Q��Ä¦���Î����ÂO�����S��´µ�&�6��´µ���y�yá��S�9���2��²�´ä���i+G����²��Î�Q½}�S��²��ß¾
�±�����Î�µ�4�ß�S²��È���!³Q���º½º�����}���K³Q�!���!�������}��²���´µ���«��´���³Q�±�Q���!���l�°·¤�Çíb��½º�Q���Î���2���}�µ²���´µ���
³Q�}����´���²������$��_��Úë�� ¾���_��µ��×b��+Õ���}�&�ÕÄ!Ä¦���������!ÑÒ�}�K³���´µ�}�2������Â��S�&�SÄ¦�Q���±���

α(h)
�Q�
β(h)´µ����������²�´µ���ÍÂ���²�� �°�Õ�7��¸%��ãK��Q�ÍÂ�²�´µ�&¹º²��?���Q�¼����Ä2�S��³&�����¼����³���´ä�����¼³Q´ ¾)��������²��9�Õ²��±���º�

�Q���Ý�±�7�Õ�µ´µ�������/���ÝÄ2�S��´µ�����Ô���µ�}Å��Õ�µ�i+%���}²��/����ãK��´��±�����¦���K�Õ³�����Ä¦�����¦�µ���!�����±Ä¦���¦���
ÂO���K�Õ�µ´��&�6��´µ�}�=���/ÑÒ�}�K³���´µ���������.Ä¦�Q�����������.��Ä¦Â����7Ùº�����.���	���}²��	�Q�2Â����Õã������±�����	ÂO�}²��
½�����´äãK��� �µ���Í��´��G�����Q�������Í�Õ�������±��´��}��� Â�������²�Â�ÂO�}�������Í�K�Õ���Í³Q�0Â��S�&�S�����ÕÂ����}�

� O7w ¿?S.a�µ1U`·�S.T _.µ ��£=�tUX�&Â WKÁ�\]T=_.a�·��3\$O
# Ñ�y'ÑÌÔ $ ä�æ�àtæ§å�÷ZÑ

À¤²�Â�ÂO�}���}���Í���}�K³Î� ÉÊ����´µ�������K³Q�?�fÉÊ²����0�����µ²���´µ�}�����°·¤�Çíb�	�Q�ß�SÅ��µ´��}� � Ù¤�S��� ��²�Â�ÂO�}���
��ÉÚ�Q���µ´µÂ���´�³Q´ä���Î���Í���?Ñ����±Ä¦�ÍÅ�´��µ´µ���7�S´��±�

a∗(., .)
+�´µ�O���±�]�S���}���	�Q½¤´����Q���]¹�²��Í���0½�´ä���������¼���±�

²���´�¹�²��}�GáM�S�����!��²�´ä���i+�� ÉÊ²���´�³Q´ä���$���;���!Â���������´��}����±�����}²��¼�Õ²�����´y�Q½�´����������.���Q�ß�SÅ���´µ�
�K�S�������9Ä¦����²��±� ���¦���9ÑÒ�}��Ä!� Å�´��µ´µ���7�Õ´µ����������´µ½������}���K³Q����´µ��³Q���Q���]��²�´ä�1²���� ´µ�����º�Õ�µ´ä���
�����)Ù�ÂO� � �ÕÅu�²���ÁÕ�7¾ � ����¢�¢Q´���²��1�����.����Â��Õ³Q���Ã��´���³Q�±�Q���	����½�´ä���������Í�Q�	���ÍÂ���������´µ���y��¸��
³Q�}������¹�²�����³Q�i+����Õ���±�ÎÂ����}Å��µ��Ä¦�0��´µ��³Q���Q�P�°·¤�Çíb�Ã�Õ��Ä¦�Q�]Å�´����Ô²����Î²���´�¹�²��Î�����µ²���´��}�Ô��´
³Q�Q���µ��¾)³Q´y����´µ�±�����
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# Ñ�y'ÑhÐ �/ü]æÌÚiå�Ø¨ä�à
Ø�Ñ

ÜÍ�;���!Ä4d�Ä¦�0ÑU�u¡Q����¹º²��;ÂO�}²������!����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�����;��ÉÚ²���´�³Q´ä���i+K�µ����Â��±��²�½º���Í���
� ÉÊ����´µ�±�����K³Q�¼���Í���}��²���´µ���=�Õ²¤�/��¹º²��S��´��}���z� ·��Úí�����ÉÊ�Q�ß�SÅ���´µ���������Ã����Ä2�Õ��´����±�Í�±�ß�S�K�K�Õ���f�
¸%�ý���G�Q�o+.��ÉÚ�Q���µ´µÂ���´�³Q´ä���È���,���#ÑÒ���±Ä¦�,Å�´µ��´µ���7�S´µ���

a∗(., .)
�Õ����²��±�:��ÉÚ�ß��´��±�����K³Q�È�fÉÊ²����

½�´ä������������´µ��³Q���Q�����9��������¹�²K�S��´µ�}���1ÂO�Q���Õ�µ´µ���Q�����¤ÜÍ� ���9Ä?d�Ä¦�]ÑU�u¡Q�}�3+����Î³Q���K��´ä��´µ�}�2���� �SÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´OÂO����Ä!�Q�����;³Q�}�K³Q�µ²����$�4��ÉÊ����´µ�������K³Q�;�fÉÊ²����0Â��±������´µ�}���´µ��³Q���Q���0���}�
����´ä½�´��S����Ä!�����]�¤²��µ������ÜÍ�9Â���²��Q+�³Q���]³Q�}�������Õ´µ�����Q�]���}²��]ÂO����Ä¦���������º� ���Î³Q�}�K³Q�µ²����P�$���
³Q�}����´µ�¤²�´ä���Ã�����M���}�µ²���´µ�����M���$ÑÒ����³���´µ���������M���������Q���o+S³}ÉÚ���±�Þ¾��6¾)��´µ���.Â���²��MÂ��±��³Q´µ����Ä¦�����
¹�²��0� ÉÊ�����4� ÉÊ´��������S�µ´µ���?��²�´ä½}�Õ�º���?)

∃η(h) | ||uh||h + ||ph|| ≤ η(h)||f || � ·��ÚÏ��
# Ñ�y'ÑÓÒ �¯ãZävñvØLÝ={�Ø¨ä'à
ØZÑ

Ð��ÕÂ�ÂO�����}��� �S²�Â��S���&�Õ�}�9¹�²�����¹�²����	���Õ�ß�6��´µ�����]¹º²�´G�����±�����	²���´��µ���	ÂO�}²��	���Õ���±�9����¾
Ä¦�}�������&�6��´µ���f� � ´µ����´

Vh
������´��}���4��ÉÊ��������Ä4Å��µ�4�����¼ÑÒ�}�K³���´µ�����¼½º��³������±´��Q���µ���Î���

Xh
�

��´ä½º�����}���K³Q����´µ��³Q���Q��� ��²����µ�i+}ÂO��²������9Ñ����±Ä¦�]Å�´µ��´µ���7�S´µ���
b(., .)

��»��}²���²���´µ��´µ�������}�������º�6¾
���QÄ¦�����]�µ�ÎÂ������¿��³ß����²��

H1
0

¾°�}�±�����}�}�����S�f���
H1

0

��²��
X̄h

������´��}���ÎÂ��S�Ã���$��²�´µ���ÎÂ��S�Ã���
���}�&�S��´��}�

P̄1
h

�
À¤²�´ä���$�!³��������Õ�ß�6��´µ�����o+����}²�������������������ÉÊ�������K³��?��²Ô�������}����Ä!�?)

l ç+�wOv7©�ª«¢#®G�äû|�Urnm 	��4! u, p �Z���3�	;�)�,!>�?	��=�%���t�@&9	�A1��B��8�:�X� m !7	��X���8C?D=EGF�HJI�C?D=E�KXL�H- �"�r��� 	����������
	��1� &��:&9���(�
���W!>�\M;� ��� �"!0������� H2 ∩H1
0

�W! L2
0 ∩H1 E

m � uh, ph
�X�����®'J�����"!d&9���(�
���W!4��M;� ��� �"!c���oM��4!7��������W!^�Z�.�@&9�������?	����	;�)�,!>�?	��=�8�������- �"��!>�?	����tC'��E��9H�/5�;��	�&��r	��������t���Ïi	�&9�J!>�*	����e� � & &9� �S&]���,��M;���"!7�%P

∃c(h, εh) | ||u− uh||h + ||p− ph|| ≤ c(h, εh)h (||u||2 + ||p||1)
�°·¤�Çëb�

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
�	�Q�±���Ô����Ä¦�}�������&�6��´µ���q��ÉÊ��Å���´��Q���¦���ÔÄ2�S��´µ�����Ý³Q���S����´�¹�²�����p¼�(³Q�}Ä¦Ä¦���K³Q�����:�����K³
Â��Õ�0�Q½}�S��²��Q�;��ÉÚ���±����²��;³Q�}Ä¦Ä¦´µ���!��²��0����½�´ä���������i++��½}�Õ���?���/���Q������Ä¦´µ�����0��ÉÚ���±����²��0���
Â���������´µ���y�

À¤�}´µ�
vh

²��È½º��³�����²��;¹�²�����³Q�}�K¹�²��!ã����¦���
Vh

�+»��}²��0���}�������}���;Â��S�0����²K³�´��?���
³Q�}Ä¦Ä¦����´ä���i+

eh
�X������Ây�

e′h
�	�µ��� ½���³����Q²���� ��²�´µ½}�S�����P)

eh := uh − vh

e′h := u′h − v′h
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�i�Ý�µ��� ½���³�����²����

u′h
�Q�

v′h
������� Å�´µ����Q½¤´�����Ä!Ä¦�����Í���������µ��Ä¦�Q���������

Xh
′ ´µ����²�����Í���$����³Q�}Ä¦ÂO�}��´µ��´��}�Ô�����.½º��³����Q²����

uh
�Q�

vh
���

Xh
��²��.�µ���	����²��Þ¾°����Â��Õ³Q���	��²�Â�Â����ß¾

Ä!�����ß�S´µ�����
X̄h

�Q�
Xh
′ �

p¼�³Q��Ä¦Ä!���K³Q�0Â��S� ��³Q�±´��±�;��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���0����´��Õ���}²����Õ´µ���?³����S����´�¹�²��0��²�´µ½}�S�����?)
||u− uh||h ≤ ||u− vh||h + ||eh||h

�°·¤����×b�
»��}²��.�S�µ���}���������&��Ùº���%���]Ä2���)���±���%�µ�Ã���Q��Ä¦� ||eh||h

�¼��É��S´��������Q����¹º²��S��´��}���]�°·¤�Çíb�
�Q������� �����Õ�K����²�����Â��ºÙ���´�¹�²����

u, p
�K»��}²���³Q��Ä¦Ä!���¦¡Q�}���Í���}�K³ÎÂ��Õ�]��³Q��´µ���?)

||eh||2h ≤ a∗(eh, eh) ≤ a∗(uh, eh)− a∗(vh, eh)
�°·¤���}�o�

�	�}����´��������}���s� ·��Úí��£+��µ���+���º�S��´ä���Q�|Â��±��³Q�������������+ÂO��²�½º�Q���+���%���Q��³Q��´µ����³Q��Ä!Ä¦�%��²�´µ�Z)
||eh||2h ≤ (f , eh)− a∗(vh, eh)

�°·¤����_i�
c �.Â�����Ä¦´µ���|������Ä¦�.��²$Ä¦��Ä$Å����.���Ã���±��´ä���.���.���Q��³Q��´ä�M���$ÑÒ�}�K³���´µ�}�������E��¹�²��6��´µ�}�����_��Úë�� ¾£� _�����×��H�U���}²��=�����}��´µ�}�����}���Ô�µ����������Ä¦���=��²���� ��� ������³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦´ä���:�K�S���=���

Ä!����²����0����µ��²��±�Í³Q�}Ä¦ÂO�}�±���QÄ¦������� �}��� �Q���;�������4�Q��²K��´µ���Í���Õ���$�Ç_ÕÏu�y��²*�ä��Û��û��)
||eh||2h ≤ a(u− vh, eh) + b(eh, p− qh)− d(εh,v

′
h, eh)

�°·¤����Æb�
�i�

qh
���±��²��Ý���µ��Ä¦�����Í¹�²�����³Q�}�K¹�²��;���

Mh
�

»��}²��2��½������¦Â��±��³Q������Ä!Ä¦�����¦��²�Â�ÂG�}���Ý���È³Q���º��´µ�¤²�´ä������Ý���ÈÑÒ�}��Ä!�ÝÅ�´µ��´µ���7�S´µ���
a∗(., .)

Â��Õ���&�SÂ�ÂO���Þ�1�:���,�����±Ä¦� ||.||h ��»��}²��!ÂO��²�½������¦���}�K³=���(³Q�}�K³Q��²��±�¹�²yÉÊ´�����õ�����=���,Ä?d�Ä!�,ÂO�}²������ ÑÒ�}��Ä!�,Å�´µ��´µ���7�S´µ���
d(εh, ., .)

+	��½���³�²����:³Q�}���±�ß�S�����:���
³Q�}����´���²�´µ���

c(εh, h)
¹�²�´GÂO��²��]����ÂO���K���±�Î���¼���?ÑX�ÕÄ¦´µ�µ�µ�Î���¼Â��Õ�±Ä¦�Q���±�

εh
Ä2�S´µ� �S²�����´

��²:Â��S�&�SÄ¦�Q���±�
h
� � �����S���Î³Q��Ä¦Â���������³Q������+G´µ�����Q½¤´����º�;�Õ�µ���±�ÎÂO�}����´µÅ��µ�!�fÉÊ��³Q��´µ���4���

Ä/���¿�}�&�S��´µ���Ý��²�´µ½}�S�����?)
||eh||2h ≤

(
||u− vh||h + ||p− qh||+ c(εh, h)||P̄1

hu− vh||h
)
||eh||h

�°·¤���QÛ��
³��S� ����²�� ²���´µ�µ´µ���}�����µ�0ÑU�Õ´ä�Í¹�²��

X̄h
�Q�

Xh
′ ���}������²�Â�Â��µ��Ä¦�Q���ß�S´��±���Í�K�S��� Xh

�
¸%����²�´ä���i+}´�������²��1��²�j!�.�fÉÊ²���´µ�µ´���������ÉÊ´������º�S��´ä��� ����´��S����²����S´��±����²��%���Ã������Ä!� ��d����S���

�Q� ���0ÑU�S´ä�Í¹�²��0�������}��²���´��}�
u
���±�����º�Õ�µ��Ä¦���º����²�Â�ÂO�������;�K�Õ���

H2 )
||P̄1

hu− vh||h ≤ ||u− P̄1
hu||h + ||u− vh||h ≤ ch||u||2 + ||u− vh||h

�°·¤����âi�



�o}<}�}öL�Ãò'0ÃïMø��&~mð10 ö&%1öyïMù1÷,ó yZÉ�~�ð9ò+øÞö�É]} ��Æ}Æ
���

c
���±��²����?³������±�ß�S�����;´µ�K����ÂO���K���Õ�����?���

h
�

¸%�0²���´µ��´µ�&�Õ���+��ÉÊ´������º�S��´ä���%����´��Õ���}²����Õ´µ���%´���´ä��´��S����+�´µ������²��+���±�E�S�µ���±�+ÂO�}����´µÅ��µ�1�fÉÚ��³Q��´µ���
���4Ä2���¿�}�&�6��´µ���Ý��²�´ä½��S�����6)
||u− uh||h ≤ c inf

vh∈Vh

||u− vh||h + c inf
qh∈Mh

||p− qh||+ c(εh, h)h||u||2
� ·��µ��íb�

���Ý�����
c
���}���Í���Q�Í³Q�}���±�ß�S�����Q��´µ�K����ÂO���K�K�S�������Í���

h
�

� ½}�S���?���¦³Q�}�K³Q�µ²����/���QãK����´ä½º��Ä!�����;��²��0��ÉÇ�Õ���S�äÙ����/�fÉÚ���±����²��0³Q���K³��������S���;���2½�´ä¾
���������

u
+�����²�� �&�SÂ�ÂO���µ��������ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���;��²�´ä½}�Õ�����;����Ä¦�}�������Q�;�K�Õ���$�µ�}���

∃c | inf
vh∈Vh

||u− vh||h ≤ c inf
vh∈Xh

||u− vh||h
� ·��µ�6·��

�.��³Q´y���}²���ÂO���±Ä¦�Q� ãK���S�µ��Ä¦�����Í���;³����K³Q�µ²��±�.������Ä/���¿�}�&�6��´µ���5)
||u− uh||h ≤ ch (||u||2 + ||p||1) + c(εh, h)h||u||2

� ·��µ��Ïb�
� �Õ³&���}���?�fÉÚ�Q�&�ÕÅ��µ´µ�;���Ý³Q�}��½������}���K³Q�/���¦���=Â���������´��}� ��´µ�&³����Q���

ph
½������0���=Â������Þ¾

��´��}�Ë³Q�}����´µ�¤²��
p
��á|��²��Ý³�������+]���}²��Ý���}��������fÉÇ�ÕÅO�}���

qh
²����ÈÂ���������´��}�Ë��´µ��³Q���Q���

¹�²�����³Q�}�K¹�²��¼���Í��ÉÚ�Q��Â��Õ³Q�
Mh

�Q�.���ÕÂ�ÂO���µ�}���	�Q���S�µ��Ä¦�����	¹�²������}������ÑÒ�}��Ä!�ÍÅ�´µ�µ´����7�Õ´µ���
���Í��´µ½������}���K³Q�Í��´µ�&³Q�±�Q���

b(., .)
½�����´äãK��²����Í³Q�}�K��´ä��´µ������� �¿Ù�ÂO� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´���²��

����³Q�}²�Â����
Xh

+
Mh

��³QÑ)���Q½º�Q����²����µ�µ��Ä¦�������µ�QÛu��ÂO��²��1²���������Ä¦�}���±�����S��´��}�2³Q�}Ä¦Â��µ�Q���o���
¸%����²�´ä����+ ���}²��ÎÂ��±��³Q�����}���;����Ä2�S��´µ������³Q���S����´�¹�²��i+ ���ÈÂ��±��³Q���K�Õ���ÎÂ��Õ�9²����4´���¾

���º�Õ�µ´µ���0���±´��S���}²����S´µ����� � ´µ����´m+����}²�� ��³Q��´ä½º�}��� ��´µÄ¦Â��µ��Ä¦���º�$)
||p− ph|| ≤ ||p− qh||+ ||ph − qh||

� ·��µ��ëb�
»��}²��Ô²���´µ�µ´����}���Ý������²�´ä���È��� ³Q���K��´ä��´µ�}�Ë��� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´Í��²��=��� Â��±��Ä¦´µ�����

��¹�²��6��´µ������6�°·¤�Çíb�]�6ãK��fÉÚ�}Å�������´µ�P)
||ph − qh|| ≤ c sup

vh∈Xh ,vh 6=0

b(vh, ph − qh)
||vh||h

≤ c sup
vh∈Xh ,vh 6=0

(f ,vh)− a∗(uh,vh)− b(vh, qh)

||vh||h

� ·��Ç_}×b�

���
c
������´µ�}���,²����:³Q�}���±�ß�S������´µ�K����ÂO�����K�Õ�����:���

h
+1�Q��������´��}������� �#��É���½º����´µ�

���}²����;³Q�}���±�ß�Õ�º���0�&�S��´µ��ÑX�Õ´µ�&�Õ���Í³��Q�����0Â����}Â���´µ�Q�����
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¯°�0����²��Ý�����±���#���}�K³*�I´µ����������²�´��±�#�µ��������µ²���´��}����³Q�}����´µ�¤²����

u
+
p
¾°�&�Õ���Ý���}²��

Â��±����³�²�Â�ÂO���Í�����]���Q��Ä¦������²����4�������}�³Q����Ñ����±Ä¦´ä���0ÂO��²�� ����� �&�Õ´µ���}������´µÄ¦´µ���S´µ�������
³Q´ ¾)��������²��Þ¾.�Q� ����²�� ���������²�´µ�������P)
||ph − qh|| ≤ c sup

vh∈Xh ,vh 6=0

a(u− uh,vh) + b(vh, p− qh)− d(εh,u
′
h,v

′
h)

||vh||h �°·¤��_��o�
»��}²��9Ä2���¿�}���}���9�}�«ªÕ³Q�4�/���2³Q�}����´��¤²�´µ���������Î��´ � ���±�������Q�ÎÑ����±Ä¦���9Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���Q�0���

²���´��µ´µ���������µ�0ÑU�S´µ��¹�²��
X̄h

�Q�
Xh
′ ����´µ��������²�Â�Â��µ��Ä¦���º�ß�S´��±����ÂO�}²�� ��³Q��´µ���?)

||ph − qh|| ≤ c||u− uh||h + c||p− qh||+ c(εh, h)||P̄1
hu− uh||h

�°·¤��_}_i�
�	�}Ä¦Â����,�����¤²������Ô�±����²��ä�ß�S���=��Å������¤²��=��²��=��É��S���Õ�äÙ����È���È³Q���º½º�����}���K³Q�È���:���

½¤´µ���������?��´µ��³Q���Q���i+K´µ�+���±�¼�Õ�µ�}����ÑU�}³�´��µ�$�fÉÊ��Å�������´µ������Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�,� ÉÚ�����±��²��]ãK���Õ�µ�;��²�´ä¾
½}�S�����?)
||p− ph|| ≤ c inf

qh∈Mh

||p− qh||+ ch (||u||2 + ||p||1) + c(εh, h)h||u||2
≤ ch (||u||2 + ||p||1) + c(εh, h)h||u||2

�°·¤��_ÕÆb�
c �¦³Q�}�K³Q��²���´µ�}�ãK���Õ�µ�$³Q�}�K³Q���±���Õ�º�9³Q���Í����²����S���Õ�äÙ������¼�fÉÊ�������Q²������±�¼¹�²yÉÊ´��y����²��

���±�]����³Q�����&�Õ´µ���0���Î³Q�}�����¤n����±�ÎÂ�����³�´�����Ä¦�Q���]���Î³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦�Q��� ���
c(εh, h)

���ÔÑ����K³ß¾
��´��}� ���:��� ÑU�SÄ¦´µ���µ�«���:Â��S�&�SÄ¦�Q���±���

εh
�Q�Ý���

h
ÂO�}²��=ÂO��²�½���´µ�=�Q½º���º��²����µ���QÄ¦�����

³Q�}�K³Q�µ²����$��²����?³�����½������}���K³Q�;�}Â���´µÄ2�S���0���ÝÂ��Õ����²Ä/�Õ´µ�����S���}�
p¼��³Q�Q�±���;³Q�}���±�ß�Õ�º���
c(εh, h)

���QÂ������������������#³Q�}���±�ß�S�����,����³Q������´���²�´µ���,�������#ÑÒ�}��Ä¦�����,��´ �G²���´µ�}�ýÂO��¾
���S�µ´��������X��² �S² Ä!��´µ���4���

d(εh, ., .)
���E�9ÉÊ���±�$ÂO�}²��4³Q�Q���¹�²��/�µ���4���Q½������}Â�ÂO��Ä¦�Q�����

²��ä���Q��´µ��²���������Ä¦��²��±������´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S�����7�
2

# Ñ�y'Ñ�y ��÷��rä�æmå�æÊãZä ù]Ø¨Ú*å�Ø3Ý�ðøØ3Úâù'Ø|×P÷¨ä]ÖZÙÌæ�ÚÜÖqå�æÊãZä,Ñ
�	�}Ä¦Ä¦�9Â�����³�������Ä¦Ä¦���º� ´µ�K��´�¹�²��i+����}²��Í�S�µ���}��� �K�Õ��� ³Q�Q�±���ÎÂ��S�±��´��0���Qã���´��]Â�����¾

³Q´µ����Ä¦���º�%���¼Ñ����±Ä¦�ÃÅ�´��µ´µ���7�Õ´µ���]���ÃÂO�����S��´µ�&�S��´��}�
d(εh, ., .)

+}��½��S���%���]����Ä¦�}����������¹�²��
�µ���.��Ù�ÂO�Õ�����������.ÑU�S´µ�����	Â��±��³Q������Ä!Ä¦�����	���}���1½º���±´µãK���Q�]��½º��³����}�	³&���}´ä�/Â��S�±��´�³Q²��µ´µ�������

áE�}²�� ����Ä¦�Q���������;���;ÂO�����S�µ´��&�6��´µ��������� �ß�S²����Q+�����ÑÒ�}��Ä!�0Å�´��µ´µ���7�S´��±�$���0ÂO�����Õ�µ´ ¾
�&�6��´µ���Ý���±�Í���Qã���´��;���0����Ä2�S��´����±�0��²�´ä½}�Õ�º���?)

d(εh,u
′
h,v

′
h) =

∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[uh] [vh] dσ
�°·¤�Ç_ÕÛ��



�o}<}�}öL�Ãò'0ÃïMø��&~mð10 ö&%1öyïMù1÷,ó yZÉ�~�ð9ò+øÞö�É]} ��Æ�â
���

a
�����	²����Î�S�ed����¤%6ÑU�}³��9���Ô_}Üz%ÕÆ�Üm�fÉÊ²������µ��Ä¦�����

K
��²�Ä2�S´µ�����S���i+¤���

[v] :=
v|a,K1 − v|a,K2

³Q��Ä!Ä4²����
a
�Q�����

γa
���±��²��ÝÂ��S�&�SÄ¦�Q�����;���}�������!���Qã���´µ��´��}�*)

γa := min(h−1
K1
, h−1

K2
)

� ·��Ç_�âi�
K1

�Q�
K2

�±��Â������������&�Õ�º�Í����²��Ô���µ��Ä¦�������Í��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}�?�fÉ��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�;³Q�}Ä¦Ä4²����
a
�

æ9¨U¨X~Ò¥+u6~Ò{�~�u�Èx|¢:¨�è#xM~)(1z|£7~�w tj¥%�t+è�¨X~X£��¢��
�.�����±�ß�6���}���Ã����²�� � É��SÅO�����=¹�²��9��ÉÚ�}��4���9Ä2�S��´µ�����9����´ä½�´��Õ�µ�Î���$ÂO�}��´ä��´ä½�´ä���Î���Î���

ÑÒ�}��Ä¦�0Å�´µ�µ´������Õ´µ���?���0ÂO�����S�µ´��&�6��´µ���*)

d(εh,v
′
h,v

′
h) =

∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[vh] 2dσ ≤ 0
�°·¤��_Õí��

³��S� �µ�;Â��S�&�SÄ¦�Q�����
γa
���Q���;³�����´µ��´y�±���±´�³�����Ä¦���º��ÂO�}��´ä��´µÑ¿�

á��S�y³Q��������¹º²������o+����ÃÑ����±Ä¦�%Å�´µ��´µ���7�S´µ���
a∗(., .)

���±�+�Q½�´�����Ä!Ä¦�����y�����µ´µÂ���´�¹�²���Â�²�´µ��¹�²��
���4��²�´µ���?�fÉÊ´��������S�µ´µ��������²�´ä½}�Õ�º���0���±� ½º���±´µã����6)

a∗(vh,vh) = a(vh,vh) + d(εh,v
′
h,v

′
h) ≥ a(vh,vh) ≥ ||vh||h

� ·��Ç_º·��
�?w tOu6~XtfzE~�u�:x|¢:¨�è#xM~)(.z|£7~�wGtj¥%�t+èO¨X~Ò£��¢��

À¤²�´ä½}�Õ���0���Ô����Ä¦�}�������&�6��´µ���«���¦³�����½������}���K³Q�!Â��±��³Q�����������i+f´µ������²��0�����±���6�=����¾
Ä¦�}�����±���Í���/³Q�}����´��¤²�´µ�������$��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��9���4��´��G²���´µ���,ÂO�����S�µ´������i+G�K�S���¼�µ�4³��}�����4���
���4Ä¦�Q�����¤���;���0ÂO�����Õ�µ´µ�&�S��´µ�}���������&�S²������

¸��&�Õ�º�/���������Ô���:���QãK��´ä��´µ���(���=���}�����Ô�}ÂO�����S����²��!ÂO�����S�µ´����i+�´µ�]���}²��!��²�j¦�¦���
Ä¦�}�����±�������:³Q�}����´µ�¤²�´ä���Ý��²I���Q��Ä¦�Ô���ÔÂO�����S�µ´��&�6��´µ�}�

d(εh, ., .)
���qÑÒ�}�K³���´µ�}�j���=���

�����±Ä¦� ||.||h �
� ´µ����´m+����Ô½}�!����Ä!�����������]���Î���������±��Ä¦�0��²�´ä½��S���$)

l ç+�wOv7©�ª«¢#®G�äû|��  ª ����p;�G� !7�[�,�U�r��	���� !7���
!7� c �������7�
���������"!(�6��� h /u!7�1�����6- �
�Y��� 	�����4!+P

∀vh,uh ∈ Xh ;
∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[uh] [vh] dσ ≤ c||uh||h||vh||h
� ·��Ç_}Ïb�
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ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ôp¼������Ä2�S��¹º²��Ã����²����fÉÇ�ÕÅO�}���!¹º²��]��ÉÚ�}�/��+ÕÂ�²�´���¹�²��

uh
+
vh
���}����³Q�}����´µ�¤²����1�S²!Ä¦´µ�µ´���²

���0��É��S�edQ���¤%SÑX�}³Q�
a
�Q�Í���Î½��S�µ��²���� ������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����

ua
h

+
va

h

)
∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[uh] [vh] dσ =
∑

a

γa
∑

K,a∈K

∫

a

[uh − ua
h] [vh − va

h] dσ

=
∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[uh − ua
h] [vh − va

h] dσ

¸%����²�´ä���i+G���Õ���}���
Kd �Q� Kg �µ���Î���µ��Ä¦���º���0��²:Ä2�Õ´µ�µ���S�}� Th ��´ä��²����0����Â��S�±�Î����fÉÇ�Õ²������=�fÉÊ²����Ý�S�edQ���¤%SÑX�}³Q�

a
���}�������i+��Õ´µ����´Ã¹�²��

ud
h

���
ug

h

�µ���$���&�Õ³Q���4��²��
a
�����

½���³�����²��±�
uh|Kd

�Q�
uh|Kg

�
�	�Q�����Õ�ß�6��´µ����� ����²�� ÂO����Ä!�Q�����Q���¼�S�µ���±�Í�fÉÊ��³Q��´µ���?)

∑

K

∑

a∈K
γa

∫

a

[uh] [vh] dσ

≤
∑

a

γa
(
||ud

h − ua
h||0,a + ||ug

h − ua
h||0,a

) (
||vd

h − va
h||0,a + ||vg

h − va
h||0,a

)

≤ c

√∑

a

γa
(
||ud

h − ua
h||20,a + ||ug

h − ua
h||20,a

)√∑

a

γa
(
||vd

h − va
h||20,a + ||vg

h − va
h||20,a

)

≤ c

√∑

K

∑

a∈K
γa||uh|K − ua

h||20,a
√∑

K

∑

a∈K
γa||vh|K − va

h||20,a

c �;��²�´µ���9��²��&�S´µ����������Ä!�����Ã³Q������´µ�±���Î�S�µ���±�&�?²���´µ��´µ�����	���0���&�S����ÑÒ�}��Ä2�6��´µ���=��j¦���
FK

¹�²�´�����½���´µ��²��0������Ä!�����
K
¹�²�����³Q�}�K¹�²��1��²;Ä2�S´��µ���Õ�}����²��y��ÉÊ�����QÄ¦�����E��������Ñ��������K³Q�

K̂
���4���}�I�S�edQ���¤%SÑX�}³Q�

a
��²��?��É��S�edQ���o%SÑU�Õ³Q�2����Ñ��������K³Q�

â
���

K̂
�SãK� � ÉÚ���G��³���²��Q�$²��

³����Õ���}��Ä¦���º�	��� ½}�Õ�±´��SÅ��µ�¼�K�S���1���0��������´µ���±�¼���Q�.�ß��Â���������´µ�����.³Q´ ¾¿��������²����¤¸��/���}�&�Õ�º�
�S�µ���±�

v̂
� ÉÊ´µÄ2�Õ�}�/Â��S�

FK
� ÉÚ²����¦½}�S��´��ÕÅ��µ��¹º²�����³Q���K¹º²��

v
+y�}� ��Å���´µ�����$�µ���?���º�Õ�µ´µ�����

��²�´ä½}�Õ��������ÂO�}²���³&���Õ¹�²��0���µ��Ä¦�����
K
��²Ä2�S´µ�����S���?)

γa

∫

a

||uh − ua
h||2e dσ = γah

d−1
a

∫

â

||ûh − ûa
h||2e dσ

γa

∫

a

||vh − va
h||2e dσ = γah

d−1
a

∫

â

||v̂h − v̂a
h||2e dσ

�°·¤��_Õëb�
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ha
���±�0�������}���}²���²��£%6��²���ÑX�}³Q�¦����� ÉÇ�Õ��dQ���¤%6ÑU�Õ³Q�

a
�K�Õ���0� ÉÊ���µ��Ä¦�����

K
�Q�
d
���

��´µÄ¦������´��}����²Â��±��Å��µ��Ä¦�}�
á��S�]��²�´ä���i+�´µ�y���}²�� ��²�j!���fÉÚ²���´µ�µ´µ�����]����³Q�}����´µ�¤²�´ä���0���6� ·��Ç_}ëb�.���ÝÑ����K³���´��}����0���

�����±Ä¦� ||.||1, bK +�ÂO�}²�� �}Å�������´µ� ����Ä2���¿�}�&�6��´µ�}���²�´ä½}�Õ�����6)
γa

∫

a

||uh − ua
h||2e dσ ≤ cγah

d−1
a ||ûh − ûa

h||21, bK

γa

∫

a

||vh − va
h||2e dσ ≤ cγah

d−1
a ||v̂h − v̂a

h||21, bK

� ·��ÚÆ�×b�

���
c
���±�;²����/³Q�}���±�ß�S�����¦¹�²�����³Q����¹�²��!ã������i+f���/����ÂO�����K�Õ���?Â��S�?���!� ÉÊ���µ��Ä¦�����

´���´µ��´��S�
K
�

ÜÍ�QãK��´µ�����}���ÎÂO�}²��9�µ���9ÅO������´µ���0����³��Q�����4����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�3+G��ÉÚ����Â��Õ³Q����´���³Q�±�Q�
Xa

h³Q�}Ä¦Ä¦�0��²�´µ�P)
Xa

h := {v̂h ∈ P1(K̂) |
∫

â

v̂hdσ = 0; â
�Õ��dQ���¤%6ÑU�Õ³Q�?���

K̂} � ·��ÚÆ��o�
�.��Ä¦Â����]���Q�¤²/��� ���0��´µ��³Q������´µ�ß�6��´µ�}���Õ���}Â������ ÂO��²������¼½�´ä���Q�����i+}����²��.³Q�}���±�ß�6���}���

¹�²��Î�µ���Ã½º��³�����²����
(ûh − ûa

h)
�Q�

(v̂h − v̂a
h)
�SÂ�Â��Õ�Þ��´µ�����������Ã���}²�� ����²��l�

Xa
h

�¦p¼�(�
³��S²����9���Í� ÉÊ´��u�¿��³���´µ�}�Ô³Q�}Ä¦Â��Õ³����¼���

H1(K̂)
�K�S���

L2(K̂)
�Q�Ã��²2����Ä!Ä¦�9���ÎáE���Q������¾� �S�±�ß�S�Q+����Î���QÄ¦´ä¾°���}��Ä!� |.|1, bK ���±�.²��������}��Ä¦����¹�²�´ä½��S�µ�������r� ||.||1, bK ��²�� Xa

h

��»���²��
ÂO��²�½������������K³Î��³Q�±´��±�6)

γa

∫

a

||uh − ua
h||2e dσ ≤ cγah

d−1
a |ûh|21, bK

γa

∫

a

||vh − va
h||2e dσ ≤ cγah

d−1
a |v̂h|21, bK

� ·��ÚÆº_i�

���
c
���±�Ã²����Î³Q�}�����&�Õ�º���Î��´ � ���±�������Î���9���$Â��±��³Q�������º���9Ä2�Õ´µ�	���}²��¿�}²����Ã´µ�K����ÂO����¾

�K�Õ�º���;�fÉÚ²��Ý���µ��Ä¦�Q���
K
¹�²�����³Q����¹�²��?��²ÝÄ2�S´µ�����S�����

p¼�|����²��M�&��½º�}���o+7���$²���´��µ´µ�&�Õ���M��� ���&�S����ÑÒ���±Ä2�6��´µ�����¤j¦���.´���½��������
F−1
K

+6¹�²��.���}²��
��½�����������Ä2���)�����S��´��}�Ý��²�´ä½}�Õ�º���?)

|v̂h|1, bK ≤ ch
1− d

2
K |vh|1,K��½º��³

c
³Q�}���±�ß�S�����0´�������ÂO���K�K�S�����?��²ÝÂ��S�Í��²ÝÄ2�S´µ�����S���

h
�
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� ½º��³0³��?¹º²�´yÂ��±��³Q�����i+����}²�� ���±��²�½º�����������K³9ãK���S���QÄ¦�����$)

∑

K

∑

a∈K
γa||uh|K − ua

h||20,a ≤ c
∑

K

h2−d
K

∑

a∈K
γah

d−1
a |uh|21,K

∑

K

∑

a∈K
γa||vh|K − va

h||20,a ≤ c
∑

K

h2−d
K

∑

a∈K
γah

d−1
a |vh|21,K

�°·¤�ÇÆ}Æb�

¸%�«�±��Ä2�S��¹�²��S���;¹�²��!���}²��$��½º�}���0�µ���0´����Q���S��´ä�����
γa ≤ h−1

K

+
ha ≤ hK

+f�}�«���
������²�´µ� ���±��� ÑU�Õ³Q´µ����Ä!�������µ�0���������±��Ä¦���

2` ¢�ª«è�v6éyzy¢«® �äû+��rba �����s�Z����� ��	���� !>&9�J!>�*	��|�@&9��������� �
!7��/r�>�[��� !%�\�"!7� &9��������
!����&9� ����&�-��"� &s- �R� �����"� �S�Ú�8	��8� �"!�/r�U	��S�_��� ��M;	��=�_�=!>�4�)�\�� &s�������4NT�
�4!>�*	��$�@&9��� �\���X����� ���(������������� v 	����W!4�?	����j�@�S&����8� �"!j���\���	��
!>���
�
��� Xh
′ ET�+��&8��	������- �
� �"!4/^�����=��Z���9����&9�¦���¦���W!*!7���8�W!4f=	����_�
��& !>�?�����)�?B�&���/�!7	��,!_���(�
����� Xh

′ �����X����� ��� �"!7���\&������
X̄h

�X����� Xh
��� !T���S����7�@!>�?A1���.�e� � !>&��3�=!>�4�)�\���E

�	�}������¹�²���Ä!Ä¦�����,�Ô³Q�¦�������}����Ä¦�i+f���}²��?�}Å��������}���?���Ý³Q�}����´µ�¤²�´ä���/���¦��ÉÚ�}ÂG�Q�&�7¾
����²���������´ �G²���´��}�¦ÂO�����S��´µ�������Q��Â��µ²������K³Q�}���]���}�¦²���´�Ñ����±Ä¦��³Q�}����´µ�¤²�´ä�����º¸%�!���G�Q�o+}���
³Q�}���±�ß�S�����¦���¦³Q�}����´µ�¤²�´ä���¦�Q½}�S��²����/³Q´ ¾)��������²��;���±�;´��K���QÂO���K�K�Õ�º���/��²#Ä/�Õ´µ�µ���S�}�/¹�²��
��ÉÚ�}� ³Q�}����´��������¦�Q�;Â��S�?³Q�}������¹�²����º�o+y�µ���0�&�Õ²��#���/³Q�}��½º���±���Q�K³Q�/�������=�Q��²K��´µ���;�����º�
�}Â���´µÄ2�S²��L+������µ�}������±��Ä2�S��¹�²��0ÑU�S´ä���0�µ���±�Í��²ÝÂ��S�&�S�}�&�ÕÂ����$�S�����¤³Q´µ���

áE�}²��?���ÝÄ¦�Q�������������2ÂO�����S�µ´��&�6��´µ��� ���2��ÉÚ�������±��´µ����´µ�&³�������´���²��i+|���ÝÑ����±Ä¦�2Å�´��µ´ ¾
�����Õ´µ���;���0ÂO�����S��´µ�&�S��´��}���Q�������QãK��´µ�?���0����Ä2�S��´µ�����0��²�´ä½��S�����?)

d(εh,u
′
h,v

′
h) =

∑

K

1

εK
(u′h,v

′
h)d,K

�°·¤�ÇÆÕÛ��
�i�

(., .)d,K
����Â��±�������������µ�1Â����¤��²�´ä�E��³��S���Õ´µ���	�S������³Q´µ�s�]���}��Ä¦�1������ÉÚ����Â��Õ³Q�

L2(K)�}²Ý�µ�;����Ä¦´ ¾°Â����¤��²�´ä����³��Õ���S´��±�$�Õ������³�´��$����������Ä¦´ ¾°�����±Ä¦�;���0��ÉÚ����Â��Õ³Q�
H1(K)

�

æ9¨X¨X~Ò¥+u6~Ò{�~�u�Èx|¢:¨�è#xM~)(.z|£7~�wGtõ¥��t+èO¨X~Ò£��¢��
�	�Î³��S�]���±�]Â��S�±��´�³Q²��µ´µ������Ä!����� ��´µÄ¦Â��µ�P�;���&�S´ä�����]�K�S���]���$Ä¦����²����9���=´�� ��²�j!� ���

³Q�}���±�ß�6�����Î���=ÂO�}��´µ��´µ½¤´µ���/��������Ñ����±Ä¦�!Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���¦���!ÂO�����S��´µ�&�6��´µ���y�+¸%�«��� �Q�Q+ ����²��
�����}²�½º�}���Í³���Ä¦Â����Î������²������Í����ãK��´µ��´µ�����Í³Q´ ¾)��������²��o+��µ��� �������6��´µ����� ��²�´ä½}�Õ�º�����P)

d(εh,v
′
h,v

′
h) =

∑

K

1

εK
(v′h,v

′
h)d,K ≥ 0

�°·¤�ÇÆ�âi�
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³��S� �µ���Í³Q����j2³�´����º���

εK
�}��� ����²�� �Q���;³&���}´���´µ��ÂO����´ä��´µÑÒ���

á��S�2³Q�}������¹�²������Q+1���}²��2ÂO��²�½������2�Q�ß�SÅ��µ´��2¹�²������#Ñ����±Ä¦��Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���,���,��´ � ²�¾
��´��}��ÂO�����Õ�µ´µ�����i+��K�S���	���¼³��Õ�Ã���¼��ÉÚ�������±��´µ�9��´���³Q�}����´µ�¤²���+¤½�����´äãK�¼Å�´µ����²����9³Q�}�K��´µ��´��}�
�fÉÚ���µ�µ´�Â���´�³Q´µ���1)

a∗(v′h,v
′
h) = a(v′h,v

′
h) + d(εh,v

′
h,v

′
h) ≥ ||v′h||2h

� ·��ÚÆ�íb�
�?w tOu6~XtfzE~�u�:x|¢:¨�è#xM~)(.z|£7~�wGtj¥%�t+èO¨X~Ò£��¢��

ÜÍ��Ä¦�}�����±�����2��� ³�������´���²�´µ���:�������«ÑÒ�}��Ä¦��Å�´µ�µ´����7�Õ´µ���:���,��´��G²���´µ���õÂO�����S��´µ�����i+
�K�Õ�����µ�=³��Õ�����=���2���Ä¦�Q���������=����� ÉÊ���������}´µ�=��´���³Q�}����´µ�¤²��}� � ³Q�Q�±���2ãK�3+|���}²��4����¾
Ä2�S��¹�²��}���!¹�²yÉÚ´µ�Ã����²�����²�j¦�!���ÔÄ!������������¹º²��=���,Ñ����±Ä¦�=Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���

d(εh, ., .)
���±�

���µ����¾°Ä?dQÄ¦�;³Q������´µ�¤²����
� ´µ����´y���}²���ÂO�}²�½º�}���������}�K³Q��� �µ�Î�������}����Ä!�0��²�´µ½}�S���$)

l ç+�wOv7©�ª«¢#®G�äû|��å ª ����p;�G� !7�[�,�U�r��	���� !7���
!7� c �������7�
���������"!(�6��� h /u!7�1�����6- �
�Y��� 	�����4!+P
∀vh,uh ∈ Xh ;

∑

K

1

εK
(u′h,v

′
h)d,K ≤ c||uh||h||vh||h

� ·��ÚÆ�·��
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

ÜÎ�S���0²��ÈÂ�����Ä¦´µ���9����Ä¦Â��Q+ ���}²��?�Õ�µ�µ�����;²���´��µ´µ�����;�����0´µ�����º�S��´ä�����;�����)Ù�ÂO�/�]�S²K³&��Ù�¾
À�³&��º �S�±�°¢i+��SãK�;�fÉÊ��Å�������´µ�y²����%����Â���������´µ���;���

d(εh,u
′
h,v

′
h)
���0ÑÒ�}�K³���´��}�?���Q�+���}��Ä!���

||u′h||
�Q� ||v′h|| )

d(εh,u
′
h,v

′
h) ≤

√∑

K

1

ε2
K

√∑

K

(u′h,v
′
h)2
d,K

≤
√∑

K

1

ε2
K

√∑

K

||u′h||2d,K ||v′h||2d,K

≤
√∑

K

1

ε2
K

√∑

K

||u′h||2d,K
√∑

K

||v′h||2d,K

≤
√∑

K

1

ε2
K

||u′h||d||v′h||d
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³��S� ||u′h||2d,K �Q� ||v′h||2d,K �����º���Q½�´�����Ä!Ä¦������ÂO�}��´µ��´�Ñ����
¸%����²�´ä���i+ ��´����}²��;³Q�}����´������±�����0���=���QãK��´ä��´��}� ��� ||.||d +f���}²��0����Ä/�Õ��¹º²������0¹�²�����}²��Í��½������ ����Ä2���)�����S��´��}�Ý��²�´ä½}�Õ�º���?)

∃c 6= c(h) | ∀v′h ∈ Xh
′ ||v′h||d ≤ c||v′h||h

�°·¤�ÇÆ}Ïb�
¸%�#��� �Q�Q+y����´ä� ||.||d ³��;» �K³�´�������½º��³!���Ô���}��Ä¦� ||.||h +y����´ä�?���µ���/�Q���?���º�S���/� ||.||��²��
Xh
′ ��p¼�.�K�Õ���	³Q�¼��������´µ���	³��S�.�Q�	Â�²�´���¹�²�� Xh

′ ���±�	²��/���}²��Þ¾°��������Ä4Å��µ�¼��� Xh
+

��ÉÚ´µ�����º�S��´ä���Ô���Ý�Ã�Õ²K³���Ù ��´µ��³Q���Q������É��SÂ�Â��µ´�¹�²��Ô�������}�±����¹�²�������Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�IÂ�����³Q��¾
���Q�����0���±� ½�����´äãK�����

»��}²����}Å����Q�������¼�S�µ���±��²����;Ä2�¤�¿�����S��´��}�¹�²��S��´ ¾ ãK���S����+�4�&��½���´µ�P)

d(εh,u
′
h,v

′
h) ≤ c||u′h||h||v′h||h

�°·¤�ÇÆ}ëb�
�i�

c
���±�����K�Õ³����QÄ¦���������º�S�X� √∑

K
1
ε2K

�
c �;����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�2�fÉÚ���±�.�������Õ�.Â��S�����}²��©�0ÑU�S´ä�	³Q��Ä!Â����Q���¼³��S�1´µ�����±�.����³Q�����&�S´��±�

���¦���QãK��´µ�0Â�����³�´�����Ä¦���º�;���=�±�����6��´µ�}� ¹º²�´���´µ�!²��È½º��³�����²��0���
Xh
′ ��²��È½���³�����²��0���

Xh
�Q�õÑÒ�}�K³���´��}�ý�������«���}��Ä¦� ||.||h �.¸%�õ�fÉÇ�Õ²��������/������Ä¦�Q�o+%´������}²��2ÑX�Õ²������QãK��´µ������}³�����Ä¦����� ���4���}��´��}����;��²�Â�Â��µ��Ä¦�Q���ß�S´��±���
À¤´.� ÉÊ��� ��´µ������³Q��Ä!Â����=���Q�4������²��ä�ß�6����¹�²��2� ÉÊ��� ����²����S´ä������Å�������´µ�Q+|´��Ã�SÂ�Â��Õ���Õ´ä�

�S�µ���±�¦���S��²������]������QãK��´��!� ÉÊ����Â��}³��
Xh
′ ³Q�}Ä¦Ä¦�Ô��ÉÚ�Õ�����}���}���S����� X̄h

Â��S�!�&�SÂ�ÂO���Þ�� ²���Â����¤��²�´µ�Ô��³��S���S´µ���«¹º²�����³����K¹�²��i+(� ��� ����²��µ�È³Q���K��´µ��´��}� ¹�²��:��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��Ô���
Â��±���¿��³���´��}���S������³Q´µ�0����´ä� ³Q������´µ�¤²ÝÂ��S�]���ÕÂ�ÂO�}�±�'�$���$���}��Ä¦� ||.||h � � ´�����´h+���´ Xh

′ ���±�����ãK��´E³Q�}Ä¦Ä¦�;�µ�?��²�Â�Â��µ��Ä¦�Q���ß�S´��±�$���
X̄h

�K�Õ���
Xh

Â��Õ�����ÕÂ�ÂO�}�±�Q+K���}´ä�Î�S²�Â��±����²�´ä�
��³��S���Õ´µ�������

L2 +O����´ä�0�Õ²,Â����¤��²�´µ�9��³��Õ���S´��±�!��´µ��³Q�����0��� Xh
+ �Õ�µ�}���9�µ�$���������±��Ä¦�$���±�

�Q�&�ÕÅ���´��
2k �«ªÕ³Q�6�Ô³Q�������Q���±��Ä¦�i+f���}²��0��Å������������;���=³Q���º��´µ�¤²�´ä���/���¦��ÉÚ�}ÂO���&�6���Q²��?���¦��´µÑ�¾

Ñ�²���´µ�}�ÔÂO�����S�µ´������!��Ð]��Ä2�S��¹�²������	���}²�����Ñ���´µ�Q+�¹º²��i+���²�´µ½}�S���]���4����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�Ý���9���
³Q�}��½������}���K³Q�Ã���.����Ä!�Q�����¤���i+S�µ�	³&����´ �$���	����ÑU�SÄ¦´µ���µ�Ã���.Â��S�&�ÕÄ!�Q���±���

εh
ÂO��²���³Q�}����´ä¾

���Q�&�SÅ�����Ä!�����;´µ��kK²����0��²��0�µ�!�&�Õ²��È���/³�����½������}���K³Q��ãK���Õ��� � ´µ����´m+ ��´�� ÉÊ���«���}²����Õ´ä���
³Q�}�������±½���� ��ÉÚ�}Â���´µÄ2�S��´ä���;���;³Q�Î�&�Õ²��L+�´µ�y���±��´µÄ¦ÂO�}�±�&�Õ�������;³&���}´µ��´µ��³Q�Q�±���0ÑU�SÄ¦´µ�µ���;���
Â��S�&�SÄ¦�Q��������³Q�}Ä¦Ä¦�Î���}�&�Õ�µ��Ä¦���º��´µ�K����ÂO���K�K�S�����$��²ÝÂ��S����²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}� Th �
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� O9¼ R:SPÂ Á�S$^¨UXW&Â W(T,UÍ�=W�a�_ �3S.a�µ1U`·�S.T5O

»��}²��1�Õ�µ�µ������Ä2�S´µ���������S�����Q��²K��´µ���%��ÉÚ�Q½º�}�µ²���´µ���¦���]���9���}��²���´��}�¦���$� ·��Úí��|���!ÑÒ�}�K³ß¾
��´µ���Ý���Î���4ÑU�SÄ¦´��µ�µ�;���ÎÂ��S�&�SÄ¦�Q���±��� ���ÎÂO�����Õ�µ´µ�&�S��´��}�

εh
+K��½º��³9²��ÔÄ2�S´µ�����S��� Th ã�������	�Q�±���0�Q��²K���0����� Ä¦�Õ��´ä½º���0Â��S� �µ���Í����²��Ý¹�²����±��´µ��������²�´µ½}�S�������P)

~ ���������µ²���´µ�}�����6� ·��Úí��1�����K�¤¾°���µ�µ�0½º���±� ²����0���}�µ²���´µ���³Q�}����´µ�¤²��0���Ý����Â��}³Q�X®
~ ����´µ�±����¾ �±¾°´µ�y²����0ÑU�ÕÄ!´��µ�µ�

εh
��Â���´�Ä/�Õ�µ�`®

# Ñ*þ&ÑÌÔ �¯ãZðø×Pã�ÝÜå�Ø3ðøØ¨äZå+* ÙÊÖ ÙÌæ�ð æmå�Ø�Ñ
c ÉÚ�}Å��)�Q�]Â���´µ�K³Q´µÂ��Õ�y���Î³Q�ÎÂ��S�&�S�����ÕÂ����0�Q��� ���9Ä¦���º�������Ã¹�²��Î�µ��� ��´ � �Q�����������]Ä¦��¾

�����¤�����Î���4ÂO���K�Õ�µ´��&�6��´µ�}�:�������������9Å�´�����½º���±�9��ÉÚ�}Å��)��³���´µÑ.�S�����}�K³Q�i+L�/�&��½º�}´��¼�µ´µÄ¦´µ�����
���$Â��S�±��´µ�Î´µ���±����²���´µ�����0���Î���Õ���±�Î�����µ²���´��}�Ý��´���³Q�±�Q������áE�}²��Ã�Q½}�Õ�µ²���� ³Q�Q����+�´µ�f���}²��]��²�Ñ�¾
ã��?���!�����º�Õ�������;¹�²����µ�µ�¦ÂO��²��PdQ�����!���Õ���±�¦���}��²���´µ��� ��´µ��³Q���Q���!���}����¹�²��!���=ÑU�SÄ¦´µ���µ�/���
Â��Õ���ÕÄ!�Q�����Q�

εh
���±�Î³&���}´µ��´������$���}��Ä¦���S��Å�´ä�����Õ´µ����Ä!�����9�����Õ�K���$ÂO��²��¼²��,Ä2�S´��µ���Õ�}�

Th
ã������
À¤�}´µ� ���}�K³9²����9��²�´ä���

(εh)
n �����K�K�S���Ã½º�����Ã��ÉÚ´µ��ãK��´ ���}����¹�²�� n �����K��½������Ã��ÉÚ´µ��ãK��´��� ³Q�Q�����Í���}²��Þ¾°��²�´ä����+�³Q���±������ÂO�}�K�/�Q½�´�����Ä¦Ä!�����.²�����ÑU�SÄ¦´µ���µ�¼���������µ²���´��}�=�S²��/��¹�²��6¾

��´µ�����.�°·¤�Çíb�Ã¹º²��;����²�� ���Õ�������}��� Â��Õ� ������²�´ä���i+
uh

n �
¸%���&��Ùº�}���Ý���È���Q���Q��Ä¦´µ�����=�µ�«³Q�}Ä¦ÂO�}�±����Ä!�����Ý���È³Q�Q�����ÈÑX�ÕÄ!´��µ�µ�«���:���}�µ²���´µ���y�c ÉÚ���µ�µ´�Â���´�³Q´ä���Ý��������ÑÒ�}��Ä!�=Å�´��µ´µ���7�Õ´µ���

a∗(., .)
����²���ÂO����Ä¦���¦�fÉÊ��Å�������´µ��²����=ÅO���±���

Ä2���¿�}�&�S�����0��²�� ³Q�Q�±���0ÑU�ÕÄ!´��µ�µ�6)
||uh

n||h ≤ ||f ||
�°·¤�ÚÛ�×��

á��S�	³Q�}Ä¦Â��Õ³Q´ä���¼�K�Õ���.�����.����Â��}³����Ã���¼��´�Ä!������´��}�2ãK��´µ�i+�����²��.ÂO��²�½������	�ß�������Õ´µ���
²����$���}²��Þ¾°��²�´µ���i+O���Õ�����

uh
nk
+O¹�²�´M³Q�}��½������}�?½º�����Í²��,½���³����Q²��

uh
���

Xh
+O³}ÉÚ�Q���Þ¾��6¾

��´µ���?�Õ²�����´�)
uh

nk → uh
¹�²��S�K�

k →∞ �°·¤�ÚÛ��¤�
�.������³&���}���%Ä2�S´µ���������S���Z�¼�Q½}�S��²����%�µ� ³Q�}Ä¦ÂO�}�±����Ä¦���������Ã���9ÂK�Õ�Þ��´µ� ��´µ�&³�������´���²��

���
uh

n �|»��}²��$��½������?�Õ´µ����´h++���?Â�²�´µ��¹�²��¦���ÔÑU�SÄ¦´µ���µ�/���¦Â��S�&�SÄ¦�Q���±��� εnh �����K�È½������� ÉÊ´µ��ãK��´�)
∃c | ∀K dK(uh

′nk ,uh
′nk) ≤ c

�°·¤�ÚÛº_b�
���

K
���±�1²��/���µ��Ä¦�����.¹�²�����³Q�}�K¹�²��Í��²/Ä2�S´��µ���Õ�}� Th �Q�1�i� c �����1²����Í³Q�}���±�ß�S�����¹�²�����³Q�}�K¹�²��0ã������
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»��Õ���}��� ||.||d ����Ñ����K³���´µ���Ý��²�´ä½}�Õ�º���;���QãK��´µ�;��²�� Xh

′ )
||v′h||d :=

∑

K

dK(v′h,v
′
h)

�°·¤�ÚÛ�Æb�
Ü9�Õ�������Õ�����,³��Õ��Â��S�±��´�³Q²��µ´µ���Q+.�µ����ÑÒ�}��Ä!����Å�´µ��´µ���7�S´��±���Ô¹�²��,���}²��Ô��½º�����=³&���}´ä¾

��´µ���9Ñ����º�Î¹�²��$���/ÑÒ�}�K³���´µ��� ||.||d ���±�9²����$���}��Ä¦�$��²�� Xh
′ � c �/���}Ä¦Ä2�6��´µ���,��²��Í��������µ��Ä¦�Q�����

K
��²2Ä2�Õ´µ�µ���S�}�9���¼��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���V�°·¤�ÚÛº_b������²��	ÂO�Q��Ä¦�Q�Ã� É���½º�}´��.���º�S����Ä!�����r)

∃c | ||uh
′nk || ≤ c

�°·¤�ÚÛ}Û��
á��S�0³Q�}������¹�²��Q���0�Q�0Â�²�´µ��¹�²�������²��Î����Ä¦Ä!���Î���ÈÂ����������K³��¦�fÉÊ²����������±Ä¦�i+G����²��

����������²�´µ�������%¹�²yÉÊ´�������´µ�±���Ã²��$½º��³�����²��
wh

���
Xh
′ +6½������M����¹º²���� uh

′nk �����K�4�µ�}����¹�²��
k
�����K�,½º���±�0��ÉÚ´µ��ãK��´(�

Xh
′ �Q�ß�S���0²��ÈÑ�����Ä¦�!��� Xh

+GÂ��S�Î��¹�²�´ä½}�Õ�µ���K³Q�¦�����Î�����±Ä¦���
�����´µÄ¦������´µ���ÔãK��´µ�¤�r)

uh
′nk → wh

¹�²��S�K�
k →∞ � ·��ÊÛ�âi�

»��}²��Ã�Õ�µ�µ�����	�������}��Ä2�S´��1Ä¦���º�������1¹�²��Í�µ��½º��³ß����²��
wh

�yÉÊ���±�Ã¹º²��Í���?����³Q��Ä!ÂG�}��´ ¾
��´��}�����

uh
��²�� ��ÉÚ����Â��Õ³Q�

Xh
′ ��Ð]��Ä2�S��¹�²��}���Í¹�²��;���}²��¼��½������ Â��Õ� ��Ù¤ÂO�}���������0��²������Ñ�����Ä!�0Å�´µ��´µ���7�S´µ���?���0ÂO�����Õ�µ´µ�&�S��´��}�*)

∑

K

dK(uh
nk ,v′h) =

∑

K

dK(uh
′nk ,v′h) ∀v′h ∈ Xh

′ �°·¤�ÚÛ�íb�
á��S�¦³Q���º��´µ�¤²�´ä���Ý�Q�¦Â��Õ�!Â��Õ���&�S���-�:���È�µ´µÄ¦´ä���i+�����²��¦�}Å��������}���/�����K³Ô��ÉÊ�����S�µ´µ���

�±��³&������³&���?)
wh = u′h

�°·¤�ÚÛ�·��
� �Õ´µ���������Õ�º�o+ ����²��?�S�µ���}���0Â��Õ�������P��������´µÄ¦´ä���!�K�Õ���?�°·¤�Çíb��+ ���È����Ä¦Â����u¡��Õ�º�$�S²

Â��±�7�S���SÅ��µ�
vh

Â��Õ�
uh

nk
)
a∗(uh

nk ,uh
nk) = (f ,uh

nk)
�°·¤�ÚÛ�Ïb�

�	�}Ä¦Ä¦�
uh

nk
+O�Q�Î���}�K³$�µ�4Ä!��Ä4Å��±�4�������±��´ä���i+ �Õ��Ä¦�Q�9²����4�µ´�Ä¦´ä���?ãK��´µ�i+G´µ�E���

�S´ä�����]Ä?d�Ä!�]ÂO�}²������ÃÄ¦��Ä4Å����]���Ã���S²K³&�����bp¼�
εnh
�����K�$½º��������ÉÚ´µ��ãK��´h+}���}²��%����Ä¦Ä!���

���}�K³?³Q�}�������Õ´µ���¼�fÉ���½º�}´µ�
uh
′nk ¹�²�´y�����K�Ý½������ 0

���º�S���QÄ¦�����7�Oá��S��²���´�³�´µ���4���;���!�µ´ä¾
Ä!´µ���i+

uh
nk
�����K�ÔÅ�´µ���Ý½º���±� ²����0ÑÒ�}�K³���´µ���

uh ∈ X̄h
�

c �?³�����½������}���K³Q�¼���Í���0��²�´µ���¼³Q�}Ä¦Â��µ�Q���
uh

n ��ÉÊ��Å���´����º�]�S´µ���QÄ¦�����.���2Â����¤³Q���K�S���Â��S�Î��É��SÅ���²������!�Q�0���«�±��´ä�����&�S���0�µ�!Â����¤³Q�����¦³Q´ ¾)��������²��?)y³ÕÉÚ���±�;������³4���}²�����������²�´ä���
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uh
n ¹�²�´Ã³�����½������}�2½������

uh
�M¸���ãK�3+|���,³�������´���²�´µ���=���2����Ñ����±Ä¦�2Å�´µ��´µ���7�S´��±�

b(., .)´�Ä!ÂO�����$�
uh

���Î½�����´äãK��� ���!³Q�}�������Õ´µ�����;���?��´µ½������}���K³Q�;��²����µ�?)K³Q�}Ä¦Ä¦�
uh ∈ X̄h

+
�����������K³Î���Ý���Q�����&�S�

uh = 0
�

c �!³Q���K³Q�µ²���´µ������±�¼���}�K³0Ä¦´ä��´µ���Q���G�.���±���Q�o+Æ�������µ´�Ä!´µ���i+K�µ���Í��´µ�&³�������´���²�´µ�����Í���º�
³Q�}Ä¦Â���������Ä¦���º�=��´µ��Â��Õ�±²����Q+1Ä/�Õ´µ�=�#³��S²����,��²õ³Q��²�Â����S������������������/����Â��}³Q�

X̄h
�Q�

Xh
′ �$���&��½º�Q��� ��ÉÊ��ÂO�����S����²������;��´ä½º���±�����K³��?��´µ��³Q����� b(., .) +����4Â��S�±��´µ�;³Q�}����´µ�¤²��Î���Q�K����º�Õ�µ��Ä¦�����v�9���Q½º����´��%�¤²����µ���ºá��S�%³Q��������¹�²������o+}�µ� ³&���}´ä�!���Q��Â��S�&�SÄ¦�Q�����������]ÂO�����S�µ´ä¾

�&�S��´��}�2����´ä�vdQ������ÑX�Õ´ä�Ã��½º��³]���}´µ�3+ºÂ�²�´µ�&¹º²��Í�µ���µ´����&�S����Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�	���Q�	��´µ��³Q���º��´µ�¤²�´ä�����
���4���&�Õ��²�´ä�Î�����S�µ��Ä¦�����ÎÂ��S�9²�����ÂO���Þ�����fÉÚ���������}´��!�������2Â��S�±��´µ��³Q�}����´µ�¤²��!���4���2���Õ¾
��²���´µ������´µ�&³Q�±�Q����� � Â��S�Í���?Ä/�Õ´µ�µ���S�}�

h
ã����i+��������}�µ²���´µ������´µ��³Q���Q���$���1�°·¤�Çíb�	���Q�K�-�

����²��Þ¾°�Q½}�Õ�µ²����.���;�����µ²���´��}��³Q������´µ�¤²��¼�����	��¹�²��S��´��}���r� _��Úë�� ¾£� _�����×��ß��¯)���yÉÊÙ/�?���}�K³�Â��S�
���0ÑU�ÕÄ!´��µ�µ�?���0Â��S�&�SÄ¦�Q������� ��Â���´µÄ2�Õ�µ���
# Ñ*þ&ÑhÐ × ãZä]ãqå�ãZä�æ�Ø ù]Ø ÙÊÖ Ú�ãZÙÌÛ&å�æ�ãZä.Ñ

c ���±����²��µ�&�S�1Â�����³Q���������.Ä¦�}��������³Q���S´µ����Ä¦�Q���	¹�²�� ���ÎÂO�����S��´µ�&�S��´��}�=�6������´µ���1��ÉÚ���G�Q�
����³Q��Ä!Â����i+u� �ß��½º�}´µ�M��´µÄ¦´���²����E� ÉÊ�������±��´µ�Ã��²��]�S²$����²��Þ¾°����Â��Õ³Q�

Xh
′ +7Ä2�S´��E���4³Q���º������¾Â��Õ�Þ��´µ�¼�Q�(�?³��Õ²����9��²=³Q�}²�Â����Õ�}�9´µ�����±����²�´ä�ÃÂ��S�	���?³Q���º���&�S´µ�����9���9��´ä½º�Q���}���K³Q�9��²����µ�i+

³Q�Q�����	ÂO�����S�µ´��&�6��´µ���$�����K�$�Q���S���QÄ¦�������s�¿��²����Ì�1����Â��Õ�Þ��´µ�Ã³Q�}����´µ�¤²��Ã���	���Õ�����.�����µ²���´��}�
��´µ�&³Q�±�Q�����S�.��Â��S�&�S�����ÕÂ����.�]������³�ÂO�}²��+Å�²��|�fÉÚ��½��S�µ²����|¹�²��S����´ä�ß�6��´ä½º��Ä¦�Q���|�µ���+ÂO���±���Q�
�fÉÚ�����Q���}´��¼�µ´µ���z�;²��2�����O��³&����Ä/�;�¤²�Ä!����´�¹�²�����á|��²��1��´µÄ¦Â��µ´äãK���.���Õ�����9�S���Õ�äÙ����i+����}²��
��²�Â�ÂO�������±�����$Â��Õ�4�Õ´µ�µ���Q²�����¹º²��2���ÑX�ÕÄ¦´µ�µ�������2Â��S�&�SÄ¦�Q�������

εh = (εK)K
���±�?�����µ�µ�

¹�²��?)
∀h; ∀K; εK = ε���

K
�����!²��I���µ��Ä¦�����¦��²IÄ2�Õ´µ�µ���S�}� Th �Q�!���

ε
���±�!²����Ý³������±�ß�S�����Ý¹�²�´Ã���

����ÂO���K�¹�²��;���
h
�

p¼�4½}�9���}�K³	Ä¦�}�����±����¹�²��Ã���9����³Q�±��´µ���&�Õ�K³Q�]�fÉÚ�������±��´µ�Ã���±��³Q�}����´µ�¤²��Ã����ÑÒ�}�K³���´��}�
���
εh
Ä/�Õ´µ�1�����S�µ��Ä¦�����.�±����´�³�����Ä¦�Q���	����³Q���}´����&�S�������µ���±�&¹º²��

εh
�����K�������1½������1��ÉÚ´µ��ãK��´��Ä2�S´��µ���Õ�}�0ã�������á���²�� Â�����³Q´µ����Ä¦���º�o+����}²�������Ä¦�}�����±�����}�����µ�Î�������}���QÄ¦�0��²�´µ½}�S���$)

l ç+�wOv7©�ª«¢#®G��ÿf�Ur �e�����	J�)�=!>�*	���� uh
/ ph �X���c��- �"�J!4�?	����]C,��E��9Hj�	��
!������ v 	����W!>�*	������	��"!>�\�
�"���r���r�Z� v ���%�>�\���:�X�+�
��&9����BW!>&9� εh Ee�5�)�S�5�@&������\�� ��� �"!4/R���tM���!7������.��� !��,���v 	���� !>�?	�����p �
	������"!>�?�1�\���%�X��� &�	��\������
!7�%�X� εh EÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô

ÜÎ�S���0���2��²�´ä����+ ���ÈÂO�}�����&�
λ = 1

ε

³Q�}Ä¦Ä¦�4Â��S�&�SÄ¦�Q���±���0�fÉÚ�Q½����µ²���´µ�}�3+y³Q��³Q´��Sã��#���



�QÛ}Û w�x�ðzy%øQï�ú�ó��Q} y�ÉZ~�ð9ò+øÞö¤ð¼ïMø��&~�ô9ó.öÔô¼ø±ötw(�&~�ïEø�~/0|øQïqÉ.öt}
ÑX�}³Q´µ�µ´µ�����$���Q��³��S��³Q²��µ�4²��µ������´µ��²������MÜÍ�2Â��µ²��Q+|���}²��$�yÉÚ�Q��²K��´��Q���}����¹�²��2�µ���$��¹�²��6��´µ�}���
�µ´µ���7�S´��±���7�1¸���ãK�3+%���}²��¦´��º�����¤��²�´µ���}���/�:���}²�½º�7�S²j��ÉÊ����ÂK�}³Q���´µ��³Q���Q�/�È��´ä½º���±�����K³��
��²����µ�

Vh
+����7Ù¤�S²���0���4ÑÒ�}��Ä¦�0Å�´��µ´µ���7�Õ´µ���

bh(., .)
�

c �ÎÂ���´µ�K³Q´µÂO�;�fÉ��S���Õ�äÙ����0���0���4Ä!�����Õ���}��´µ�0�±��ÂO���������4��²��Ã²��Ý���Q½º���µ�}Â�ÂO��Ä¦����� �µ´ä¾
Ä!´µ���;���;���������µ²���´��}������� ��¹�²��6��´µ�����.� ·��Úí��.���Ñ����K³ß��´µ�������Q��Â��S�&�SÄ¦�Q���±���

λK
� � �S´��

ÂO�}²��?Â��±��³Q�������4�S´�����´h++´µ������²��?ÑX�Õ²��$���QãK��´µ�?²�� ³Q���±�&�Õ´µ� ���}Ä4Å����/�fÉÊ��ÂO�����S����²����?�µ´ä¾
�����Õ´µ�����$)

A : Vh → Vh

< Auh,vh > := a(uh,vh)

D : X′h → X′h

< Du′h,v
′
h > :=

∑

K

dK(u′h,v
′
h)

F : Vh → Vh

< F,vh > := (f ,vh)

P : Xh → Xh
′

< Puh − uh, Dv′h > := 0
�	��³Q´y²����0ÑÒ��´µ� ÂG�}���i+�����Â��±��Ä¦´µ�����;����� ��¹�²��6��´µ�����Í���6�°·¤�Çíb�	���0���Q��³Q��´ä�$)

Auh + λP tDPuh = F� ãK�I�fÉÚ²���´µ�µ´µ�����4���,Ä!�Q�����¤���Ô���������Q½º���µ�}Â�ÂO��Ä¦�������!�µ´µÄ¦´ä�����Q+E����²������QãK��´µ�����}���
Ä/�Õ´µ�����Q���Õ���0²��«���}²�½º�7�S²È½º��³�����²��

uh
δ +f���QãK��´�³Q�}Ä¦Ä¦�����������µ²���´��}� �S²«Â����}Å��µ��Ä¦�� ·��Úí��	���0Â��Õ���ÕÄ!�Q�����

λδ
�i�5)

λδ = λ+ δ
�°·¤�ÚÛ�ëb�

�i�
δ
���±��²��ÝÂ��S�&�SÄ¦�Q�����;¹�²�����³Q�}�K¹�²��0ã����i+���²�Â�ÂO�}���;���0ÂO�Q��´ä���?�SÄ¦Â��µ´µ��²K�����

»��}²��%ÑU�S´µ���}���1�Õ�µ�}���%���9��´ � �Q�����K³Q�]���������Ã�µ���%��¹�²��6��´µ�}���'� ·��Úí��+´���´ä��´��S���Q�%�µ���%��¹º²��6¾
��´��}���.� ·��Úí��	���0Â��S�&�SÄ¦�Q���±���

λδ
)

Aeh + λδP tDPuh
δ − λP tDPuh = 0

�i�
eh
����� ���!��´ � ���±���K³Q�;���º�����

uh
δ �Q� uh

�
»��}²��Í������³Q�±´µ½������Í��ÉÚ��¹º²��S��´��}�,Â��±��³Q�������º���,�¦��ÉÇ�Õ´����$���?���}�����;����²�½������µ�;½}�Õ�±´��SÅ��µ�

eh
)

Aeh + λδP tDPeh = −δP tDPuh
�°·¤��âÕ×b�



�o}²½Ü}5w(�]÷�y'�]ú]ï�ó�÷:ó�~�ïqô9ó(ò+ð öt�Ãò�0	ïMø��&~.} ��Ûºâ
»��}²�� ´��������¤��²�´����}���¼�S���}��� ��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��

B
���QãK��´yÂ��S�P)

B := A+ λP tDP
� ·��Çâ��o�

�.�Q����ÂO�����S����²�������´ä�������!´µ��½º���±��´�Å�´µ�µ´µ���$�U´µ�����±��Ä4d�Ä¦� ���QãK��´�ÂO�}��´µ��´�Ñ°�q�9���Î³Q������³Q´ ¾
½�´ä���]������ÑÒ�}��Ä¦����Å�´µ�µ´����7�Õ´µ�����1�Õ�����¤³Q´��Q���1�Õ²��4�}ÂO���&�6���Q²����

A
�Q�
P tDP

��áM�Õ�M´µ��½º���±��´µ�}�
���

B
+�´µ�+���Q½¤´����º�Í�����K³ÎÂO������´µÅ����;�fÉÚ��³Q��´µ���?)

(
Id+ δB−1P tDP

)
eh = −δB−1P tDPuh

� ·��Çâ�_i�
p¼�EÂO�}²��

δ
��²�j/�&�SÄ¦Ä¦�����EÂO�Q��´ä�o+6��ÉÊ��ÂO�����S����²�����²$Ä!��Ä4Å����.���.���S²K³&���	���.� ÉÊ��¹�²��7¾

��´µ���ÝÂ��±��³Q�����������;���±��´µ��½�������´µÅ����i+���������²���ÂO�}²�½º�}���Í����� �µ���±���}Å�������´���³Q�;¹�²�´f��²�´µ�P)
eh = −δ

(
Id−

∑
δB−1P tDP + o(δ2)

)
B−1P tDPuh

� ·��Çâ}Æb�
¸%�«���¦³Q���������Þ½}�Õ���?¹�²��!�µ���0�����±Ä¦���;�fÉÚ�}�����±��!���

δ
+f���}²��;��Å��������}���;���¦���Q½º�ß¾

���}Â�ÂO��Ä¦�Q���Í�µ´µÄ¦´ä���0����³�������³&���?)
eh = −δB−1P tDPuh + 0(δ2)

� ·��ÇâÕÛ��
»��}²��Î½º�Q�������;���}�K³!���!Ä¦�}�����±���0¹�²����µ��½º��³�����²��Î���}�µ²���´µ���

uh
���±�;³Q�}����´µ�¤²«���

ÑÒ�}�K³���´µ�}�q��² Â��Õ���ÕÄ!�Q�����
δ
+|���!³���Ä¦Ä!��´µ�.��� ���±������Ä?dQÄ¦��ÂO�}²��$���Q���}ÂO���&�6����²����

��´µ�&³Q�±�Q���
B−1 ��� D +����}²��|���?������²�´µ���}���E¹�²��1�µ��½���³�����²��+���}��²���´µ���?���±� C1 �fÉÚ��¹�²K�S��´��}���´ � ���±������´µ���µ�µ�1)

∂δuh := −δB−1P tDPuh
� ·��Çâ�âi�

ÜÍ���/�µ�}���Q+%����²��¦��Å��������}���¦�������¦ÑX�}³Q´µ�µ��Ä¦�����/���ÈÑ����±Ä¦�Ý���K�Õ³�������²(½���³����Q²��
uhÂO��²���³��Q�����µ��Ä¦�����$)

uh(δ) := e−δB
−1P tDPuh(0)

�°·¤��âÕí��
»��}²��|½º�7Ùº�}���M¹�²��.��� ÂO���±���.�fÉÚ�������±��´µ�.���±�M����ÂO�}��������´��Q���µ�i+S´µ�����±�����}�K³1´µÄ¦ÂO���Þ�ß�S���

���4����ÂK�Õ�Î³&���}´���´µ�9²��:Â��Õ���ÕÄ!�Q�����
λ
�����}Â:�����Õ�K�t+G����²��9ÂO��´µ���!���$½���´µ�9���2�����µ²���´��}�

���Q½º����´�� �¤²��µ�µ�?���0Ä2�S��´µ�����?�S�±��´äã�³Q´µ���µ�µ���
� �Õ´µ���������S������½º��³!��É��S´����2��² ���Q½º���µ��Â�ÂO��Ä¦�����$�µ´µÄ¦´µ���/�Q�$���-�°·¤��âSÛÜ�£+y´��1���Q½�´µ�����

ÂO������´µÅ����Î�fÉÚ�Q½}�S��²����Ã�µ�Î³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦�Q���]�����Q���}�Q��´�¹�²��Î���9���Õ���±�9�����µ²���´��}�Ô��´���³Q�±�Q���9���
ÑÒ�}�K³���´µ�}����²ÝÂ��Õ���ÕÄ!�Q�����

λ
)

||uh
δ||2h =< Auh

δ,uh
δ >= ||uh||2h − 2δ < AB−1P tDPuh,uh > +o(δ2)� ·��Çâº·��
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c �ÔÂ�������²�´µ�/�fÉM��ÂO�����S����²����!ÂO����´ä��´µÑÒ�¦�Q�&�Õ�º�¦�µ²�´ä¾°Ä?dQÄ¦�ÔÂO����´ä��´µÑ�+��}�(�Q�j³����K³Q�µ²��

¹º²�����È���}��Ä¦�������«���}��²���´��}�j���±��³Q�}����´���²��i+��µ��³��S���QÄ¦����������³����}´����&�Õ�º����Q�2�����K³
�}�µ��Å��S�µ��Ä¦�����Í����³Q�±��´µ���&�Õ�����;���ÝÑ����K³���´��}����²ÝÂ��S�&�SÄ¦�Q�����

λ
�

ÜÍ�Ã���ÍÄ4d�Ä¦�	ÑU�u¡Q���4�Q������²u�¿��²�������½º��³r�°·¤��âSÛÜ�£+Õ´µ�����±��ÂO������´µÅ��µ� �fÉÊ�Q��²K��´µ���M����½}�S��´��6¾
��´��}���fÉÚ���������}´��?���?���!Â��S�±��´��?��´µ��³Q���º��´µ�¤²��$���;���Õ���±�?���}�µ²���´µ������´µ�&³Q�±�Q���;���ÑÒ�}�K³���´µ�}�
���Q�����}��Ä¦�Q� ||.||h �Q� ||.||d )

||u′hδ||2d := λδ < Du′h
δ
,u′h

δ
>

= λδ < DPuh
δ, Puh

δ >

= ||u′h||2d − 2δ < B−1P tDPuh, P
tDPuh > +o(δ2)

�°·¤��âÕÏb�

||u′hδ||2h :=< Au′h
δ
,u′h

δ
>=< P tAPuh

δ,uh
δ >

= ||u′h||2h − 2δ < B−1P tDPuh, P
tAPuh > +o(δ2)

�°·¤��âÕëb�
c �¦���K³Q�}���i+����}²���½º�7Ùº�}���¼¹�²��?� ÉÊ���������}´µ���S�����¤³Q´��Q�V�¦��ÉÚ����Â��Õ³Q�

Xh
′ ���±�9³Q�}����´µ�¤²�����ÝÑÒ�}�K³���´��}����²ÝÂ��S�&�SÄ¦�Q�����

λ
�Q�Í����³Q����n����µ�}����¹�²��;³Q���µ²�´ä¾)³Q´|�S²��}Ä¦�������}�

2

¯°�yÂO��²��]dQ�����0´µ�����Q�������&�Õ�����fÉÚ�Q½}�S��²��Q����ÉÚ�Q½����µ²���´��}����²Ý�&�SÂ�ÂO�}�±� ||u′hδ ||2d
||uh

δ ||2h
�

� �Õ�µ����²��±��²�����Ä¦�����Q+6�}�?���.ÂO��²���³Q�}�K³Q�µ²����1ÑU�Õ³Q´��µ��Ä¦���º��¹�²��S����� � ÉÊ�Q½º�}�µ²���´µ���$�fÉÚ²��
�����y���ÕÂ�ÂO�}�±���

� O	� R�S.T�¶©a�µl�¨·�S.T5O
Ü9�Õ���!³Q�=³&���SÂ�´ä�����i+E���}²��¦��½º�}����������������´µ���µ�µ��Ä¦�����!³&������³&�����4�,³Q�}Ä¦Â������K�����=���

�µ´µÄ¦´ä�����Î��ÉÚ´µÄ¦Â��Õ³��;�����0��´µ��³Q������´���²�´µ�����;�������2½�´ä���������!��´µ�&³����Q������²��9����Ä!�Q�����¤�����¤²�¾
Ä!����´�¹�²��;��Ä¦Â��µ�6Ù������ c ÉÚ´������?���6��²��±���µ���$¹�²�´y����²��Í���±��½����¤²��.�!� ÉÊ����Â���´ä�ÍÑÒ²��¼���}�K³?���
ÂO���K�Õ�µ´������.�����?��´ � �Q�����������ÍÄ2�S��´µ�������£�]³Q����ÑU�SÄ¦��²������¼��´µ��³Q���º��´µ�¤²�´ä�����.)�!³Q�Q�Í���º�Õ���L+
��É��S���S�µÙ¤��� �����Q����´�¹�²������}²��1Ä¦�}�����±�Í¹�²fÉÚ´µ�����±�����}²��©�ÎÑU�S´µ�1����½�´µ�&�Õ�}�7�SÅ��µ�9����Â����¤³Q�������
���0�������}�±���}�

� �}²�����ÑÒ�}´µ�Q+�³Q�Q�����9Ä?d�Ä¦�Î�S���Õ�äÙ����9���}²��]Ä!���������9¹�²��Î�fÉÊ²����9Â��S�±�o+¤���}²��Ã���9ÂO��²�¾
½������Â��S�,³�����´µ��´µ�²��ËÂ��Õ���ÕÄ¦������� ��� ÂO�Q���Õ�µ´µ�ß�6��´µ�}�m´��K���QÂO���K�K�Õ�º�:��²ËÂ��S�

h
��²

Ä/�Õ´µ�µ���S����+º���±��Â/�}�&�S�K�-�U���}²��1ÂO��´����Í���s�¿��²����Ì�]���0�����µ²���´µ�}���+º�Q�	� É��S²�������Â��S�±�Q+�¹º²yÉÚ²��
³�����´ �Ô��²K��´ä� Â��Õ���ÕÄ!�Q�����Î���ÔÑÒ�}�K³���´��}����

h
���ÎÂO��²���¹�²��Î����²�� ������²�´��±�0���Õ���±�9�ß�S²��

���¦³Q�}��½º�Q���}���K³Q�-�U�Q�#���G�Q�Q+f���=³Q�����±�&�Õ�����/���¦³Q�}����´µ�¤²�´ä���
c(εh, h)

´µ�������Þ½�´��Q���?�K�Õ���



�o}-��}5w(�&~,wMò'0Mö�ø��&~.} ��Û�·
� ÉÊ���±��´µÄ2�6��´µ���,�fÉÚ���±����²��,� ·��Úë������OÜ¼�?Â��µ²��Q+O��ÉÚ²���´µ��´µ�&�S��´��}�:�fÉÚ²����?����³&����´�¹�²��4���?ÂO�����S�µ´ä¾
�&�S��´��}� ���¦�7ÉÇ�S�±�ß�Õ¹�²��¦Â��Õ�;�������µ�µ��Ä¦�����4�Õ²#ÑÒ�}�K� ��²#Â����}Å��µ��Ä¦�2³��S�Q+yÄ4d�Ä¦�¦��´����}²��
�������������9�fÉÊ������´µÄ¦´ä���Q�Í�µ���Í´�Ä¦ÂK�}³����o+K���Q�9��´µ��³Q�}����´µ�¤²�´ä�����¼�ß��´��±�������Í����²u�¿��²��¼³��Õ�����}²��
���&��½}�S´��µ�µ��������²��]²��Ý����Â��}³Q�i+�ÂK�Õ� ���6��²����i+K���0ÑÒ�}�K³���´��}���Í��´µ��³Q���º��´µ�¤²������

ÜÍ���%�µ�}���Q+Õ��ÉÚ�Q�&�ÕÂO�Ã��²�´ä½��S�����Ã����Ä4Å��µ�©dQ�����Ã���Í���}�&�Õ�µ�Ã��²�Â�Â���������´��}�!��� ³Q�Q����´µ��³Q���º��´ ¾
�¤²�´ä�����M�Q�MÂO��²��M³Q������+S´µ��Â��S�&�on�������³Q�����&�S´��±�Ã���.���&��½}�Õ´µ�µ�µ���M��²��M²��4����ÂK�}³Q�Ã���	Ñ����K³���´��}����U´�³Q´+�µ��� ½�´ä�����������Í��´���³Q�±�Q�����£�Ã³Q������´µ�¤²������G�9ÉÊ���±�¼³��Q�����;����Ä2�S��³&���?¹º²�´+ÑX�Õ´ä�Í��ÉÚ�}Å��¿�Q�¼��²
³&���SÂ�´µ�����6� �4ç Ï��ß�
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TVUX^`S6��µ�¶ZU`·�S.T5O
Ü9�Õ����³Q�;³&���SÂ�´µ�����i+����}²��¼�S���µ�}��� �����º���������0�±��ÂO���K���±�$�S²��ÔÂ����}Å��µ��Ä¦��������²����Q½����

Â��µ²��?��½}�S���0�K�Õ���0³Q��Ä¦��Ä!��´µ���4�2�&��½º�}´��9�µ���Î�����±��²����9Â�²�����Ä!�����Î�¤²�Ä¦�Q��´�¹�²����0³Q�}Ä�¾
Ä¦´µ���Q����²��]� ÉÊ��ÂO�����S����²������?��´��G²���´µ���Ý�Q��²��³��}²��Í³��S��³�²��+�Q� Ä¦��Ä¦�}´µ���0´µÄ¦ÂO�}�±�ß�S�����

ÜÍ²4Â�����Ä!´����EÂO��´µ���%���.½¤²��i+S�µ�Ã³&���SÂ�´µ�����z� �4ç ·��+���}²��%�Í�&�SÂ�ÂO���µ�]¹�²��.�����M�����±��²����
³Q�}Ä¦Ä¦´µ���Q�Ã��²��.� ÉÊ��ÂO�����S����²��]���9��´ �G²���´��}�=���}���Ã�Q����´µ������Ä!�����]��²����]�Õ²¤�=��´���³Q�}����´µ�¤²�´ ¾
�����1��� ���Õ���±�]½�´ä������������´µ��³Q���Q���i+��Q�1¹�²yÉÚ���¦²��¦³Q���±�&�Õ´µ�¦�������1����²�������Ä¦Ä!�������¦Ä!����²����
���;�µ´�Ä!´µ�������µ��²��±����� �Q����� � �S´µ��ÂO��²���¹�²��}´+���;Â��S�¼�S���µ����²���³Q�&�S�,�S²�¾)�������!�Q��²���´µ�µ´������
��´µ����³�����Ä¦������²�������´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���/��� ���¼½�´ä����������¹�²�´K´µÄ¦ÂO�}���'�Î³Q�Q�����������±��´��Q�����fÉ�dQ�����
³Q�}����´µ�¤²��X®�Ü9�Õ���%³Q�]³��S�Q+Õ�µ����Â��±��Å�����Ä!�����ÕÂ�Â��S��²�����²��M��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��%���]��´ �G²���´��}�!��´µ�±¾
Â��Õ���Õ´µ���������7�OÜÍ�?Â��µ²��Q+���ÉÚ´µ�+���}²��Í����²����Õ´ä���}���Í�����S�µ��Ä¦�����Í��´µÄ¦´ä��������ÉÚ����Â��Õ³Q�?Ä¦��Ä¦�}´µ���
����³Q�����&�Õ´µ���4�2²��È³��Õ��³Q²��M�Q�9�µ�4����Ä¦Â��Î�fÉÊ������³Q²���´µ���3+G´µ�M����Ä4Å��µ��³��������±�����0����³&���}´µ��´��
²��«����Â��}³��/����½�´ä���Q�����¦��´µ��³Q���Q���¦¹�²�´%���}´ä�?���¦��´µÄ¦������´µ���«���=Â��µ²��0ÂO�Q��´ä���!ÂO������´µÅ����l)
� ÉÊ����Â��}³��?¹�²�´f�7ÉÊ´�Ä!ÂO�����?�Õ�µ�}��� ���S��²������µ�µ��Ä¦���������±� � ÉÊ����Â��}³Q�;��´ä�

P1
³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦���

�.��ÂO���K�K�S���o+S²��4������³&���}´ �4���}²�����½º�Ã²��4Â����}Å����QÄ¦�Ã´µÄ¦ÂO�}�±�&�Õ���&)6´����Q����Å�´�����³Q������²
¹�²���³Q�Q�Î����Â��}³���Â��Õ�Þ��´�³Q²��µ´��Q�0���$½�´µ���������Q�0��´µ��³Q���Q�����Î�����&�6��´µ��ÑU�S´µ�ÎÂ��S�Î����³Q�}�������Õ´µ�����
´���Ñ�¾°��²�Â:��²��Í���/ÑÒ�}��Ä!�4Å�´µ�µ´������Õ´µ����������´ä½º�Q���}���K³Q����´���³Q�±�Q���

bh(., .)
� �	�}Ä¦Ä¦���º�9ÑU�S´µ���

ÂO��²��¦Â��S�������¦��²������³Q�Q�±���Ý�µ´�Ä!´µ�&�S��´��}��®:�¼ÉÚ���±�¦� ÉÊ��Å��¿�Q�2����½º���µ��Â�ÂO���K�S���¦�����¦Â��Õ���6¾
�����ÕÂ������.��²�´ä½��S�����o+����/���}²��	�Õ�µ�µ�����.���Q½º���µ�}Â�ÂO���.�����1Ä¦�Q�����¤�����1�¤²�Ä¦����´�¹�²����1Å��S�������
��²�����������´µ�&³Q�±�Q��´µ�&�S��´��}���Í���0���4½�´ä���������0�Q�Í���0����Â��±������´µ�}�/�Þ¹�²��S��´ä¾)³Q�}�µ��³��S�µ´��������Ì�&�

��Û�ë
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áE�}²��.³Q�}Ä¦Ä!���K³Q���Q+�����²��Ã�S���µ�}���	���QãK��´µ�1���Q�.����Â��Õ³Q���	��´µ��³Q���Q���.��²���������¹�²������1����²��
�S�µ���}���!���&��½}�Õ´µ�µ���Q�/��²����Õ���!����²����³Q�Q�±���ÝÂ��S�±��´���+%�&�Õ³&���S���2¹º²yÉÚ²����Ô���Q�����&�S��´µ�&�6��´µ�����
�fÉÇ�Õ²���������³&���}´ �� ÉÚ����Â��Õ³Q�������±��ÂO�}����´�Å��µ���

À¤�}´µ�����}�K³1��ÉÚ�Q��Â��Õ³Q�1½º��³������±´��Q����´µ��³Q���Q�
P1

���}�4³Q�}��ÑÒ�}��Ä!�i+6���Õ���
Xh

+7´��K³���²��M�K�Õ���
L2 �Q�Í���}��� ����²�� �&�SÂ�ÂO���µ���������!���Qã���´µ��´��}�*)
Xh := {vh ∈ L2 | ∀K ∈ Th , vh|K ∈ P1(K) vh

³Q���º��´µ�¤²��0���
xf
�Q�

vh(xf) = 0
��´
xf ∈ ∂Ω}

�i�
xf
���±�%���ÃÄ¦´µ�µ´���²!�fÉÚ²���� �Õ��dQ���]��²�Ä2�S´��µ���Õ�}�]���!��´�Ä!������´��}�¦����²��t+Õ�Q�%���ÃÄ¦´µ�µ´���²

�fÉÊ²����0ÑU�Õ³Q�?��²Ä2�S´µ�����S���0�����´�Ä!������´��}�Ô�����}´µ�7�
á��S�.�ÕÅ�²��.�������Õ�����S���i+

Xh
ÂO�}²����&�Î���º�S����Ä!�����vdQ�����Í�ÕÂ�ÂO����������Â��Õ³Q�Í������½�´ä�����������

��´µ��³Q�����������OÀ¤�}´ä�����º�S����Ä!������²��Ý����Â��Õ³Q�0��³��Õ���S´��±�;��´µ�&³Q�±�Q�
Mh

´µ�K³Q�µ²��Í�K�S���
L2 í�����²��ÂO�}²����±����� �µ�?������´��}������³Q�}Ä¦Ä¦�Î����Â��}³Q�;����� Â����Q����´µ�}���Í��´µ��³Q���Q�������

Mh
�����&�4��²�Â�ÂO�}���

½�����´äãK���/²�����³Q�}�K��´ä��´µ���ý���Ý�)Ù�ÂO�´���Ñ�¾°��²�Âõ��²��¦²�����Ñ����±Ä¦�Å�´µ��´µ���7�S´µ���,��´µ�&³����Q�������
��´ä½º�Q���}���K³Q�

bh(., .)
+����QãK��´µ�;��²��

Xh ×Mh
)

∃β | sup
vh∈Xh ,vh 6=0

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ β||qh|| ∀qh ∈Mh

��½º��³
β
´µ�K����ÂO���K�K�S�����$��²Ä/�Õ´µ�µ���S�}� Th �

c �4�����������0���
bh(., .)

����²��]ÂO���±Ä¦�Q� ���Î���QãK��´µ�Ã²��Ô����²��±¾°��������Ä$Å����Î���¼½�´ä���������������´ä½º�����}���K³Q�6����´µ�&³����Q���o�	�¤²��µ����+����}���
Vh

+����}�Ý������²�´ä��� {0} +��Q� ��Å������¤²ÝÂ��Õ�f)
Vh := {vh ∈ Xh | bh(vh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh}

��Ï����o�
¸%��ãK�

Xh
�Õ��Ä¦�Q�0²����!����³Q�}Ä¦ÂO�}��´µ��´��}�

L2 �}�±�������}�����S�����«����²��:���}²��Þ¾°����Â��}³������´µ�±��´µ�K³����-)M²��(���}²��±¾°����Â��Õ³Q�
X̄h

´µ�K³Q�µ²��/�K�Õ���
H1

0

�Q�¦²��q����²��Þ¾°����Â��Õ³Q�
Xh
′ ´µ�K³Q�µ²���K�S���

L2 � c ��²��������QãK��´ä��´µ���������}���Í���}��������� Â��Õ� �µ��� �������S��´µ����� ��²�´ä½}�S�������P)
Xh := X̄h ⊕Xh

′

X̄h := {vh ∈ C0 | ∀K ∈ Th , vh|K ∈ P1(K)}
� ãK� �fÉÚ�}Å�������´µ�?�����?���±��´µÄ2�6��´µ�����?�fÉÚ���±����²���+y´������}²��?ÑX�Õ²��?���º�Õ�µ��Ä¦�Q���$�&�SÂ�ÂO���µ���

¹º²��¦³Q���0��´��G�����Q�����0�Q�����QÄ4Å��µ���;��´µ�&³Q�±�Q���ÎÂO���������������;�����0Â��±��Â��±´��Q�����;�fÉ��SÂ�Â��±�7��´�Ä2�7¾
��´��}�Ý´��º�������Q���&�S�����������9ÉÚ�Q��� ��ÉÚ�}Å��¿���Í��²Ô�������}����Ä¦�;¹º²�´y��²�´ä�$)



2�}���}ÝôzÉ�<�ø�~ÍøQïEø��&~9ö
} �7â��
l ç+�wOv7©�ª«¢¥�f�� f�Urnm 	��4! u1

�,���1��� ��� �"!]- �"�1�Z��	���- �
�^NepS�o�X� V ∩ H2 �W! u2
�,��1��� ��� �"!+- �
�1����	���- �"��N2pS�.��� H1

0 ∩H2 E
�e�������(�
�����������\�� &9�W!4� X̄h

�W! Vh
�
	����B������"!t�������@&9	��@&��?�W!7�����e� �����"&�	1pJ���8�J!4�?	�����,�\M;���"!7���rP

inf
vh∈Vh

||u1 − vh|| ≤ Ch2||u1||2
��Ï���_i�

inf
w̄h∈X̄h

||u2 − w̄h|| ≤ Ch2||u2||2
��Ï��ÇÆb�

	�Q������.�9	���� !7���
!7��� C �	��"!��������7��� �������
!7���r���:�
��� h ���_�����>�\���'h��E
� ãK�!���]ÑU�Õ³Q´µ�µ´µ�����%���¼�µ��³���²����]���]³Q�]³&���SÂ�´ä������+}����²����Õ�µ�µ�����%�����S�µ��Ä¦�����%´µ�������¤��²�´��±�

�����$��Â������������0²��#³Q���Þ�ß�Õ´µ�«���}Ä4Å��±�¦�fÉÚ�}ÂO�����S����²����;���!Â������)��³���´µ�}�3+y���}���;²��«²��&�S���
³Q�}�����&�Õ�º����������ÑX�Õ´ä��Â��S� ������²�´ä�����

»��}²��Ã³Q��Ä!Ä¦���¦¡Q�}���]���}�K³¼Â��S�Ã���QãK��´µ�Ã²���Â������)��³�����²��
L2 ¾°���Þ�����}���}���S�m+ Ph

+¤¹�²�´� ����²��E�����QÄ¦���������
L2 �Õ������³�´��.²��$�����QÄ¦��������� Xh

�}�.��Ä!Ä¦�
Xh

���	����³Q��Ä!ÂO�����	Â��S�
���QãK��´ä��´µ�����Q��²����;Â��S�±��´µ���¿��´µ�������

X̄h
�Q�Í²����;Â��S�±��´µ�?��´���³Q�}����´��¤²��

Xh
′ +K´µ�E�SÂ�Â��S�&�on�����S��²�������������QãK��´µ�/�µ���/��ÂO�Q�&�6����²����/���Â����u�¿��³���´µ�}�

L2 ���Þ�����}���}���S²��j³Q���±������ÂO�}��¾�K�Õ�º���Q+`��&��½º�}´��
P̄h

���
P′h
�M�.��Ä¦Â����/�����¤² ���2³Q���4���QãK��´ä��´µ�����Q+|´µ�1����´µ�����2²�� �µ´µ���

���µ��Ä¦�����&�Õ´µ���0�������±�;³Q���]�����}´µ��Â��±���¿��³�����²����P)
Phu = P̄hu + P′hu

��Ï��ÚÛ��
��½º��³

u
�����QÄ¦�����Í¹º²�����³����K¹�²��;ã����;���

L2 �
ÜÍ������´µ����Â��±���¿��³�����²��1�����������}²��.�Õ²��±������ÅO�����}´��3+

P̄1
h

�������QãK��´ä�.³Q�}Ä¦Ä¦�]��ÉÚ�}ÂO���&�7¾
����²��9���4Â����u�¿��³���´µ�}�

H1
0

���Þ�����}���}���S�M��²��
X̄h

+GÂO�}²��Í¾°�Q½¤´�����Ä!Ä¦�����Þ¾Ã���}²��Î�Q����Ä!�����
���

H1
0

�
c ���.Â��±��³Q�����������.��ÂO�����S����²����.�����±�����.������������´����µ�µ��Ä¦�����	�����±��´µ�����©�fdQ���±�Í��Ä!Â����7Ùº�Q�

��²��=������½�´µ���������Q�Ý��´���³Q�±�Q�����Ý���:���}�Ý��´ � ���±�������=�&³�����Ä2�S�Ô�¤²�Ä¦�Q��´�¹�²������ � �S´µ��Sã��
�fÉÚ���±��´�Ä¦�Q�=³Q�}Ä¦Â��µ�Q����Ä¦�Q���=�µ���ß�S²��ý���:³�����½������}���K³Q�i+.´µ�¼���}²���ÑU�S²K���&�#�����S�µ��Ä¦�����
Ä2�on�����´µ���Q�.� ÉÊ�������Q²��	³Q�}Ä¦Ä¦´µ���¼��²��1� ÉÊ���±��´µÄ2�S��´µ���=���¼���;Â��±������´µ�}�=��´µ��³Q���Q���}��á|��²��.³Q������+
����²��¼�S���µ�}����´��º�����¤��²�´µ���?����²���Õ²�������� ��ÂO�Q�&�S����²���� Â����}Â������'��³Q�Q�����Î½��S��´��SÅ������

»��}²��;���QãK��´������}���0����²��;�fÉ��SÅO�����È��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��
Πh
+f¹º²�´���²��È�����QÄ¦�����

q
���

L2�Õ������³�´��;²���Q����Ä!�����Í���
Mh

+Æ�4Â��S�±��´µ�����;�����±�����6��´µ�}�*)
b(vh, q) := bh(vh,Πhq) ∀vh ∈ Vh

⊥ ��Ï���âi�
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Vh
⊥ �Q��� ��ÉÚ�}�±�����}�}�����S�+��� Vh

ÂO��²�� ���0Â����¤��²�´ä���&³��Õ���Õ´µ�±�
(., .)

�
¸%����²�´ä���i+S���}²���´µ�������¤��²�´µ����������ÉÚ�}ÂO���&�6����²�� ∇h.

���QãK��´���²��
Mh

�Q����½}�Õ�µ��²��±�%�K�Õ���
Xh

ÂK�Õ�P)
(∇hqh,vh) := bh(vh, qh) ∀vh ∈ Xh , ∀qh ∈Mh

��Ï��Çíb�
¸%��ãK�3+����}²��M�S²��±�����|³Q������´���²����µ����Ä!�����EÅO�����}´��?��²?�µ��Ä¦Ä!����²�´ä½}�Õ�º�s����´ä�E��� k ���}��¾º �S��� �Î�������?��ÉÚ�����}�K³Q�/�Q�?�������Ä¦���������&�6��´µ���#ÂO��²�½º���º�.dQ�����¦�����}²�½º���?�K�Õ���$�µ���?���QÑÒ��¾

�±���K³Q���$�Ç_}â��+���.�ä��ëu��)
¡�¢�ª ª«¢��f��  �Urnm 	���! δ / g0

/ an / bn / cn � ! γn C n ≥ 0 H%�S���[���,�4!(�.�X�]��	���A &��[&����1� ��
	����4!>� v �3M;� &��ON5���"!5��� �����('��;�)�4!7�3���S��M;���
!7�%P
an + δ

n∑

j=0

bj ≤ δ
n∑

j=0

γjaj + δ
n∑

j=0

cj + g0

m ���X�
	��	������X�V�U�)�S��- �
� γjδ < 1 �
	��,&�!7	��,!�� �"!>�?��& j E[Ùj��	�&��s�U	��S����M;	�����('��;��� ��� �"!+P
an + δ

n∑

j=0

bj ≤ e(δ
Pn
j=0 σjγj)

[
δ

n∑

j=0

cj + g0

]

	�Q_�U	��S�.��M;	����5�
	��� σj := 1
1−γjδ

E
11OÌË ¸�U`µ��=W��*Î�µ�T �¨¶��=\&Â _ �=WKÁ�^`S76LW(¶ZU`·�S.T5O

Ü9�Õ���9³Q�?Â�����Ä¦´µ���ÍÂ��S�&�S�����ÕÂ�����+O���½��/³�������³&�����z�¦�Q��²K��´µ���¼�µ�$��³&����Ä2�/���?Â����S¾�)��³���´µ�}���²�´µ½}�S���o+����QãK��´yÂO�}²��]���}²��
(v̄h,vh, qh) ∈ X̄h ×Xh ×Mh

)
1

δt
(ū

n+ 1
2

h − ūnh, v̄h) + a(ū
n+ 1

2
h , v̄h) + c(ūnh; ū

n+ 1
2

h , v̄h) = (f , v̄h)
��Ï�� ·��

1

δt
(uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ,vh) + bh(vh, p

n+1
h ) = 0

��Ï��ÇÏb�
bh(uh

n+1, qh) = 0
��Ï��Çëb�

ūn+1
h = P̄huh

n+1��Ï�����×b�
�i�Ý�µ��� ´��K³������¤²������!���Q������Ä!´������]���}���

ū
n+ 1

2
h

+
uh

n+1 ��� pn+1
h

+��SÂ�Â��S�±���Q���Õ��� �����Þ¾
ÂO��³ß��´ä½º��Ä¦���º�¼�Õ²��Ô����Â��Õ³Q���Í��´µ��³Q���Q���

X̄h
+
Xh

�Q�
Mh

�
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p¼�,Â����¤³Q�����$���&�Õ��´ä��´µ�������Q���µ��Ä¦���º�Î���,Â���²���´µ��²����9���ß�SÂO���V)O´µ�EÑU�S²��¼����²��Î� É��SÅO�����

Ä¦�}�����±���Î¹�²yÉ ��³&���Õ¹�²��4Â��S�0���$����Ä¦Â��
δt
+G�µ���±Ù��±���QÄ¦����Ï�� ·������UÏ��µ��×b�¼�Õ��Ä¦�Q�Î²����

�����µ²���´µ�}��²���´�¹�²���íS������²�´ä���i+S´µ�¤ÑU�Õ²��MÄ¦�}�����±���M¹�²��Ã³Q�Q�±���	���}��²���´��}�4���±���±�&�ÕÅ��µ�]�Õ²�³Q�}²��±�
��²=����Ä¦Â��]�����µ���Ý�����]�����±Ä¦�����SÂ�Â����}Â���´µ�����¨í��Q� �Q��ãK�3+�´µ�fÑU�S²K���&�4�Q�&�ÕÅ��µ´µ�]���9�ß�S²��Ô���
³Q�}��½º���±�����K³Q�0���ÝÑÒ�}�K³���´µ���������ÂK�Õ���ÕÄ¦�Q�������

δt
�Q�
h
�

8(ÑÓÒ(ÑÌÔ �/ü]æÌÚiå�Ø¨ä�à
Ø�ØtåôÛ'ä�æÌàtæmå�÷øù.ú�Û�ä]ØøÚ�ãZÙ�Û(å�æ�ãZä ÖZÛ9Ú�à�õ'÷¨ð:ÖÍù'Ø
×�Ý�ã:9bØ¨àÆå�æÊãZä,Ñ

p¼�Ý³Q������´��������;���}�K³Î�µ�0��³&����Ä2�����QãK��´yÂ��S�]����� ��¹�²��S��´��}���$��Ï�� ·��©�l�UÏ��µ��×b����À¤²�Â�¾
ÂO�����}���?¹�²yÉÊ´��%�ß��´��±���¦²��

n
������¹�²�� ∀n0 ≤ n

+ ���!��³&����Ä/�¯��Ï�� ·��z�¥��Ï�����×��9�}��Ä!�Q�����
²����2²���´�¹�²��2���}��²���´��}�y� c �����Ä!�����±�����S��´µ��� �������Ô������Ä!´����Q�2��´1� ÉÊ��� Ä!���������2¹�²��/���
��³&����Ä2�!�}��Ä!�Q��²����0²���´�¹�²��;���}�µ²���´µ�����Õ²ÝÂ��S�

n+ 1
�

á��S�¦�ºÙ�ÂO�}�����������������Â��Õ�Þ�o+%�µ�Ô½º��³����Q²��
ūnh

���±�/��²�Â�ÂO�}����³Q�}���¤²y�1á��S�/³Q�}������¾
¹�²������Q+t�UÏ���·i���Q���	²����¼��¹�²��6��´µ����������¾°�µ´µ���7�S´��±�9ÂO���Þ�ß�S���Ã²���´�¹�²���Ä!�����Ã��²��	��É¤´µ�K³Q�}���¤²
ū
n+ 1

2
h

�vp¼�j�±��³Q�����K�¤n��2²������¹�²��6��´µ�}�ý����³Q�}��½���³���´µ���õ��´ � ²���´µ�}�3+1���}���2�µ���/ÑÒ�}��Ä¦���
Å�´µ��´µ���7�S´��±���.���������}²������1�µ���.Â��±��Â��±´µ�Q������½º�}²���²��Q��)����/ÂO��²��	���}�K³�³Q�}�K³Q�µ²����Í¹�²��.��Ï�� ·��
���QãK��´ä�Í���0Ä2�Õ��´����±�;²���´�¹�²��;�µ�0½���³�����²��

ū
n+ 1

2
h

�
� Â��±���������o+��}�?ÂO��²��E��²�Â�ÂO�}�����

ū
n+ 1

2
h

³Q�}���¤²$�K�S���|���1�±Ù��±���QÄ¦�.�fÉÊ��¹�²��6��´µ�����s��Ï��ÇÏb�°¾��Ï��Çëb�����	�0�±Ù��±����Ä¦�Î���0������³Q�±´µ�����;Ä/�Õ��´µ�����;����³Q��²�Â����?³Q�}Ä¦Ä¦�Î��²�´ä�$)

(uh
n+1 − ū

n+ 1
2

h ,vh) = 0 ∀vh ∈ Vh
�UÏ��µ���o�

bh(vh, p
n+1
h ) =

−1

δt
(uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ,vh) ∀vh ∈ V⊥h

�UÏ��µ�7_i�
¯°�����±�$³Q���Õ´µ�?¹�²��¦���ÔÂ�����Ä!´����±�/��¹º²��S��´��}� ���/³Q�¦�±Ù��±����Ä¦�/����³���²�Â��µ���Õ��Ä¦�Q�?²����

²���´�¹�²��;���}��²���´µ���5)
uh

n+1 �Q��� �µ�;Â��±���¿�Q��� L2 ���Þ�����}���}���S�+��� ū
n+ 1

2
h

��²��
Vh

�
c �È³Q�}�K��´µ��´µ���j��� � �ÕÅu�²���Á}�7¾ � ����¢�¢�´�+%´µÄ¦Â��µ´�¹�²��Ý��ÉÚ�ß��´µ�����K³Q�Ý�Q�¦� ÉÊ²���´�³Q´µ����fÉÚ²����

²���´�¹�²��;Â��±������´��}�
pn+1
h

�&�6��´µ��ÑX�Õ´µ�&�Õ�º�.��Ï��ÚÏ��ß�
¸%��ã��3+f�UÏ��µ��×b�/���È��²�j¦�H� �����µ��¾°Ä?d�Ä!�ÈÂO��²��Ô³Q�È¹�²�´Î³Q����³Q�������È��ÉÚ�ß��´��±�����K³Q�È�Q�

� ÉÊ²���´�³Q´ä���?���
ūn+1

h

�
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l ç+�wOv7©�ª«¢��f��åf�Ur ª �@��p;�\� !7�d�,�U�]��	��=� !7���"!7� C !7�W�����]- �
� ∀n ∈ {0, .., N} /u	��_���4!ÛP

||ūnh||2 + ||uh
n+1||2 + δt

N∑

n=0

||ūn+ 1
2

h ||21 ≤ C

δt

N∑

n=0

||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 + δt

N∑

n=0

||uh
n+1 − ū

n+ 1
2

h ||2 ≤ Cδt

�R���]�����('h�;�<�4!7���[��6!>&9�����S�\�� �
!¡�
��&6���%� !7��A �4�)�4!7�.� �q��	�&���� L∞(L2) �W! L2(H1
0) E

ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c �ÝÑÒ�}��Ä¦�

c(.; ., .)
�Q�&�Õ�º���Õ�º��´µ��Ù¤Ä¦�Q���±´�¹�²��i++����²��$����Ä¦Â����u¡Q�}���

v̄h
�K�Õ���$���ÝÂ�����¾

Ä!´����±�0��¹�²��6��´µ���ÝÂ��Õ�
2ū

n+ 1
2

h

�Q����ÉÚ�}�Ý��Å���´µ�����$)
||ūn+ 1

2
h ||2 − ||ūnh||2 + ||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + 2δt ||ūn+ 1

2
h ||21 = 2δt (f , ū

n+ 1
2

h )
��Ï�����Æb�

Ü9�Õ���2�µ������³Q�}�K�j�±Ù��±����Ä¦���fÉÊ��¹�²��6��´µ���3+�´µ�Í���}²��2��²�j!�������±��Ä¦Â����}³����
vh

Â��S�
2uh

n+1 �Q� � ÉÊ���Ô���±��²�½��?)
||uh

n+1||2 − ||ūn+ 1
2

h ||2 + ||uh
n+1 − ū

n+ 1
2

h ||2 = 0
��Ï����QÛ��

¸%�Ý���}Ä¦Ä2�S���$��Ï�����Æ�� ¾��UÏ��µ��Û���+��}��}Å���´µ�����P)
||uh

n+1||2 − ||ūnh||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūnh||2

+ ||uh
n+1 − ū

n+ 1
2

h ||2 + 2δt ||ūn+ 1
2

h ||21
≤ cδt ||f ||2 + εδt ||ūn+ 1

2
h ||21

��Ï�����âi�

p¼�Ô½º��´ä�������K³0¹�²��?)
||uh

n+1||2 ≤ cδt ||f ||2 + ||ūnh||2
��Ï�����íb�

á��S�]���QãK��´ä��´µ�}����
Ph
+��}�Ô���Ô������²�´ä� Â��S�]�±��³Q²����±���K³Q�Î�µ��� ����²¤�=Â�����Ä!´����±���]Ä2�7¾�)�����S��´��}���Í��²Ô���������±��Ä¦���
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¸%��ã��3+����Ý����Ä¦Ä/�Õ��� ��²��]�����

n
+�´�� ½�´µ�����$)

||ūN+1||2 +
N∑

n=0

(
||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + ||uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ||2

)

+ cδt

N∑

n=0

||ūn+ 1
2

h ||21 ≤ ||u0||2 + c

N∑

n=0

δt ||f ||2

�UÏ��µ�6·��

Ü$ÉÚ���Ý���Q��Ä2���¿�}�&�6��´µ�}������²�´ä½��S�������Í��²Ý���������±��Ä¦�?)

δt
N∑

n=0

||ūn+ 1
2

h ||21 ≤ ||u0||2 + c
N∑

n=0

δt ||f ||2 ≤ C
��Ï��µ��Ïb�

δt
N∑

n=0

||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 ≤ δt ||u0||2 + cδt
N∑

n=0

δt ||f ||2 ≤ Cδt
��Ï�����ë��

δt
N∑

n=0

||uh
n+1 − ū

n+ 1
2

h ||2 ≤ δt ||u0||2 + cδt
N∑

n=0

δt ||f ||2 ≤ Cδt
��Ï���_Õ×��

2

8(ÑÓÒ(ÑÓÒ �¯ãZävñvØLÝ={�Ø¨ä'à
Ø ù�Û ÚÜà¦õ'÷3ðøÖ ù'Ø|×�Ý�ã;9bØ¨àÆå�æ�ãZä,Ñ
áE�}²��Ã��Å�������´µ�]��ÉÚ�����±��²��]�Q�Ô����Ä¦Â��Ã�Q� ���Ô����Â��Õ³Q�0���Î���}�����Î��³&���QÄ2�4�Q����´µ������Ä!�����

��´µ�&³Q�±�Q��´µ���i+y� ÉÊ´����Q�2³Q�}����´��±���1�Ô����Â��S�����;��É��SÂ�Â�������´µÄ2�6��´µ���#���«����Ä¦Â��?���¦��É|�ÕÂ�Â��±����´ä¾
Ä2�6��´µ���=���=����Â��}³Q�}��À¤´

u(t)
������´��}���Î�µ�¼½º��³�����²��	½�´ä���������Î���}�µ²���´µ���Ô���?��_��µ�¤� ¾£� _���_i�1�Q�

un
�µ�/½º��³�����²��?½�´ä���������2���}�µ²���´µ��� �fÉÚ��¹º²��S��´��}������´µ��³Q���Q��´��������4�Q� ���QÄ¦Â��=� _����o�°¾£� _���_i��+

����²������QÄ2�Õ��¹�²��}���1�Õ�µ�}����¹�²��
u(t)− ūnh = (u(t)−un)+(un− ūnh)

+Õ�i�
ūnh

���Q��´µ�}���
���}�����4½º��³����Q²��9½�´µ���������!�����µ²���´µ�}� ���Q�0��¹�²��6��´µ�����;��´µ��³Q���Q�����6��Ï�� ·��°¾£��Ï�����×b��� c É �����±��²��
³Q�}Ä¦Ä¦´µ���9�Q������Ä¦Â��]�Q��� �S���}���Ã������´����±��Ä¦�����ÃÂO���Þ�����9Â��S�Ã�µ���Ã��¹�²��6��´µ�����]��´µ�&³����Q��´µ�������
���È����Ä¦Â��Q+G�ß�S�K��´µ�?¹�²��!��ÉÚ���±����²��0���«����Â��Õ³Q�¦�Q���;¹�²��S���.�������µ�¦ÂO�}�±�����¦²���´�¹º²���Ä¦�����
Â��Õ�]���}�����0��³&����Ä/�!���0Â������)��³���´µ�}��¤²�Ä!����´�¹�²����
�?w tOþO¢¤v�<�¢�t+{�¢�¢�t(u7¢�ª#¥E£¦xEzõ£�{Õç+�ª«è#x|¢,¥Ev7w���¢¤{}u6~�wGt��

áE�}²��9�Q½}�S��²��Q�Î� ÉÊ�����±��²��9���:����Ä¦Â��0³Q�}Ä¦Ä¦´µ����Â��S�9���}��������³&����Ä2������Â��±���¿��³���´��}�
�¤²�Ä¦���±´�¹º²��i+�����²�� ���ÕÂ�ÂO���µ�}�����µ�0��³&����Ä2�����ÎÂ������¿��³���´µ���Ý����Ä¦´ ¾)��´µ��³Q���Q��´����0���Ô����Ä¦Â��
���QãK��´0�K�S���*�ÊÛ�×��?)ÃÂO�}²��

u0
���}�����i+Ã�}�Ë³�������³&���ÈÂO�}²��=���}²��

n ∈ {1, .., 0} �����
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Ñ����K³���´��}���

(un+ 1
2 ,un+1, pn+1) ∈ H1

0 × L2 × L2
0

���}��²���´µ�����Í��²Ý�±Ù��±����Ä¦�0��²�´ä½}�Õ���
un+ 1

2 − un + δt ∆un+ 1
2 + δt un∇un+ 1

2 = δt f
�UÏ��Ç_��o�

un+1 − un+ 1
2 + δt ∇pn+1 = 0

��Ï���_}_i�
∇ · un+1 = 0

��Ï���_ÕÆb�
Ü9�Õ���$�ÊÛ�×u�§+�´µ�y���±�Í���QÄ¦���º�����0�µ�Î�����Q���±��Ä¦�0��²�´µ½}�S���$)

l ç+�wOv7©�ª«¢��f��åf��  �e�����	J�)�=!>�*	��������¦C=�SE�D�K9H�I�C>�SE�DS´�H���	��
M;� &?'h� �"!.M;� &��s�������	;�)�,I!>�*	�����C?D,E4K9HJI�C?D,E�D1H�E�d	��	����rP
en+1 = u(tn+1)− un+1 ��Ï���_SÛ��
en+ 1

2 = u(tn+1)− un+ 1
2

��Ï���_}âi�
Ù[��	�&��0���<�S�0�@&9��� �\�1� �8� �
!4/0	����������3&9�������)!7�J!4�r���%��	���M;� &?'h� �����]���S��M;���
!4�.P

||eN+1||2 + ||eN+ 1
2 ||2 ≤ Cδt

�UÏ��Ç_}íb�
δt

N∑

n=0

(
||en+ 1

2 ||21 + ||en+1||21
)
≤ Cδt

�UÏ��Ç_º·��
N∑

n=0

(
||en − en+ 1

2 ||2 + ||en+ 1
2 − en||2

)
≤ Cδt

�UÏ��Ç_}Ïb�

δt
N∑

n=0

||p(tn+1)− pn+1||2 ≤ Cδt
�UÏ��Ç_}ëb�

¬ 	��h��	�AW!7� ��	����t�;��	�&��.�S���8��	���M;� &?'h� ������� ����	�&��8� L∞(L2) / L2(H1
0) �
	��S&:���M���!7������.�W!+���q��	�&���� L2(L2) �
	��,&6���]�"&����9���?	���/5��M;���3�,�s!(���Xpo� � √δt E

»��}²�������Ä2�S�K�������}���Q+����ÔÑU�S´µ�Q+K�S²��=�����µ²���´��}������²Ô�±Ù��±����Ä¦�0�fÉÊ��¹�²��6��´µ�����$��Ï���_��o�°¾�UÏ��Ç_}Æb�4Â��µ²��/����±����²����S��´ä���¹�²��³Q���µ�µ�´µ��´µ��´��S�µ��Ä¦�����/��²�Â�ÂO�}���Q��� � ´µ����´ ��²�´ä½}�Õ���¦�����
�ºÙ�ÂO�}���������������.��ÉÇ�Õ�±��´�³Q���r�Ç_Õí��§+7����²��M��²�Â�ÂO�}���Q���}���M����Â��±��ÂO�}��´µ��´��}�4��²�´ä½}�Õ�º���1½º���±´µãK�Q�r)
ý�þ ¥�wKuSçy©�£�¢��f��åf�Ur �e�%�1	;�)�=!4�?	�� (un+1,un+ 1

2 , pn+1) ���%�"&�	�AW��B �8�tC>�hE�D�K9HJI�C>�hE�DS´ H����!�� !7�XA1���Y&9���(�
��� !>��M;� ��� �"!��
	��S&6�����3��	�& ����� L∞(H1) / L∞(H2) �W! L∞(L2) E` ¢�ª«è�v6éyzy¢��y��åf��rÚ¬ 	��S�d&�� ����&9- �"	��=�]�e� 	�&����]�W!�����i�:- �
�[�Z�c���f�� ���d�@&9	��
	���^�*� ���� ��� !���A��	J�)�,��� �"!U�
���3	��U!>�\�8�;��� ��!7���j�"�E@©5�s�>�^�W!4/u��	��S�Y��M;	��=��/���1��	��������j&9�����=�²I!7��!4�3��� �8	��"!>&9���3�����=�?�\Ü@L@�[�W!u&9�����
�1�Z���^�?� �G/u�S���jM��4!7������Y���Y��	��
MJ� &('�� �����Y���_!7� �^�"�� � O(
√
δt ) /%�;�Z	�&��q- �
���������W!4f�	���s���s���\�1� &��W!4�\��J!>�*	�� � �j�U��	�gh���_�U	��S�������\���1���4!���?�
� &���&3�,�q!7���Xpo���%��	���M;� &?'h� �����.� � O(δt ) E
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�?w tOþO¢¤v�<�¢�t+{�¢�¢�tj¢�£�¥+è�{�¢,xMzj£�{Õç+�ª«è#x|¢,¥Ev7w��Q¢¤{}u6~�wGt��

À¤²�´ä½}�Õ���1���ÎÄ!�Q�����¤������Ä¦Â��µ�7Ùº���Í���Õ�����Ç_Õí��§+����}²��	�Õ�µ�µ�����	���Q������Ä¦´µ���������]�ß�S²��/���
³Q�}��½º���±�����K³Q�Ã��������Â��}³Q�]��²��&³�����Ä2�,��Ï�� ·��°¾Z��Ï�����×��£+Õ���!³Q�}����´����Q�&�S���1³�����²�´ ¾)³Q´�³Q�}Ä¦Ä¦�
²����?�ÕÂ�Â��±����´�Ä/�S��´��}���Â��6��´��Õ�µ�;��²Ý�&³�����Ä2�4����Ä!´ä¾)��´µ��³Q���Q��´����6��Ï���_��o�°¾£��Ï���_ÕÆ��ß�
l ç+�wOv7©�ª«¢¥�f��åy��å �+	��	����6�Z���3��	J!(�J!>�?	��=�]���S��M;���"!(���.P

ēnh = P̄hun − ūnh
�UÏ��ÚÆ�×b�

en+1
h = Phun+1 − uh

n+1 �UÏ��ÚÆ��o�
e
n+ 1

2
h = Phun+ 1

2 − ū
n+ 1

2
h

�UÏ��ÚÆº_i�
ē
n+ 1

2
h = P̄hun+ 1

2 − ū
n+ 1

2
h

�UÏ��ÚÆ�Æb�
rnh = Πhp

n − pnh
�UÏ��ÚÆ}Û��

©������,��!7��/T�������
	��	����.-��"�r��� 	�������!5��� � �U������&9� �8���"!����S��M;���
!+P
h2 ≤ δt ≤ h

��Ï��ÇÆ�âb�
Ù[�Z	�&��6�����]�	;�<�=!>�?	����.�X�8C>�SE���H�I�C>�SE4KXL9H%�	��"!R!7�1�������.- �"�%P
||ēN+1

h ||2 +
N∑

n=0

(
||en+1

h − e
n+ 1

2
h ||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2 + c0δt ||ēn+ 1

2
h ||21

)
≤ ch2

�UÏ��ÚÆ�íb���M;��� c ��	���� !(���"!7�3�����X�7�
� �������"!7�.���:�����.�����8���4�����'�� h E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
¸%�ÝÑX�Õ´µ�&�Õ�º��������´��G���±���K³Q�1��Ï���_��o�°¾£��Ï�� ·��	��²��

X̄h
+����Ô���±��²�½º� ∀v̄h ∈ X̄h

)
(ē
n+ 1

2
h − ēnh, v̄h) + δt (∇ē

n+ 1
2

h ,∇v̄h)

= δt (Rn
nl, v̄h) + δt (∇

(
(P̄h − P̄1

h)un+ 1
2

)
,∇v̄h)

�UÏ��ÚÆ�·��

(Rn
nl, v̄h) := c(ūnh; ū

n+ 1
2

h , v̄h)− c(un; un+ 1
2 , v̄h)

�UÏ��ÚÆ�Ïb�
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p¼�!��� ��³���²��]���º�Õ�µ��Ä¦���º�1���Î��´ �G��������³Q�$�UÏ��Ç_�_i�°¾£��Ï��ÇÏb�E��²��

Xh
+ÕÂO��²��%�}Å����Q��´���¹�²����

¹º²��0���}´ä�
(vh, qh) ∈ Xh ×Mh

)
(en+1
h − e

n+ 1
2

h ,vh) + δt bh(vh, r
n+1
h ) = 0

��Ï��ÇÆ}ëb�
bh(e

n+1
h , qh) = 0

��Ï��ÚÛ�×b�
Ü9�Õ���?�UÏ��ÚÆ�·���+G�}�ÈÂO�}���

v̄h = 2ē
n+ 1

2
h

�Q�0�K�S���?��Ï��ÇÆ}ë��
vh = 2en+1

h

�3p¼�,���±��²�½��
�S�µ���±��������ÂO��³���´ä½º��Ä¦���º�$)

||ēn+ 1
2

h ||2 − ||ēnh||2 + ||ēn+ 1
2

h − ēnh||2 + 2δt ||ēn+ 1
2

h ||21
= 2δt (Rn

nl, ē
n+ 1

2
h ) + 2δt (∇

(
(P̄h − P̄1

h)un+ 1
2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )

��Ï��ÚÛ��o�

||en+1
h ||2 − ||en+ 1

2
h ||2 + ||en+1

h − e
n+ 1

2
h ||2 = 0

��Ï��ÚÛº_i�
p¼��³Q�}���±�ß�6���È�S�µ���±�Ô¹º²��,��ÉÚ�}�ýÂO��²��=��� ��³ß��²������µ����Ä2���)�����S��´��}������²�´ä½��S�����,��²���UÏ��ÊÛK�o�r)

||ēn+ 1
2

h ||2 − ||ēnh||2 + ||ēn+ 1
2

h − ēnh||2 + c2δt ||ēn+ 1
2

h ||21
≤ 2δt (Rn

nl, ē
n+ 1

2
h ) + c3δt ||P̄hun+ 1

2 − un+ 1
2 ||21

��Ï��ÚÛ�Æb�
¯°�y���0���}²����±�������;¹�²��0�µ���]������Ä!��� �����Ý�µ´µ���7�Õ´µ���Q�r�4�Q��²K��´µ���P)
(Rn

nl, ē
n+ 1

2
h ) = c(un − P̄hun; un+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) + c(P̄hun; un+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h )

− c(ūnh; ū
n+ 1

2
h , ē

n+ 1
2

h )

= c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) + c(ēnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )

+ c(ūnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )− c(ūnh; ū
n+ 1

2
h , ē

n+ 1
2

h )

= c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) + c(ēnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )

+ c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h )

��Ï��ÚÛ}Û��

�	���Õ³Q²��4�����E�����}´��|���Q��Ä¦���EÂ��±��³Q�������º�������}´ä��dQ���±�.Ä2���¿�}���.�Q�4Ñ����K³ß��´µ����������¹º²��Õ��¾
��´µ���?��²Ä¦��Ä4Å����;���;���S²K³&���?���;� ÉÊ��¹�²��6��´µ�}�ß��Ï��ÚÛ��o���O¸���³Q�}������¹�²����K³Q�i+K���}²��9��½º�}���
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���Q��Ä2���)�����S��´µ�}������²�´ä½}�Õ�������P)

2δt c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) ≤ cδt ||un − P̄hun||2|un+ 1
2 |22

+ εδt ||ēn+ 1
2

h ||21

�UÏ��ÊÛ�âi�

2δt c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ cδt ||ūn

h||21||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||21
+ εδt ||ēn+ 1

2
h ||21

≤ cδt ||ūn
h||21h2|un+ 1

2 |22 + cεδt ||ēn+ 1
2

h ||21�UÏ��ÊÛºíb�
2δt c(ēnh; un+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ cδt ||ēn

h||2|un+ 1
2 |22 + εδt ||ēn+ 1

2
h ||21

�UÏ��ÊÛ¤·��
¸%�«²���´µ�µ´��&�S���?�µ���;Ä2���¿�}�&�6��´µ�}���?��²«���������±��Ä¦�/���¦�±�&�ÕÅ�´µ�µ´µ���¦�Q�?��ÉÊ��Ù�ÂO�Õ���������-� ý

Ï��ÚÆ��µ�¤�£+����}²�� �����}²�½º�}���������K³;�Õ²ÔãK�K�Õ�yÂO�}²�� ��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���1��Ï��ÚÛ�Æ���)

||ēn+ 1
2

h ||2 − ||ēnh||2 + ||ēn+ 1
2

h − ēnh||2 + c0δt ||ēn+ 1
2

h ||21
≤ c1δt ||un − P̄hun||2 + c2δt ||un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2 ||21

+c3δt ||P̄hun+ 1
2 − un+ 1

2 ||21 + c4δt h
2 + c5δt ||ēn

h||2

�UÏ��ÊÛºÏb�

���
ε
�Î�Q���Í³&���}´���´K��²�j¦�&�ÕÄ!Ä¦�����1ÂO�Q��´µ�Q+º�Q�1�µ���

ci
���}���.�����.³Q�}���±�ß�S�������1´µ�K����ÂO����¾

�K�Õ�º��������²ÝÂ��Õ����²ÝÄ2�S´��µ���Õ�}�
h
�

»��}²��%�yÉÇ��½�������Â��µ²���¹�²yÉ �¼����Ä¦Ä!�����µ���%´µ�����º�Õ�µ´ä�����'�UÏ��ÊÛ�_i�|�Q�]�UÏ��ÊÛºÏb�|ÂO�}²��%�}Å�������´��
�������Q����´�Ä/�S��´��}�����fÉÚ�������±��´µ�?³Q�}Ä¦Â��µ�Q���Q�$)

||en+1
h ||2 + ||en+1

h − e
n+ 1

2
h ||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2 + c0δt ||ēn+ 1

2
h ||21

≤ c1δt ||un − P̄hun||2 + c2δt ||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||21
+c3||P′hun+ 1

2 ||2 + c4δt h
2 + c5(1 + δt )||ēn

h||2

�UÏ��ÊÛºëb�

³��S� ���}²��¼��½º�}���P)

||ēn+ 1
2

h ||2 − ||en+ 1
2

h ||2 = ||P′hun+ 1
2 ||2 �UÏ��Çâ}×b�



��í}× w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
�	�Q�±�ß�S´µ���?������Ä!���4��² Ä¦�QÄ4Å����2���������}´ä���2���/� ÉÊ´����Q���S��´ä���2Â�����³�������������+|�}���4�����

Ä/���¿�}�&�S��´µ������³Q������²����Í¹�²�´m+K��½���³Î� ÉÊ��Ù�ÂO�Õ���������6� ý Ï��ÇÆ����o��+�����²������������6)
||un − P̄hun||2 ≤ ch4|un|22 ≤ ch4 ��Ï���â��o�

||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||21 ≤ ch2|un+ 1
2 |22 ≤ ch2 ��Ï���â}_i�

||P′hun+ 1
2 ||2 ≤ ||P′h

(
un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2

)
||2

≤ c||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||2

≤ ch4|un+ 1
2 |22

≤ ch4

��Ï���âÕÆb�

À¤´����}²��0���}Ä¦Ä¦�}���;�Õ�µ�}���Î��²��
n
�¿²���¹�²fÉè��²��È´µ�K��´�³Q�

N
¹�²�����³Q�}�K¹�²���ã�����+ ����²��

�}Å����Q��������²����0´������º�S��´ä���?�fÉÊ���������}´µ�;Â��±����¹�²��;���QãK��´ä��´ä½º�6)

||ēN+1
h ||2 +

N∑

n=0

(
||en+1

h − e
n+ 1

2
h ||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2 + c0δt ||ēn+ 1

2
h ||21

)

≤ c1
h4

δt
+ c2h

2 + c3h
2 + c4h

2 + c5δt
N∑

n=0

||ēn
h||2

��Ï���âSÛ��

c ÉÚ²���´��µ´µ�ß�6��´µ�}�Ý��²��µ��Ä¦Ä¦�9��� k ���}��º �Õ�µ�G���}²��ÃÂO����Ä¦��� �Õ�µ�}���]�fÉÊ��Å�������´µ�Ã���?Ä2���¿�S¾
���S��´��}�5)
||ēN+1

h ||2 +
N∑

n=0

(
||en+1

h − e
n+ 1

2
h ||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2 + c0δt ||ēn+ 1

2
h ||21

)
≤ c1

h4

δt
+ c2h

2

��Ï���â}âi�
áE�}²��:��½���´µ�����(Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�������}�K³Q��� �K�Õ���,�µ� �����Q���±��Ä¦�i+�´��?��²�j¦�:���}�K³ ���

Â��±���K�����
h2 < δt

�Q���fÉÚ²���´µ��´µ����� ����� ´����Q���S�µ´µ����� ����´��S����²����S´��±���Í¹�²�´y��²�´ä½º���º�$)
un+ 1

2 − ū
n+ 1

2
h =

(
un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2

)
+ ē

n+ 1
2

h

��Ï���âÕíb�
un − ūnh =

(
un − P̄hun

)
+ ēnh

��Ï���â�·��
2

11O7w ¸�U`µ��=W��*Î�µ�T �3W]¶vS.T�� �¨¶q�=\&Â _ �=WKÁl^XSA6tW]¶�U`·�S.T5O
c ���+�±����²��µ�&�S���+Â��±��³Q�������º���+Ä!�����������º�|¹º²�������²��y�}Å��������}���+²��0������²��ä�ß�6�|����³Q�}��½����Þ¾

�}���K³Q�.�}Â���´�Ä2�S�����?����Â��}³Q��+6Ä2�S´µ�M¹�²yÉÊ´����yÉÊ���$���±�E�±´����?ÂO��²��|����³Q�}��½º���±�����K³��	�Q�?���QÄ¦Â��



2�}<}�}Ýó¼ïz0|ôÎójôHé 0`~ ö�ó]w(�&~¼ô öLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��í��
��³QÑ)���������������±��Ä¦�,��Ï��ÇÆ���_i�%�Q�.�����S�µ��Ä¦�����z� Ûº×����ß��á|��²��.ÂK�Õ�µ´µ���&�;³Q�Q�����¼��´�j/³Q²��ä���i+����}²��
´��º�����¤��²�´µ�������4²�� ���}²�½º�7�S² ��³&����Ä2�����2Â������)��³���´µ���I���}���4�}� ����ÂO����������ÑÒ�}´��4²��
³Q�}Ä¦ÂO���Þ����Ä¦���º���}Â���´µÄ2�Õ�f���Ô����Ä!Â�� Ä2�Õ´µ� �����S�µ��Ä¦�������Q�����Â��Õ³Q���

8(Ñ�y'ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä ù'Û ä'ãZÛ(ñvØLÖZÛ Ú�à�õ'÷¨ð:Ö ù]Ø¬×'Ý�ã:9bØ¨àÆå�æ�ã�ä,Ñ
Ü9�Õ���¼³��Q�����;Â��Õ�Þ��´µ�i+��}�½}�!�Q��²K��´µ���Í���/³Q�}��½������}���K³Q�$��²���³&����Ä/�¦���?Â��±���¿��³���´��}�

��²�´µ½}�S����ÂO��²��]����²��
(v̄h,vh, qh) ∈ X̄h ×Xh ×Mh

)
1

δt
(ū

n+ 1
2

h − ūnh, v̄h) + a(ū
n+ 1

2
h , v̄h) + c(ūnh; ū

n+ 1
2

h , v̄h)

= (f , v̄h)− bh(pnh, v̄h)

�UÏ��Çâ}Ïb�
1

δt
(uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ,vh) + bh(p

n+1
h − pnh,vh) = 0

��Ï���âÕë��
bh(uh

n+1, qh) = 0
��Ï��Çí}×��

ūn+1
h = Ph(uh

n+1)
�UÏ��Úí��o�

c �ÝÂ���´µ�K³Q´µÂ��S������´��G���±���K³Q�=��½���³/�µ�2��³&����Ä/�Ô���Õ�ß�S����Ä!�����4��´���³Q�±�Q��´µ���2Â�����³Q���������o+
½�´µ�����]���¼��É����¿�}²��]�K�S���	� ÉÊ��¹�²��6��´µ�}�Ô���9³Q���º½º��³���´��}��¾)��´ � ²���´µ�}�Ý� ÉÚ²��2�����±Ä¦�¼���}²���³Q�¼�µ´��
�Õ²(�}�&�Õ��´µ�����2���ÝÂ��±������´µ�}�3+%�Q�/�fÉÚ²��j´µ�K³Q�±��Ä¦�����/���ÝÂ��±������´µ�}�õ�K�S���¦��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}�õ���
Â������)��³���´µ���f�

c ��Â��±´��K³Q´µÂ��S�µ�$��´ j2³Q²��ä���?���;³Q�;��³&���QÄ2�!���;Â������¿��³ß��´µ���Ý½�´µ�����Í���;����Â��±���¿��³���´��}�
��²!�����}��´µ�����1���ÃÂ���������´��}�!��²��%��ÉÚ����Â��Õ³Q�

X̄h
�K�Õ���'�UÏ��Çâ}Ïb�s)Õ´µ�����±��Å�´µ���¦³Q�}���¤²¦¹�²yÉÚ²����

³Q�}�K��´µ��´��}�¦���	�¿Ù�ÂO� � �SÅu�²���ÁÕ�7¾ � ����¢�¢�´��fÉÚ���±�%Â��S��½º�Q��´äãK���]��²���³Q�Q�%����Â��}³Q�}� �9ÉÊ���±��ÂO�}²��Þ¾
¹�²��}´m++�}� ���/ÂO��²��$Â��S�4�ÕÂ�Â��µ´�¹�²����?���/Ä?d�Ä!�¦�¿Ù¤ÂO�2���/�&�S´����}������Ä¦�Q���4¹�²��/ÂO�}²��?���
��³&����Ä2�4Â�����³Q������Ä¦Ä¦����������³Q��´ä�7�

8(Ñ�y'ÑhÐ �/ü]æÌÚiå�Ø¨ä�à
Ø�ØtåôÛ'ä�æÌàtæmå�÷øù.ú�Û�ä]ØøÚ�ãZÙ�Û(å�æ�ãZä ÖZÛ9Ú�à�õ'÷¨ð:ÖÍù'Ø
×�Ý�ã:9bØ¨àÆå�æÊãZä,Ñ

c �]����Ä2�Õ��³&���%ÂO��²��yÂ����}²�½º���y��ÉÊ����´µ�������K³Q�%�Q�+��ÉÚ²���´�³Q´ä���1�fÉÊ²����%���}�µ²���´µ���?�Õ²0��³&���QÄ2���Ï���âÕÏ�� ¾£��Ï���âÕë�� ���±�Î��´µÄ¦´µ���S´µ���4��³Q���µ�µ�4��Ä¦Â��µ�6Ù����4ÂO��²��4��Ï�� ·��°¾£��Ï�����×b�$)O�}�È³Q����³Q��²��0���
���,Ä?d�Ä¦�=Ä2�S��´µ�����ÔÂ��S�!��ÉÚ����´��±���Q�K³Q�Ý�Q�!� ÉÊ²���´�³Q´ä���-�:³&���Õ¹�²��ÔÂ��S�¦���=����Ä¦Â��!�fÉÚ²����
�����µ²���´µ�}�

(ū
n+ 1

2
h ,uh

n+1, pn+1) ∈ X̄h ×Xh ×Mh
�
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8&Ñ�y'ÑÓÒ ±vå�ÖT�ræÌÙ�æ§å�÷Cù'Û Ú�à¦õ]÷¨ð:Ö ù]Ø¬×'Ý�ã:9bØ¨àÆå�æ�ãZä.Ñ
l ç+�wOv7©�ª«¢��f�µû+�Ur ª �@��p;�\� !7�d�,�U�]��	��=� !7���"!7� C !7�W�����]- �
� ∀n ∈ {0, .., N} /u	��_���4!ÛP

||ūnh||2 + ||ūn+ 1
2

h ||2 + δt 2||∇hp
n
h||2 ≤ C

δt
N−1∑

n=0

(
||ūn+ 1

2
h ||21 + ||ūn+1

h ||21
)

+
N−1∑

n=0

||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 ≤ C

�R���+���U�('h�;�)��!7���c!>&9�����S�\�� �"!����]� !7�XA �>�)��!7�]���:���f�� �8�0�
	��S&^�����+��	�&������ L∞(L2) � !
L2(H1

0) ���qM���!7�������/5�W!¡�
	��S&6���t�U	�& ��� L∞(L2) �
	��,&6��� ð �"&��������?	��,ñ4E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
p¼�q��³Q��´ä�-�UÏ��Çâ}Ïb����½º��³

v̄h = 2δt ū
n+ 1

2
h

�Q�¦Â�²�´���¹�²��Ô���:ÑÒ�}��Ä¦������´µ�µ´����7�Õ´µ���Ô���±�
�S����´��±Ù�Ä¦������´�¹�²��i+����Ý�}Å���´µ�����$)

||ūn+ 1
2

h ||2 − ||ūnh||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 + 2δt ||ūn+ 1
2

h ||21
= 2δt (f , ū

n+ 1
2

h )− 2δt bh(ū
n+ 1

2
h , pnh)

��Ï��Çí�_i�

ÓO�S´µ�ß�S���
vh = δt (uh

n+1 + ū
n+ 1

2
h )

�K�Õ���$��Ï���âÕë��£+��}�Ô�����}²�½º�4)
||uh

n+1||2 − ||ūn+ 1
2

h ||2 + δt bh(ū
n+ 1

2
h , pn+1

h − pnh) = 0
��Ï��Çí}Æb�

á��S� ��²�´ä���0�������¿�}²��ß�S���.�UÏ��Úíº_i�	�Q�$��Ï��Çí}Æ���)
||uh

n+1||2 − ||ūnh||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 + 2δt ||ūn+ 1
2

h ||21
= 2δt (f , ū

n+ 1
2

h )− δt bh(ūn+ 1
2

h , pn+1
h + pnh)

��Ï��ÇíÕÛ��

� �Õ´µ�.�UÏ��Çâ}ëb�	��´µ����´äãK�;���º�S����Ä!������Â�²�´µ��¹�²��
ū
n+ 1

2
h ∈ X̄h ⊂ Xh

)
ū
n+ 1

2
h = uh

n+1 + δt ∇h(pn+1
h − pnh)

��Ï��Çí�âi�
� �Õ´µ���������Õ�º�o+K³Q������´µÄ¦Â���´�¹�²��;¹�²��?)

||uh
n+1||2 − ||ūnh||2 + ||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + 2δt ||ūn+ 1

2
h ||21

= 2δt (f , ū
n+ 1

2
h )− δt 2(∇h(pn+1

h + pnh),∇h(pn+1
h − pnh))



2�}<}�}Ýó¼ïz0|ôÎójôHé 0`~ ö�ó]w(�&~¼ô öLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��í}Æ
á��S� ³Q��������¹º²������o+��}�Ô��´µ���;���;³Q�Q�±���0�±�����6��´µ�}�*)

||uh
n+1||2 + ||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + 2δt ||ūn+ 1

2
h ||21 + δt 2||∇hp

n+1
h ||2

= 2δt (f , ū
n+ 1

2
h ) + ||ūnh||2 + δt 2||∇hp

n
h||2¸%�È²���´��µ´µ�&�Õ���$�Ã�Õ²K³���Ù�¾ÞÀ�³&��º �S�±�°¢�+ Â�²�´µ�0��ÉÚ´µ�����º�Õ�µ´ä���!�}����Ä¦������´�¹�²��!³Q���Õ����´�¹�²��i+ ���

�����}²�½��0����Ä/���¿�}�&�6��´µ���Ý��²�´ä½��S�����6)
||ūn+1

h ||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūnh||2 + cδt ||ūn+ 1
2

h ||21 + δt 2||∇hp
n+1
h ||2

≤ cδt ||f ||2 + ||ūnh||2 + δt 2||∇hp
n
h||2

�UÏ��Úí�íb�
p¼�Ý���������²�´ä�¼�Õ�µ�}����ÑX�}³�´��µ��Ä¦���º������� Â�����Ä¦´µ���±����´µ�����º�S��´ä�����Í��²Ô�����Q���±��Ä¦���
Ð]��Â����Q���Õ���.�UÏ��Úí�íb��+��Q��ÑX�Õ´µ�&�Õ��� ���4���}Ä¦Ä¦�Î��²��

n = 0, .., N − 1
+����Ý�}Å���´µ�����$)

||uh
N ||2 + δt 2||∇hp

N
h ||2 +

N−1∑

n=0

{
||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + cδt ||ūn+ 1

2
h ||21

}

≤ ||uh
0||2 + δt 2||∇hp

0
h||2 + c

N−1∑

n=0

δt ||f ||2

�.�;¹�²�´+���}�����0���4Â���²�ÂK�Õ�Þ�¼������´µ�����º�Õ�µ´ä����������³�������³&���������
¸%��ã��3+��}�?³Q�}���±�ß�6���i+���ÉÊ´��}���0���}Ä¦Ä¦�

Λ
� ÉÊ��ÂO�����S����²��+����Â������¿��³ß��´µ���

L2 ¾)�}�±�������}�}���Õ���²��
Vh

+�� ÉÊ���º�Õ�µ´ä���0½º��³����}��´µ�����µ�;��²�´ä½}�Õ�����6)
uh

n+1 = Λū
n+ 1

2
h

�UÏ��Úí�·��
á��S� ³Q��������¹º²������o+��}�³Q�����±�&�S���Î����´ä½�´��S����Ä!�����Í¹�²��0��ÉÚ�}�,�=)

||ūn+1
h ||h ≤ c||uh

n+1||h = c||Λū
n+ 1

2
h ||h ≤ c||ūn+ 1

2
h ||1

�UÏ��Úí�Ïb�
�.�;¹�²�´yÂO���±Ä¦�Q�Í���?³Q�}�K³Q�µ²����;¹�²��S�����4������������´µ�����0´��������S�µ´µ���;����³�������³&���Q���

2

8(Ñ�y'Ñ�y �¯ãZävñvØLÝ={�Ø¨ä'à
Ø ù�Û ÚÜà¦õ'÷3ðøÖ ù'Ø|×�Ý�ã;9bØ¨àÆå�æ�ãZä,Ñ
c ÉÚ�Q��²K���2���/���Ý³Q���º½º�����}���K³Q�/���#����Ä¦Â��?�Q�?��� ����Â��Õ³Q�2��² ��³&����Ä2�Ô�¤²�Ä¦����´�¹�²����Ï���âÕÏ�� ¾���Ï���âÕë��f��²�´µ½������µ�.Ä?d�Ä¦�1Â����S����´µ����³ß����²��M¹�²��1Â�����³Q�����QÄ¦Ä¦������� � ´µ����´h+6� ÉÊ�Q��²K���

���/���³Q�}��½������}���K³Q�/��� ����Ä¦Â��Q+y���/ÑÒ�Q�&�-�=���&��½������?²�� ��³&����Ä/�Ý����Ä¦´ ¾)��´���³Q�±�Q��´µ���2���
����Ä¦Â��o+S��½}�Õ���M¹�²��.��ÉÚ����²K���	���.���Í³�����½������}���K³Q�	�Q�$����Â��}³��	���.���.ÑX�Õ�����.���4³Q�}Ä¦Â��S�&�S���
³Q�0Ä?d�Ä¦�0��³&����Ä2������Ä!´ä¾)��´µ��³Q���Q��´����0���Ô����Ä¦Â�����½���³Î�µ�;��³&���QÄ2�l�UÏ��Çâ}Ïb�°¾£��Ï���âÕëb���
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c ÉÚ���±����²��Î���È����Ä¦Â��0Â��±��³Q������Ä!Ä¦�����0�Q½º�¤¹�²����/���Q�����Q��²K��´µ���¦�K�S���6�ÊÛ�×u�§+ �}�«ªÕ³Q�
�S²j��³&����Ä2�È����Ä¦´ ¾)��´µ��³Q���Q��´�����¹�²�´]½}�È��²�´µ½¤�����.» ��²��2³�������³&���}���2���}�K³

un+1 + un+ 1
2�Q�

pn+1 �SÂ�Â��S�±�������Õ�º�Ô������ÂO��³���´ä½º�QÄ¦�����H� L2 + H1
0

�Q�
L2

0

+.�����µ²���´µ�}���Ý��²��±Ù��±����Ä¦�
½}�S��´��S��´��}��������)

1

δt
(un+ 1

2 − un,v) + (∇un+ 1
2 ,∇v) + ((un · ∇)un+ 1

2 ,v)

+(∇ · v, pn)− (f ,v) = 0

��Ï��Çí}ëb�
1

δt
(un+1 − un+ 1

2 ,w) + (∇(pn+1 − pn),w) = 0
�UÏ���·Õ×b�

(∇ · un+1, q) = 0
�UÏ���·��o�

��½º��³
v
+
w
�Q�
q
¹�²�����³Q�}�K¹�²����Í�K�S��� ������ÂO��³���´ä½º�QÄ¦�����

H1
0

+
L2 �Q� L2

0

�
�	�	Â����}Å��µ��Ä¦�]�}��Ä¦�Q��²����	²���´�¹�²��Ã���}��²���´��}��Â��S�MÂ��S�%���.���QÄ¦Â��

δt
Ä2�S´��M���4��²�Â�¾

ÂO�}�����&�/���?Â���²��Î¹º²��$�µ�$����Ä2�S´µ���$���±�¼��²�j/�&�SÄ¦Ä¦�����Í�����}²��µ´����ÍÂO��²��¼³Q�Q�±���?���}�µ²���´µ���
�SÂ�Â��S�±��´µ�������Í���º�Õ�µ��Ä¦�Q���&�;³&���Õ¹�²���Â��Õ�1����Ä¦Â��©�0��ÉÊ����ÂK�}³Q�Í��²�´ä½��S���

H1×H2×H2 �c ���$Â����}Â���´µ�Q���Q�������UÏ��Úí�ëb�Î�����$�Q��������Ä¦�}�����±�����4�K�S���=�ÊÛ�×u�.�Q�$���}���$�&�SÂ�ÂO���µ�����
�K�S��� ���Î���������±��Ä¦�?)
l ç+�wOv7©�ª«¢��f�µû+�� ¬ 	J!(���"! en+ 1

2 = u(t)−un+ 1
2
/ en = u(t)−un �W! rn = p(t)−

pn 	�Q (u(t), p(t)) �	��
!e�������1	;�)�=!4�?	����c�X�3C?D=E4K�HJI�C?D=E�DWH�/��U	��S�c��M;	����+�Z���5�8�7i	�&9�J!>�?	��=��¡� � &�&�� �S&��[���,�\M;���"!7���rP
||eN+1||2 + δt

N∑

n=0

(
||en+ 1

2 ||21 + ||en+1||21
)
≤ cδt 2 ��Ï�� ·Õ_i�

δt

N∑

n=0

||rn+1||2 ≤ cδt 2 ��Ï�� ·SÆb�
��M;��� N ���"!>�?� &�-��"�1����	���- �"�oM;� &��ON5���"!%P 0 ≤ N ≤ T

δt
�W! c ��	���� !(���"!7��- �"�W�²I��	���- �"�3�����X�7�
� �������"!7�.��� δt E

ÿ ��¦��	��U����	��
M;� &?'h� �U����� �Ú��	�&��8� L∞(L2) �W! L2(H1
0) �
	��S&s�Z�§M��4!7�����1��/t�W!��	��
M;� &?'h� �����.���q��	�& ��� L2(L2) �
	��,&6���[�@&����9���?	�����M;���3�,�q!7���Xpo� � δt E

` ¢�ª«è�v6éyzy¢��y�äû+��r �R	��"!4&����\&�� ��� �"!��j��� � ��	������0���r!�f���	�&9B �8�^C>�SEG´hE�D1H�/"�U	��S�5��	���� !7��I!7	����[�*� �R- �
�Y���[�1��f�� �8�r����%�4I����G�� &9�W!>�\��6� ��!(� �j�"�R�@&9	��
	����/���6��	��^�
	�& !7�6���]���JI���?B &9�%	��U!4���8�J�2� �s!7���j�"�rPe�	��q!7���;p����%�9	��
M;� &?'h� �����r��� !+� � O(δt ) E
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¸%�ýÑU�S´µ�=�Q�Ô³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦��Ä!�����Ý�Õ²ýÂ��ÕÂ�´µ���¯�Ú_}í��§+.���}²��=��²�Â�ÂO�������±�����=Ä?d�Ä!�:¹�²��i+

³Q�}Ä¦Â����Î�����¤²Ý����� ��Ù�ÂO�Õ���������������Î�����}²����Õ�±´µ���i+��������}�µ²���´µ������?��Ï��Çí}ë��1½º���±´µã��0���º�Õ�µ��¾
Ä¦����� �µ���Í³Q�}�K��´ä��´µ�����Í���0�±�ß�SÅ�´µ�µ´µ���;��²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ���Q����²�´µ½}�S�������P)
ý�þ ¥%wKu6ç+©¤£�¢¥�f�äû|�Ur �e�d�1	;�)�=!>�*	�� (un+1,un+ 1

2 , pn+1) ���+�@&9	�A1��B��8�jC=�SE��;F�H[��� !"� !(��A1���&����(�
���W!>��MJ� �8� �
!¡��	��,&6�����]��	�&��8��� L∞(H1) / L∞(H2) �W! L∞(L2) E
c ÉÚ���±����²�����������Ä¦Â��Ý��Ù¤�Õ�º�Ô�Q���:�Q½}�S��²����È�}�«ªÕ³Q�«�Õ²��±Ù��±����Ä¦��½��S��´��6��´µ���������Î³Q´ä¾

��������²��o+ ´µ������²��0��²�j!�;���}�K³�++�6ãK�#� ÉÚ�}Å�������´µ�0��ÉÊ�������Q²��0�Q�«����Â��Õ³Q�i+y���!³Q�}Ä¦Â��Õ�±���Î���
��³&����Ä2����Ï��Çí}ë��Ã��½���³Î���}�����0��³&����Ä/���¤²�Ä!����´�¹�²��6��Ï���âÕÏb�°¾£��Ï���âÕë��ß�
�?w tOþO¢¤v�<�¢�t+{�¢�¢�tj¢�£�¥+è�{�¢,xMzj£�{Õç+�ª«è#x|¢,¥Ev7w��Q¢¤{}u6~�wGt��

�.�Q�����«ÂK�Õ�±��´µ�#���#³Q�}���&�Õ³Q���«������´µ�����QÄ¦������� ���I����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�m��²Ì�������}����Ä¦�
��²�´µ½}�S���$)
l ç+�wOv7©�ª«¢¥�f�äû|��åØ¬ 	J!7���"! en+ 1

2 = un+1− ū
n+ 1

2
h

/ en = un− ūnh
� ! rn = pn−pnh	�Q (un, pn) �	��
!Û�����d�	J�)�=!>�*	����]���.C>�SE��JF�H�/2��	��S�]��M;	����j�����c���Ïi	�&9�J!>�*	����]�e� ��& &9� �,&�����,�\M;���"!7���rP

||eN+1||2 + δt
N∑

n=0

||en+ 1
2 ||21 + δt 2||∇hr

N+1||2 ≤ c

(
h2 +

h2

δt
+ δt 2

)

	�Q c ��� !R�S���%��	��=� !7���"!7�3���U���7�
� �U�����"!7�.���%�
���.���_�����>���Z�'h� h E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c ���%���Õ�ß�6��´µ�����%��Ä!Â����7Ùº�Q�����K�Õ�������¼��²�´µ��� ���Ã���9����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�!�����º�%´������º��´�¹�²�����!³Q���µ�µ���Í��²Ô�������}���QÄ¦�6� l ç Ï��ÇÆ��ÇÆb���
ÜÍ���.�µ���±�Q+����/ÑU�S´µ�ß�S���.���?��´ �G��������³Q�Í�������±�Í���0Â����QÄ¦´��Q���Í��¹�²��S��´��}�����.��Ï��Çí}ë�����½º��³

� ÉÊ��¹�²��6��´µ�}� ��Ï���âÕÏ��£+����}²�� �����}²�½º�}��� ��²�� ��ÉÚ����Â��Õ³Q�
X̄h

)
1

δt
(ē
n+ 1

2
h − ēnh, v̄h) + (∇ē

n+ 1
2

h ,∇v̄h) + (∇hr
n
h , v̄h)

= (Rn
nl, v̄h) + (∇

(
(P̄h − P̄1

h)un+ 1
2

)
,∇v̄h)

�UÏ���·SÛ��

(Rn
nl, v̄h) := c(ūnh; ū

n+ 1
2

h , v̄h)− c(un; un+ 1
2 , v̄h)

�UÏ���·}âi�



��í}í w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
Ü9�Õ���$��Ï�� ·6ÛÜ�£+��}�ÂO�}���?�Õ�µ���±�

v̄h = 2δt ē
n+ 1

2
h

�Q� � ÉÊ���Ô������²�½º�ÎãK���S�µ��Ä¦�����$)

||ēn+ 1
2

h ||2 − ||ēn
h||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēn

h||2 + 2δt ||ēn+ 1
2

h ||21 + 2δt (∇hr
n
h , ē

n+ 1
2

h )

= 2δt (Rn
nl, ē

n+ 1
2

h )− 2δt (∇
(

(P̄h − P̄1
h)un+ 1

2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )��Ï�� ·Síb�
¸%�Ý²���´��µ´µ�ß�S������ÉÚ���º�Õ�µ´ä���1�UÏ��Çâ}ëb��+�����²�� ���±��²�½������P)

1

δt
(en+1
h − e

n+ 1
2

h ,vh) + (∇h(rn+1
h − rnh),vh) = 0

��Ï�� ·}·��
Ü9�Õ������Ï�� ·}·���+����¦ÂO�����¼�S���}���

vh = 2δt 2 ∇hr
n
h

�Q�.³Q��Ä!Â����]�����¤²/�����1Â����}Â���´µ�Q�����
���;��´ä½º���±������³Q�;�¤²��µ�µ�?���

un+1 �Q�Í��� uh
n+1 +����}²�� �����}²�½º�}���Í�Õ´µ����Ä¦���º�$)

δt 2
(
||∇hr

n+1
h ||2 − ||∇hr

n
h ||2 − ||∇h(rn+1

h − rnh)||2
)

= 2δt (∇hr
n
h , e

n+ 1
2

h )��Ï�� ·SÏb�� �}²��¿�}²������Q�²���´��µ´µ�&�Õ������ÉÚ��¹�²��S��´��}�*��Ï���·�·���+����Ý�±��Ä2�S��¹�²��0�fÉÚ²����0Â��S�±�$)
δt ∇h(rn+1

h − rnh) = en+1
h − e

n+ 1
2

h

��Ï�� ·Sëb�
�Q�Í¹�²��?�fÉÇ�Õ²������0Â��S�±� ���ÝÂO���&�S���

vh = 2δt en+1
h

+����}²�� ��Å��������}���$)
||en+1

h ||2 − ||en+ 1
2

h ||2 + ||en+1
h − e

n+ 1
2

h ||2 = 0
��Ï��ÇÏ}×b�

»��}²������QÄ2�Õ��¹�²��}���¼�S���}����¹�²yÉÚ´µ�y���±��ÂO�}����´µÅ��µ�?�fÉÚ²���´µ�µ´µ����� ����Ä2���¿�}�&�6��´µ�}����µ��Ä¦����¾
�&�Õ´µ���0��²�´ä½}�Õ�����i+�Â�²�´µ��¹�²��

ū
n+ 1

2
h ∈ X̄h

)

||en+ 1
2

h ||2 = ||ēn+ 1
2

h ||2 + ||P′hun+ 1
2 ||2 ��Ï��ÇÏ��o�

ÓO�S´µ�ß�S���0�S���}���¼���/���}Ä¦Ä¦�$�����9��¹�²��6��´µ�}���4��Ï�� ·Sí��£+��UÏ���·ÕÏb� �Q�4�UÏ��ÚÏ�×b��+����,��Å���´��Q���
²����;Â��±��Ä¦´µ�����0���±��´µÄ2�6��´µ�}�����Q�����±����²��±�$)
||en+1

h ||2 − ||ēnh||2 + ||ēn+ 1
2

h − ēnh||2 + 2δt ||ēn+ 1
2

h ||21 + δt 2||∇hr
n+1
h ||2

= δt 2||∇hr
n
h ||2 + 2δt (Rn+1

nl , ē
n+ 1

2
h ) + 2δt (∇hr

n
h ,P

′
hun+ 1

2 )

−2δt (∇
(

(P̄1
h − P̄h)un+ 1

2

)
,∇ē

n+ 1
2

h ) + ||P′hun+ 1
2 ||2

��Ï��ÇÏ�_i�
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¯°�����}²��?�±���±���/���}�K³6�Ô�Q½}�Õ�µ²����;���#ÑÒ�}�K³���´µ�}� ��²#Â��Õ�?��²#Ä2�S´��µ���Õ�}�

h
�Q�$���

δt���}²��.�µ����������Ä!���.��²/Ä¦��Ä4Å��±�����¼������´ä���,�h�0��ÉÚ�ß��³Q��Â���´µ�}����²/Â�����Ä!´����«�%������ÉÚ��¹�²K�S��´��}�
³Q´ ¾¿��������²��$)

2δt |(∇
(

(P̄1
h − P̄h)un+ 1

2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )| ≤ cδt ||P̄1
hun+ 1

2 − P̄hun+ 1
2 ||1||ēn+ 1

2
h ||1

≤ cδt h2|un+ 1
2 |22 + εδt ||ēn+ 1

2
h ||21 �UÏ��ÚÏ�Æb�

||P′hun+ 1
2 ||2 ≤ ||P′h

(
un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2

)
||2

≤ c||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||2

≤ ch4|un+ 1
2 |22

�UÏ��ÚÏ}Û��

2δt (∇hr
n
h ,P

′
hun+ 1

2 ) ≤ c||P′hun+ 1
2 ||

≤ ch2|un+ 1
2 |2

�UÏ��ÚÏºâi�

¸��!ÂO��²��!�µ���������±Ä¦���!�����q�µ´µ���7�Õ´µ���Q�o+����I�������S���/³Q�}Ä$���Ý���Ô� ÉÇ�Õ�º��´µ��Ù¤Ä¦�Q���±´��Ý���
c(.; ., .)

)

(Rn
nl, e

n+ 1
2

h ) = c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) + c(P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )

− c(ūnh; ū
n+ 1

2
h , ē

n+ 1
2

h )

= c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) + c(ēnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )

+ c(ūnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )− c(ūnh; ū
n+ 1

2
h , ē

n+ 1
2

h )

= c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) + c(ēnh; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h )

+ c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h )

�UÏ��ÚÏ�íb�
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¸�¹�²K�S��´µ�}�����}�����µ���]�����±Ä¦��� ÂO��²�½º�Q�������0Ä2���¿�}�����]Â��Õ�f)

2δt c(un − P̄hun; un+ 1
2 , ē

n+ 1
2

h ) ≤ cδt ||un − P̄hun||2|un+ 1
2 |22

+ εδt ||ēn+ 1
2

h ||21

��Ï��ÇÏº·��

2δt c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ cδt ||ūn

h||21||un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 ||21
+ εδt ||ēn+ 1

2
h ||21

≤ cδt ||ūn
h||21h2|un+ 1

2 |22 + δt ||ēn+ 1
2

h ||21��Ï��ÇÏ}Ïb�
2δt c(ēnh; un+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ cδt ||ēn

h||2|un+ 1
2 |22 + εδt ||ēn+ 1

2
h ||21

��Ï��ÇÏ}ëb�
¸%�=�±��´µ���¿��³��&�Õ���]³Q���ÃÄ2���)�����S��´��}���]�K�S���f��Ï��ÇÏ�_b�1¹�²�´ä�����f�$³�����´µ��´��	²��

ε
��²�j/�&�SÄ�¾

Ä!�����2ÂO�Q��´µ�2�Q�2���j²���´µ�µ´��&�S���2��ÉÚ��Ù�ÂO�Õ�����Q��� � ý Ï��ÊÛK�µ�¤�£+�´�� ½¤´����º�2���õ���}Ä¦Ä2�S���/��²��
n
)
||eN+1

h ||2 +
N∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēn
h||2 + δt

N∑

n=k

||ēn+ 1
2

h ||21 + δt 2||∇hr
N+1
h ||2

≤ ||e0||2 + δt 2||∇hr
0
h||2 + ch2 +

h4

δt
+
h2

δt
+ cδt

N∑

n=0

||ēn
h||2

��Ï��Çë}×b�

¸%�¦²���´µ��´µ�&�Õ�º�.�µ� �µ��Ä¦Ä¦� ��� k ���}��º �Õ�µ���&�SÂ�ÂO���µ�Í�K�S�������9Â�����Ä!´����±� Â��S�±��´µ� �Q�.��½���³
���Q�Í³Q�}�K��´ä��´µ�����Í´µ��´ä��´��Õ�µ���¼�SÂ�Â����}Â���´µ�����Q+����Ô���±��²�½��ÎãK���S�µ��Ä¦�����$)
||eh

N+1||2 +
N∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēn
h||2 +δt

N∑

n=0

||ēn+ 1
2

h ||21 +δt 2||∇hr
N+1
h ||2 ≤ ch2 +

h2

δt��Ï��Çë��o�
¸%��ãK�Ý�µ�0�������}����Ä¦�0��ÉÊ���������²�´ä��ÑU�Õ³Q´��µ��Ä¦�Q���Í�Q��}Å������±½}�S���Í¹�²��?)

un+ 1
2 − ū

n+ 1
2

h =
(
un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2

)
+ ē

n+ 1
2

h

��Ï��Çë�_i�
un − ūnh =

(
un − P̄hun

)
+ ēnh

��Ï��Çë}Æb�
2` ¢�ª«è�v6éyzy¢��y�äû+�� a �����_!7	��=!7���_�����q��� ��	���� !4&��J!4�?	�����- �,�0�"&�����B9��� �"!4/3��	��S�q���,I&��?	��=�%�@�Ú��f�	��G����&q��	��%���_M��4!7�������!>&9�����(�
	�& !7���"!7�s�X����������!7� &������X�s��	��
M;�9�W!>�?	��
c(.; ., .) /u���^MJ���W!7� �S& un

h
���V�)�*� ������M;���W!7� �S&^M�4!7������ ūn

h
P������]�X� �8	��=� !>&9�J!>�?	��=�c��� ���,I&9���?���"!=�
���^��f=���,'h��/2��	��^�U!7�+!7� �
�8���d���]&9�1���J!>�*	��qC=�SE��B� H�Ee�R�(�
� �������
!4/¡���]M���!7������ un

h����!R�,�U�YM��4!7������.�V����M;��&('h� �U���3�
�����Z��/0���%-��,�5��� !����)�h�.��	�f�� &9� �"!0��MJ���r�Z�]�"fhg����?- �"�E
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11O9¼ " S1��·C H¶v_fU�·�S.T ��µ �¨¶q��\&Â _ �=WKÁ�^`S76LW(¶ZU`·�S.T5O

�.��Ä¦Ä!�9���$����Ä¦�}�������&�6��´µ���=Â��±��³Q�������º���9���9Ä!���������i+¤���?ÂO���±���9��²��ß�S²����}Â���´µÄ2�S�
���	³Q�}��½º���±���Q�K³Q�	���.��É��S�µ���}��´ä����Ä!�.½¤´��Q������²$ÑU�S´ä��¹�²��1� ÉÊ�}�$���	³Q�}�����e�}���.ÂK�Õ�E�µ�.Â��±���¿�Q���
��²�½���³�����²��

un+ 1
2
��²��

Xh
′ +�Ä2�Õ´µ�	�����S�µ��Ä¦�����]��²�ÑU�S´µ�]¹º²��9�µ���Ã����Â��Õ³Q� X̄h

�Q�
Vh

���
�������?Â��S�4³�������´µ���&�Õ�º�o+|�Õ² �������?��� ´µ�1�yÉÚ�ß��´µ�����/Â��Õ�?����³Q�����&�Õ´µ����Ä¦�Q���4�fÉÚ���µ��Ä¦�Q���4���
X̄h

+O�SÂ�Â��Õ�Þ�������S���9�S²����7Ù¤�S²
Vh

� c ÉÊ´����Q�$³Q�}����´µ�±���?�����K³$�!´µ����������²�´��±�?²����?��¹�²��6¾
��´µ���Ý���1�¿Â��±´�Ä¦�£�Î��²�Â�Â��µ��Ä¦�����&�Õ´µ���;���}�������4�«ª}³&���0�����&���fÉÊ²����0Â��Õ�Þ�o+��fÉ��SÂ�ÂO���Þ����� ²��
³Q�}�����e�}�µ� ��²��%���9Â��S�±��´��]Ä2�S�K¹�²��S����� ���

un+ 1
2
�Q�1�fÉÇ�Õ²������]Â��S�±�1�fÉÊ���µ´�Ä¦´µ�����%��É��SÅ����Q�K³Q�

���;³Q������´µ�±�ß�S�K³Q�;���
X̄h

�Q�
Vh

�
8(Ñ*þ&ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä ù'Û Ú�à¦õ]÷¨ð:Ö ù]Ø¬×'Ý�ã:9bØ¨àÆå�æ�ãZä ðøã&ù�æ(�r÷ZÑ

Ü9�Õ���¼³��Q�����;Â��Õ�Þ��´µ�i+��}�½}�!�Q��²K��´µ���Í���/³Q�}��½������}���K³Q�$��²���³&����Ä/�¦���?Â��±���¿��³���´��}�
��²�´µ½}�S����ÂO��²��]����²��

(v̄h,vh, qh) ∈ X̄h ×Xh ×Mh
)

1

δt
(ū

n+ 1
2

h − ūnh, v̄h) + a(ū
n+ 1

2
h , v̄h) + c(ūnh; ū

n+ 1
2

h , v̄h)

= (f , v̄h)− bh(v̄h, p
n
h)

�UÏ��Úë}Û��
1

δt
(uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h − λu′h

n
,vh) + bh(vh, p

n+1
h − pnh)

= (λf ′,vh
′)− bh(vh

′, pnh)

�UÏ��Úëºâi�

bh(uh
n+1, qh) = 0

��Ï��Çë}í��
ūn+1

h = Ph(uh
n+1)

�UÏ��Úë�·��
���ý�µ����´µ�K³Q�}���¤²���� ���Q������Ä¦´µ�����2���}����²�����ÑÒ��´µ�2���K³Q���±�

uh
n+1 + ūn+ 1

2
h

�Q�
pn+1
h�ÕÂ�ÂK�Õ�Þ�������S���0������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����$�

Xh
+
X̄h

�Q�
Mh

í
λ
�Q�ß�S���Î²��ÈÂ��Õ���ÕÄ¦�������4½}�S���S���

�:��²Ì×��]»��}�������Ô¹�²��È��ÉÊ��¹�²��6��´µ��� ���:Â��±���¿��³���´��}�:��Ï��Çë�âb�/��´��G�����È�����ÔÂ��±��³Q�����������
��³&����Ä2�S��Â��±��ÂO�}�����])}����²���Ù!��½º�}����´µ�K³Q�µ²��1�����%������Ä¦�Q�%��²�Â�Â�����Ä!�����ß�S´µ�����Q+}ÂO���K���Q�����
Â��Õ�]²��ÂK�Õ���ÕÄ¦�Q�����

λ
�

8(Ñ*þ&ÑhÐ �/ü]æÌÚiå�Ø¨ä�à
Ø�ØtåôÛ'ä�æÌàtæmå�÷øù.ú�Û�ä]ØøÚ�ãZÙ�Û(å�æ�ãZä ÖZÛ9Ú�à�õ'÷¨ð:ÖÍù'Ø
×�Ý�ã:9bØ¨àÆå�æÊãZä ðøã&ù'æ7�r÷�Ñ

c �]����Ä2�Õ��³&���%ÂO��²��yÂ����}²�½º���y��ÉÊ����´µ�������K³Q�%�Q�+��ÉÚ²���´�³Q´ä���1�fÉÊ²����%���}�µ²���´µ���?�Õ²0��³&���QÄ2���Ï��ÇëÕÛÜ� ¾£��Ï��Çë�âb� ���±�Î��´µÄ¦´µ���S´µ���4��³Q���µ�µ�4��Ä¦Â��µ�6Ù����4ÂO��²��4��Ï�� ·��°¾£��Ï�����×b�$)O�}�È³Q����³Q��²��0���
���,Ä?d�Ä¦�=Ä2�S��´µ�����ÔÂ��S�!��ÉÚ����´��±���Q�K³Q�Ý�Q�!� ÉÊ²���´�³Q´ä���-�:³&���Õ¹�²��ÔÂ��S�¦���=����Ä¦Â��!�fÉÚ²����
�����µ²���´µ�}�

(ū
n+ 1

2
h ,uh

n+1, pn+1) ∈ X̄h ×Xh ×Mh
�
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c ÉÚ´������¦³Q�}����´µ�����6������Â��S�����9� ÉÊ��¹�²��6��´µ���Ç�UÏ��Úëºâi�Í���«����²��:����²��Þ¾°��¹�²��6��´µ�}���o+ ��ÉÚ²����
ÂO�}�±�&�Õ���¼��²��¼��ÉÚ����Â��Õ³Q�

X̄h
�Q�9��É��S²����±�$ÂO���Þ�ß�S���9��²��¼��ÉÊ����ÂK�}³Q�

Xh
′ )O�µ���¼���±��´µÄ2�6��´µ�����²���²����µ�µ���|����²��E���������S���M�Õ�µ�}���E�����|�Q�������}´��Q�M�K�S���|��ÉÚ����Â��Õ³Q�

X̄h
���

Xh
′ ���Þ�����}���}���S²��L+�}��ÂO��²��±�&�;ÑU�Õ³Q´��µ��Ä¦�Q���Ã���=������²�´µ���9��ÉÊ���������}´µ�Î�K�S���Ã��ÉÊ����ÂK�}³Q�

Xh
³Q�}Ä¦Â��µ�Q�7��Ü¼�¼Â��µ²��Q+

³Q�}Ä¦Ä¦�0´µ�+���±�¼¹º²����±��´µ�����fÉÚ�Q��²K��´µ�������!�±�ß�SÅ�´��µ´ä���i+K�µ����������Ä!��������²���³Q�������º�Í�Q���0Ä¦´����¢��Q�����
l ç+�wOv7©�ª«¢��f��ÿ �Ur ª �@��p;�\� !7�d�,�U�]��	��=� !7���"!7� C !7�W�����]- �
� ∀n ∈ {0, .., N} /u	��_���4!ÛP

||ūnh + λu′h
n ||2 + ||ūn+ 1

2
h ||2 + δt 2||P̄h∇hp

n
h||2 ≤ C

��Ï��Çë}Ïb�
N−1∑

n=0

δt 2||P̄h∇h(pn+1
h − pnh)||2 ≤ C

��Ï��Çë}ëb�

δt
N−1∑

n=0

||ūn+ 1
2

h ||21 +
N−1∑

n=0

||ūn+ 1
2

h − ūn
h||2

+
N−1∑

n=0

(
||ūn+1

h − ū
n+ 1

2
h ||2 + λ||u′hn+1 − u′h

n ||2
)
≤ C

��Ï�����×�×b�

�R���+���U�('h�;�)��!7���c!>&9�����S�\�� �"!����]� !7�XA �>�)��!7�]���:���f�� �8�0�
	��S&^�����+��	�&������ L∞(L2) � !
L2(H1

0) ���qM���!7�������/5�W!¡�
	��S&6���t�U	�& ��� L∞(L2) �
	��,&6��� ð �"&��������?	��,ñ4E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ôc ÉÊ��¹�²��6��´µ���=��Ï��ÇëÕÛÜ�y���1���&�S´ä���	���	����Ä?d�Ä¦�1Ä2�Õ��´µ���±�Ã¹�²��.ÂO��²��M�µ�.�&³�����Ä2���¤²�Ä!����´�¹�²��

Â��±��³Q�������º�Xí��}�Ý�}Å���´µ�����¼�S´�����´y�µ��� ���±��´µÄ2�S��´��}�����fÉÚ�������±��´µ�;��²�´ä½}�Õ�º�����$)
||ūn+ 1

2
h ||2−||ūnh||2 + ||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 +2δt ||ūn+ 1

2
h ||21 = 2δt bh(ū

n+ 1
2

h , pnh)
��Ï�����×��o�

c �!Â��Õ�Þ��´µ�$�K�S���
X̄h

���?��ÉÚ��¹�²K�S��´��}�ß��Ï��Çë�âb�	ÂG�Q��Ä¦�Q�¼� ÉÚ�}Å�������´µ�Í��ÉÚ�Q����´�Ä/�S��´��}�,¹�²�´
��²�´ä�o+����ÝÂO���&�S���

v̄h = 2δt 2P̄h∇hp
n
h

)
2δt (P̄huh

n+1 − ū
n+ 1

2
h , P̄h∇hp

n
h) + δt 2||P̄h∇hp

n+1
h ||2

−δt 2
(
||P̄h∇hp

n
h||2 − ||P̄h∇h(pn+1

h − pnh)||2
)

= 0

��Ï�����×º_i�
� �}²��¿�}²����Í���Õ��� ���4Â��Õ�Þ��´µ�

X̄h
���6��Ï��Çë�âb�£+��}�Ý��³Q��´ä�����º�S����Ä!����������� ���Q���6��´µ�}���$)

||P̄huh
n+1||2 − ||ūn+ 1

2
h ||2 + ||P̄huh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ||2

+2δt (P̄h∇hp
n+1
h − P̄h∇hp

n
h, P̄huh

n+1) = 0

��Ï�����×�Æb�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} �6·¤�
»��}²������G��³���²������¦�Õ�µ�}�������,���}Ä¦Ä¦�=��������¹�²K�S��´��}���H�UÏ��µ��×��¤�.�ß��Ï�����×}Æ���+M³Q�=¹�²�´

����²���ÂO����Ä!�Q�Í�fÉÚ�}Å�������´��P)

||P̄huh
n+1||2 − ||ūn

h||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūn
h||2 + ||P̄huh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ||2

+2δt ||ūn+ 1
2

h ||21 + δt 2||P̄h∇hp
n+1
h ||2 − δt 2||P̄h∇hp

n
h||2

+2δt (P̄h∇hp
n+1
h , P̄huh

n+1) = 0

��Ï�����×}Û��

ÜÍ�¦���=Ä?d�Ä¦�!ÑU�u¡Q���3+y���ÔÂ��S�±��´��/�K�S���
Xh
′ ���-��Ï��Çë�âi�9���}²��$���}�����¦�����;�������±��´µ�����²�´µ½}�S�������Q+����ÝÂO�}�&�Õ���

vh
′ = 2δt P′huh

n+1 )
||P′huh

n+1||2 − λ||u′hn ||2 + λ||P′huh
n+1 − u′h

n ||2
+2δt (P′h∇hp

n+1
h ,P′huh

n+1) = 0

��Ï�����×ºâi�
¯°�����}²��0��²�j!�?�Õ�µ�}���0���!���}Ä¦Ä¦���9�µ���0��¹�²K�S��´��}���6��Ï�����×}Û��Í�Q�?��Ï��µ��×�âi��+ ÂO�}²��Î��Å�¾

������´µ�H��³���Ä¦Â����=�����¤²(���Q�¦Â��±��Â��±´��Q�����/�fÉÊ���Þ�����}���}���S��´ä���Ý��²�Â�ÂO�}�������£�4�µ���¦´µ�����º�S��´ä�����
�fÉÚ�����Q���}´��;��²�´ä½}�Õ�º���?)
||uh

n+1||2 − ||ūn
h + λu′h

n ||2 + δt 2||P̄h∇hp
n+1
h ||2 − δt 2||P̄h∇hp

n
h||2

+||ūn+ 1
2

h − ūn
h||2 + ||P̄huh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ||2

+λ||P′huh
n+1 − u′h

n ||2 + 2δt ||ūn+ 1
2

h ||21 = 0��Ï�����×�íb�
¸%�/���}Ä¦Ä2�S���1��²��

n
�Q�.���/²���´��µ´µ�ß�S���.�µ���.Â����}Â���´µ�Q�����	������ÉÚ�}ÂO���&�6����²��±�	����Â������)��³ß¾

��´µ���
P̄h
+Õ��ÉÚ�����}�K³Q� ��²��������}���QÄ¦�]���¦����³Q�}²��µ� ���6��²��±���µ����Ä!�����'�U���9��������´µ�����]´µ�����º�Õ�µ´ä���

������²��ä�ß�S���Í���0����Â��S�±��´µ�
X̄h

���0��ÉÚ��¹�²��S��´��}� �UÏ��Úëºâi�e���
2

8(Ñ*þ&Ñ�y �¯ãZävñvØLÝ={�Ø¨ä'à
Ø ù�Û ÚÜà¦õ'÷3ðøÖ ù'Ø|×�Ý�ã;9bØ¨àÆå�æ�ãZä ð:ã&ù�æ7��÷ZÑ
c ÉÚ´������Í���±�.���µ��ÅK�Õ�µ��Ä¦���º�Ã���;Ä4d�Ä¦�¼¹º²��ÍÂO��²��1���Í��³&����Ä/�;�&�S���.� ÉÊ��¹�²��6��´µ���2��²��.���

Â��Õ�Þ��´µ�
Xh
′ +K³Q�Q�����?��������´µ���±�?´µ�������Þ½º�����S���¼���0Ä2�Õ��´µ���±�;´������º��´�¹�²��.�!���¦����Ä¦�}���±�����6¾��´µ������0�����±�ß�SÅ�´µ��´ä�����

�?w tOþO¢¤v�<�¢�t+{�¢�¢�tj¢�£�¥+è�{�¢,xMzj£�{Õç+�ª«è#x|¢,¥Ev7w��Q¢¤{}u6~�wGtýª«wyxM~)DE��
p¼�Ý���0Â����}ÂO�����;���0Ä¦�}�����±��� �µ�Î�������}���QÄ¦�0��²�´µ½}�S���$)



�7·Õ_ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
l ç+�wOv7©�ª«¢��f��ÿ �� ¬ 	J!(���"! en+ 1

2 = un+1 − ū
n+ 1

2
h

/ en = un − ūnh
�W! rn = pn −

pnh
	�Q (un, pn) �	��"!6�Z�����	J�)�=!>�*	������X��C>�hE��;F�H�/6	��Ú�������V���Ïi	�&9�J!>�*	����_�e� � &�&9� �,&�����S��M;���
!7���.P

||eN+1||2 + δt 2||P̄h∇hr
N+1||2 + δt

N∑

n=0

||en+ 1
2 ||21 ≤ c

(
h2 + δt 2 + (1− λ)

h4

δt

)

	�Q c ��� !��,���.��	���� !(���"!7�3�����X�7�
� ���X���"!7�.���:�����.�����8���4�����'�� h E
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊbÍÏÎeÐ�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c ���«���Õ�ß�6��´µ�����#¹�²��I����²��«²���´µ�µ´������±�����#�K�S���#³��Q�����q���QÄ¦�����±���&�6��´µ��� �������È�����

Ä4d�Ä¦���9¹º²��4³Q���µ���Q�9��Ä¦Â��µ�6Ù������¼�µ���±�Î��²�������}����Ä¦�/� l ç Ï��ÇÆ��ÇÆb���G»���²��0�S²����}���Í���}²�¾
����ÑÒ�}´�� ÅO������´µ���fÉÊ²���´µ�µ´������ �µ�0½���³�����²�� ��²�´µ½}�S���$)

e′nh := P′hun − u′h
n ��Ï�����×�·��

��Ï�����×�Ïb�
c �ÍÂ��±��Ä¦´µ�����	���º�Õ�µ´ä���Ã��²���³�����Ä2���¤²�Ä¦���±´�¹º²��	�����±�ß�S���M´��K³����Õ���}���i+S���Q��Â��±��Ä¦´µ�������

���º�S��´ä���Q�Í�fÉÚ�������±��´µ�;���}�����±��Â����������º������� Â��Õ�P��Ï�� ·Sí����
¸���²K��´��}���?Ä2�S´��º�������S���?�µ���?��¹�²��6��´µ�����$���/Â������)��³���´µ�}�3++Ä2�S´µ�?�����±������´µ�����1�Ô��ÉÚ���Þ¾

Â��Õ³Q�
X̄h

� � ´�����´h+���´����}²��y����Ä¦Â����u¡Q�}���|�K�Õ���v��Ï��Çë�âi�
vh
Â��Õ�f������ÂO��³���´ä½º�QÄ¦�����

P̄h∇hr
n
h�Q�

ēn+1
h

+����}²�� ��Å������������Í�Õ�µ�}��� ����������²��Ô���º�Õ�µ´ä�����Í¹º²�´y��²�´ä½º�����$)
2δt (ēn+1

h − ē
n+ 1

2
h , P̄h∇hr

n
h) + δt 2||P̄h∇hr

n+1
h ||2

−δt 2||P̄h∇hr
n
h ||2 − ||ēn+1

h − ē
n+ 1

2
h ||2 = 0

��Ï�����×�ëb�

||ēn+1
h ||2 − ||ēn+ 1

2
h ||2 + ||ēn+1

h − ē
n+ 1

2
h ||2

+2δt (P̄h∇h(rn+1
h − rnh), ēn+1

h ) = 0

��Ï����}��×b�
�?è�£

λ = 0

¯°�	����²��4ÑU�S²��!²���´µ��´µ�������µ������¹º²��S��´��}���!����Â������¿��³���´µ���I�±���±������´µ�����l�
Xh
′ �SãK�I���³Q�}Ä¦Â��µ�Q�����2���}�����±��´�Ä2�6��´µ�}���=�fÉÊ�������±��´µ���	Ü9�Õ����³Q�,³��S�2Â�����³Q´µ�Q+1���õÂO�}�ß�S���

vh
′ =

2δt e′n+1
h

+�����²�� ��Å��������}���$)
||e′n+1

h ||2 − ||P′hun+ 1
2 ||2 + ||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2

+2δt (P′h∇hr
n+1
h , e′n+1

h ) = 0

��Ï����}���o�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} �6·SÆ
� ����´ä��´µ�}�����}���]Ä/�Õ´µ�������K�Õ���]³Q�Q�±���¼�����S�µ´µ���0��½º��³Í�����	�����S�µ´µ����� � ÉÚ�������±��´µ�4��Ï�����×�ëb�°¾��Ï����}��×b� �Q�¼��ÉÚ���º�S��´ä���4�fÉÚ�Q�������}´��=�UÏ���·Õíb� ��²��V�¦��ÉÚ��¹�²��6��´µ�}�:���4³Q���º½º��³���´��}�:��´ � ²���´µ���y�

»��}²�� �����}²�½º�}���¼�S�µ���±�$)
||en+1

h ||2 − ||ēnh||2 − ||P′hun+ 1
2 ||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2

+||e′n+1
h −P′hun+ 1

2 ||2 + 2δt ||ēn+ 1
2

h ||21 + δt 2||P̄h∇hr
n+1
h ||2

= δt 2||P̄h∇hr
n
h ||2 + 2δt (Rn+1

nl , ē
n+ 1

2
h )

−2δt (∇
(

(P̄1
h − P̄h)un+ 1

2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )

��Ï����}�7_i�

»��}²�� ²���´µ��´µ�������¼�Õ�µ�}��� ����� Ä2���¿�}�&�6��´µ�}���Í�����Ì����³Q��´ä���Q��Â��µ²����K�Õ²��$)
2δt |(∇

(
(P̄1

h − P̄h)un+ 1
2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )| ≤ cδt ||P̄1
hun+ 1

2 − P̄hun+ 1
2 ||1||ēn+ 1

2
h ||1

≤ cδt h2|un+ 1
2 |22 + εδt ||ēn+ 1

2
h ||21 ��Ï����}��Æb�

||P′hun+ 1
2 ||2 ≤ ch4|un+ 1

2 |22
��Ï����}��Û��

À¤´0���}²����Ä¦Â��µ�7Ùº�}���,�S���}����³Q�Q�Ä2���¿�}�&�6��´µ�}���o+]���}²���}Å��������}���²����#����²�½������µ�
���±��´µÄ2�6��´µ���5)

||ēn+1
h ||2 − ||ēnh||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2 + ||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2

+cδt ||ēn+ 1
2

h ||21 + δt 2||P̄h∇hr
n+1
h ||2

= δt 2||P̄h∇hr
n
h ||2 + 2δt (Rn+1

nl , ē
n+ 1

2
h ) + ch4

+cδt h2|un+ 1
2 |22

��Ï����}�7âi�

� �Õ´µ���������S���o+����}Ä¦Ä¦�}���]��²��
n
�¿²���¹�²yÉè�$²��=������´µ���

n0
¹�²�����³Q����¹�²��0´µ��ÑÒ�Q��´µ��²��]��²

���º�Õ�X�
N
�K»��}²����}Å������������Í�Õ�µ���±������Ä/���¿�}�&�6��´µ����fÉÚ���������}´��?)
||eh

n0+1||2 + δt 2

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2 +

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+

n0∑

n=0

(
||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2 + cδt ||ēn+ 1

2
h ||21

)

= 2δt

n0∑

n=0

(Rn+1
nl , ē

n+ 1
2

h ) + δt 2

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2

+c
h4

δt
+ ch2|un+ 1

2 |22

��Ï����}��íb�
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áE�}²����µ���2�����±Ä¦���2�����ý�µ´µ���7�S´��±���Q+	����²��µ�,� ÉÊ��¹�²��6��´µ���!��Ï��ÚÛ�í��!����³Q�Q����´ä���,²��ýÂO��²

�fÉÇ�S�±��������´µ���y�K¸%�Ý���G�Q�o+����}²��Í��½������P)

2δt

n0∑

n=0

c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ 2δt

n0∑

n=0

||ūn
h||1||un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2 ||1||ēn+ 1

2
h ||1

≤ cδt h2||ū0
h||21 + cδt h2

n0∑

n=0

||uh
n+1||21

+ εδt

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h ||21 ��Ï����}�6·��

p¼� ���}²�� �ß��½º�}�����fÉ��SÂ������ ��ÉÚ��¹º²��S��´��}� ��Ï��Çë�âi�	Â��±���¿�Q���0��²��
X̄h

¹�²��?)

||uh
n+1||21 ≤ c||ūn+ 1

2
h ||21 + cδt 2||P̄h∇h(rn+1

h − rnh)||2 ��Ï����}��Ïb�
||P̄h∇h(rn+1

h − rnh)||2 ≤ 3

2
||P̄h∇hr

n+1
h ||2 +

3

2
||P̄h∇hr

n
h ||2

��Ï����}��ëb�

¯°�y���}²�� ½¤´����º�Í�����K³9ãK���S�µ��Ä¦�����$)

2δt

n0∑

n=0

c(ūnh; un+ 1
2 − P̄hun+ 1

2 , ē
n+ 1

2
h ) ≤ cδt h2 + cδt h2

n0∑

n=0

||ūn+ 1
2

h ||21

+
3c

2
δt 3

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2

+
3c

2
δt 3

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n
h ||2

+ εδt

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h ||21

��Ï�����_}×b�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} �6·Õâ
»��}²��¦����´µ���¿��³ß���}���2³Q�Q�±���ÝÄ2���)�����S��´��}�j�K�S���/��ÉÚ��¹�²��S��´µ���¬��Ï����}��íb��+%³Q�¹�²�´]���}²��

���������6)

||eh
n0+1||2 + δt 2(1− 3c

2
δt )

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2 +

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+

n0∑

n=0

(
||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2 + cδt ||ēn+ 1

2
h ||21

)

≤ δt 2(1 +
3c

2
δt )

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2

+c
h4

δt
+ ch2

��Ï�����_��o�

»��}²��2���QÄ2�Õ��¹�²��}���=�Õ�µ�}����¹�²��
1 − 3c

2
δt < 1

�Q�2Â��Õ�/��²�´ä���i+�´������±�2ÂO������´�Å����
���!Ä¦´µ�����±���0���!Ä¦��Ä$Å����!���!���S²K³&���l)f´µ�%���}²��;��²�j!�?���!Ä¦´µ�����±���Î���}²��0�µ���0���Q��Ä¦���
ÂO����´ä��´µÑÒ�/�È��É��S´�������²õ³Q����j2³Q´µ���º�

1 − 3c
2
δt
�1¸%����²�´ä���i+%���}²��/����Ä$²��µ��´�Â���´µ������³Q�������

����²�½º���µ���/´�����¹º²��S��´��}� Â��S�
(1 − 3c

2
δt )−1 +y�Q�$�Q� ����Ä2�S��¹�²K�Õ���$¹�²��/���}²��4��½������?���Ä2���¿�}�&�6��´µ�}�

(1 − 3c
2
δt )−1 ≤ (1 + 3c1

2
δt )

��½º��³
c1
³������±�ß�S�����4Å�´����È³�����´µ��´µ�i+G���}²��

��Å��������}��� ãK���S����Ä!�����$)

||eh
n0+1||2 + δt 2

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n+1
h ||2 +

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+

n0∑

n=0

(
||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2 + cδt ||ēn+ 1

2
h ||21

)

≤ δt 2(1 +
3c1

2
δt )

n0∑

n=0

||P̄h∇hr
n
h ||2

+c
h4

δt
+ ch2

��Ï�����_�_i�
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�	�;¹�²�´f���0������³���´ä��Â���²�� ��´�Ä¦Â�����Ä!�����$)

||eh
n0+1||2 + δt 2||P̄h∇hp

n0+1
h ||2 +

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+

n0∑

n=0

(
||e′n+1

h −P′hun+ 1
2 ||2 + cδt ||ēn+ 1

2
h ||21

)

≤ cδt

n0∑

n=0

δt 2||P̄h∇hr
n+1
h ||2

+c
h4

δt
+ ch2

��Ï�����_}Æb�

¯°�Í����²��2�±���±����� �ÕÂ�Â��µ´�¹�²����µ�����QÄ¦Ä¦����� k ���}��º��S�µ�Í��´���³Q�±�Q��ÂO�}²��2�}Å����Q��´��/���
Ä/���¿�}�&�S��´µ������}�������?�K�S�����µ�Î���������±��Ä¦���

�?è�£
λ = 1

áE�}²��Í³Q�$³��S�ÍÂ��S�±��´�³Q²��µ´µ���Q+����}²��Í����Ä/�Õ��¹�²��}���¼¹�²yÉÊ����Â������)�Q�ß�S���Í��²��
Xh
′ ���/�����Þ¾��´µ���±�;��¹º²��S��´��}����²Ý�±Ù��±����Ä¦�6�UÏ��Úí�ëb��+�����²��Í��½º�}����²����;���±��´�Ä2�6��´µ�}�����

P′hun+ 1
2
)

P′hun+ 1
2 =P′hun + δt f ′ − δt P′h∇pn

+ δt P′h

(
∆un+ 1

2 − (un · ∇)un+ 1
2

) ��Ï�����_ÕÛ��

ÜÍ�����µ���±�o+Õ���Q����¹�²��6��´µ�����1���]Â��±���¿��³���´��}�¦�±���±������´µ�������v�¼� ÉÊ����Â��}³Q�
Xh
′ ���Q½�´µ���������º�o+���Ý´µÄ¦ÂO�}�ß�S���

vh
′ = 2δt e′n+1

h

)

||e′n+1
h ||2 − ||e′nh||2 + ||e′n+1

h − e′nh||2 + 2δt (P′h∇hr
n+1
h , e′n+1

h )

= δt (P′h

(
(un · ∇)un+ 1

2 −∆un+ 1
2

)
, e′n+1

h )

��Ï�����_�âi�

»��}²�� Â����¤³Q�����}���¼�S�µ���±��³Q��Ä¦Ä!�0ÂO�}²�� �µ�;³��Õ�
λ = 0

�K»��}²��Í�Õ����´ä��´µ�������}���Í³Q�Q�±���
���Q����´µ����� �Q���S��´ä���Í��½º��³]�µ�������º�Õ�µ´ä�����1�fÉÚ�Q�������}´��$�UÏ��µ��×}ëb�°¾v��Ï����}��×b�%�S´µ����´�¹º²yÉ���½º��³Ã��ÉÚ���º�6¾



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} �6·}·
��´ä���?�fÉÚ�Q�������}´��6��Ï�� ·Sí��.�Q�����}²��]�����}²�½º�}���P)

||en+1
h ||2 − ||enh||2 + ||ēn+ 1

2
h − ēnh||2

+||e′n+1
h − e′nh||2 + 2δt ||ēn+ 1

2
h ||21 + δt 2||P̄h∇hr

n+1
h ||2

= δt 2||P̄h∇hr
n
h ||2 + 2δt (Rn+1

nl , ē
n+ 1

2
h )− 2δt (∇

(
(P̄1

h − P̄h)un+ 1
2

)
,∇ē

n+ 1
2

h )

+δt (P′h

(
(un · ∇)un+ 1

2 −∆un+ 1
2

)
, e′n+1

h )��Ï�����_}íb�
¸%�,Â��µ²��Î���Q�9Ä2���)�����S��´��}���Î���Ì���2����Ä¦�}�����±�����¼ÂO��²��¼�µ�4³��Õ�

λ = 0
+O����²��Î�Õ�µ�µ�����

���Q½º�}´µ� ²���´µ��´µ����� ����� ���±��´µÄ2�6��´µ�}������²�´ä½��S�������$)
δt ||∆un+ 1

2 − P̄1
hun+ 1

2 ||2 ≤ cδt h4|un+ 1
2 |22

��Ï�����_º·��
δt ||(un · ∇)un+ 1

2 − P̄h(un · ∇)un+ 1
2 ||2 ≤ cδt h2||(un · ∇)un+ 1

2 ||21
≤ cδt h2||un||21|un+ 1

2 |22
��Ï�����_}Ïb�

δt ||e′n+1
h ||2 ≤ δt ||en+1

h ||2 ��Ï�����_}ëb�
»��}²��Í´µ���¿��³��������¼³Q����Ä2���¿�}�&�6��´µ�����¼�K�Õ���Í��ÉÚ��¹�²��S��´��}�ß��Ï�����_Õí�� �6ãK�,�fÉÊ��Å�������´����µ���

���±��´µÄ2�6��´µ�����P)
(1− δt )||en+1

h ||2 − ||enh||2 + ||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+||e′n+1
h − e′nh||2 + cδt ||ēn+ 1

2
h ||21 + δt 2||P̄h∇hr

n+1
h ||2

= δt 2||P̄h∇hr
n
h ||2 + 2δt (Rn+1

nl , ē
n+ 1

2
h ) + cδt h2 + cδt h4

��Ï�����Æ�×b�

»��}²��1����³���Ä¦Ä!���¦¡Q�����.���9����³&����´�¹�²��Í��Ä!Â����7Ùº�Q��ÂO��²�������³��S�
λ = 0

�Î�&��½º�}´��1¹�²��
����²��Í����Ä!Ä¦�}������²��

n
�¿²���¹�²yÉ �

n0
¹�²�����³Q�}�K¹�²��0ã����i+KÂ�²�´�������²��������Õ´ä���}�����µ�0�����±Ä¦�

�����¤¾)�µ´µ���7�S´��±�?���Î���4Ä?d�Ä!�ÎÑU�u¡Q�}�¹�²��ÎÂ��±��³Q������Ä¦Ä!�����7� � ´�����´h+����}²��Í�SÅO��²���´������}���'�
� ÉÊ����Â��±������´µ�}�ÝãK���S�µ�6)

||eh
n0+1||2 + δt 2||P̄h∇hr

n0+1
h ||2 +

n0∑

n=0

||ēn+ 1
2

h − ēnh||2

+

n0∑

n=0

(
||e′n+1

h − e′nh||2 + cδt ||ēn+ 1
2

h ||21
)

≤ cδt

n0∑

n=0

(
||enh||2 + δt 2||P̄h∇hr

n+1
h ||2

)

+ch4 + ch2

��Ï�����Æ��o�



�7·SÏ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
»��}²��0²���´��µ´µ�������?�S���}���Î�����µ��Ä¦Ä¦�!��� k �±���Xº��S�µ���Q�0�µ���0���º�Õ�µ´ä�����0��²�´ä½}�Õ�������0ÂO�}²��

�}Å����Q��´�� �µ�0������²��ä�ß�6�¼�S�������K³��6)
un+ 1

2 − ū
n+ 1

2
h =

(
un+ 1

2 − P̄hun+ 1
2

)
+ ē

n+ 1
2

h

��Ï�����Æº_i�
un − ūnh =

(
un − P̄hun

)
+ ēnh

��Ï�����Æ�Æb�
2

8&Ñ*þ&Ñ*þ ÕÅ÷¨ÚÜÛ�Ù§å�Öqå�Úâä©Û�ð:÷3Ý�æ�«©Û'Ø3ÚtÑ
�	�;Â��Õ���Õ�}�&�SÂ����?���±�Í²���´�¹º²���Ä¦�����¼�����±��´µ���,�!������´µÅO���Í���Q�¼³��Õ��³Q²��µ�¼���G��³���²����Í��²��

¹º²�����¹º²�����³��Õ�Ô�����±���Ý���&�Õ�K���Õ�����7� � �}²���µ�����³���²��µ��Ä¦���º����������}����Q��²K��´������²��Ý²��
���}Ä2�S´µ���;³��Õ�±���0���9�µ�����}²���²��

1
+��Q� �µ���©kK²�´������]�������}���]��²�Â�ÂO����������½���´µ�Ã²����0��������´ä���

ρ
���º�Õ�µ�.�=�0�Q� ²����Î½�´µ��³Q����´ä���

ν
���º�S���$�Ô�0�Q���S���QÄ¦�������

�?èK£¦x|¢FEÝ~ÒvS~Ò{}ç|¨Ò¢ºu2ç+wGª«wG<�©�ty¢O�
�?èK£� �E:� »���²��E��½������f�����Õ´ä�����y²��0��³Q��²�����Ä!�����E���qkK²�´���������²�Ä¦´µ�`�]�����+³Q���K��´µ��´��}���
�fÉÇ�}�����������K³Q��+����/���Q²��¦��´µÄ¦������´µ�}���7�ºáE�}²���³Q������+����}²��.��½º�}����´µÄ¦ÂO�}���'�¼���¼½�´ä���������

u²����0½}�S����²�� ��²����µ�?�Õ²ÝÅO�}���Ý��²�����Ä2�S´µ���
Ω
¾°²��³��S���±�?���0�µ�}����²��Q²��?�Î�Q�Í�fÉÊ���±´��}´µ���

�µ�0ÂO��´µ���
(0, 0)

¾1�Q��²��Ý������Ä!�0����²���³Q�
f
½�����´äãO�Õ�º�$)

f :=

(
x
y

)

á��S��³Q�}������¹�²����º�o+����������µ²���´��}�
(u, p)

�S�±�����K��²��0���±� �������µ�;¹�²��?)

u :=

(
0
0

)

p =
1

2
(x2 + y2)

c ���.�����±���.�����	�Q���¼��� ��³���²����	��²��.²��2Ä2�S´��µ���Õ�}�9���4��×�_ÕÛ?���±´��S���}�����Q+���½º��³����Q�	��ÂO��¾
���S����²����M���Ã��´ �G²���´��}�4�Q�����	³Q���º½º��³���´��}��³Q����������� c ���Eã���²��±���M��²�´ä½��S�����Q�M����Â��±�������������º�
�±����ÂO��³���´ä½º��Ä!�����]���$Â��±��Ä¦´µ�����Î³Q�}Ä¦ÂO�}�&�Õ�����0���9���?½�´ä���������i+����$����³Q���K���Î³Q�}Ä¦ÂO���&�S�����
���0���4½¤´µ���������0�Q� ���4Â���������´��}�y�

»��}²��0��½º�}���9³&���}´���´M���$���$Â��S�9�±��Â����������º�����Q+O�K�S���9�µ���¼ãK�}²����Q�Î¹�²�´|��²�´ä½º�Q���o+������
³Q���}�����}���������;�������2½�´ä���������!³��S�0³Q���µ�µ���Þ¾)³Q´m+ ���:½}�Õ�µ��²��;�SÅ������µ²��i+ ���}���;������ÉÚ�}�����±�!���
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10−17 � � �}²�����Ñ���´µ�Q+���ÉÚ�����±��²������ ��³ß��´ä½º��Ä¦���º�.³Q�}Ä¦Ä¦´µ��� ����³Q�}�K³Q���º�����]���}²��¿�}²����.�S²����}²����²:ÂO�}´��º�
(0, 0)

)G³Q�4Â���������Ä¦�����4�����9���º��´µ������Ä!�����Î��g¯�/���/Ä¦�Q���������4�fÉÚ´µ��½º���±��´��}�
���,Ä2�6����´�³Q�,��Ä¦Â��µ�7Ùº�����Ã¸��ý���G�Q�o+1����²��Ô��½º�}����½���²��µ²ý²���´µ�µ´�������²����,Ä¦�����������È���
�	���}�µ����Á�ÙqÂO��²��¦´��º½º���������¦���ÈÄ2�S����´�³Q�����ÝÂ���������´µ���y�vp¼�/³Q�Q�����Ä2�6���±´�³Q�Ý�yÉÚ���±�/Â��S�
���QãK��´µ�!ÂO����´ä��´ä½º��� � ²�����´h+fÂO�}²��0³Q�}�����}²������Q�;³��!Â��±��Å��µ��Ä¦�i+ ���}²��?��½º�}���0Ä!����´äãK�!���
Ä2�6����´�³Q�È���:Â���������´��}�Ì���:���}�±���¯� ��� ���Q�K�����È���QãK��´µ�ÈÂO�}��´ä��´ä½º�}���.�:ÑU�Õ´µ�&�S���o+Ã³Q�Q���
���Q½������Õ´ä����Ä¦�¤��´äãK��� �µ���Í³Q����j2³Q´µ�������Í��´��S�}�����S²����S�����¤³Q´µ���¼�S²Â��±��Ä¦´µ��� ���µ��Ä¦���º���Q�
�Õ²qÂ��±��Ä¦´µ���!���}Ä¦Ä¦�Q�¦��²qÄ/�Õ´µ�µ���S���Ý¹�²�´Ã�����º�f�¿²�������Ä¦�����!��´µ��²����/�Õ²I½���´µ��´µ���Õ�}����
(0, 0)

�



��Ï}× w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï��µ� ~ �	�}²���ÅO�;���0Â���������´��}�5)K³��S�¼_}Ü.+K��´µ��´�³&���µ�Q������Ä!���}�����0�Q� f = (x, y)t
�
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�?è�£�å�E:� »���²��0��´µÄ4²��µ�����$�=���}²�½º�7�S²#��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���?�fÉÚ²��¥kK²�´����¦����²�Ä!´��$�Ô���Q�
³Q�}�K��´µ��´��}���Ý�fÉÇ�}�����Q�����K³Q�i+.Ä2�S´��Ô³��Q�����,ÑÒ�}´��=������´�Ä!������´��}�ý���±��´µ�Ô�fÉÊ����ÂK�}³Q���Ã»���²��
��½������9���}�K³;´µÄ¦ÂO�����,�!����½�´ä���������$�fÉ�dQ�����?��²����µ�4�Õ²�ÅO�}������²,���}Ä2�S´µ���4���?��ÉÊ��³Q��²��µ��¾
Ä¦�����

Ω
¾°²��Ý³Q²�ÅO�;���Î���}���}²���²��

1
�Q���fÉÚ�}��´µ�}´����0�µ�0ÂO�}´µ���

(0, 0, 0)
¾��Q�Í�ÕÂ�Â��µ´�¹�²��0²��

�����±Ä¦�0���}²���³Q�
f
���0����Ñ����±Ä¦�?)

f :=




x
y
0.




�.���¦³Q�}�����&�S´���������Â��S�±��´�³Q²��µ´µ�������!���}²��!ÂO���±Ä¦�Q���������!���Ô³Q�}�����¤n������H��Â���´µ�}��´h+M�µ���
�����µ²���´µ�}���Í��������¹�²��S��´��}�������$»¼��½�´µ���¿¾±Àº���}Á�����¹�²�´y����´ä½º���º�]dQ���±�?)

u :=




0
0
0




p =
1

2
(x2 + y2)

¸%��ã��«�Q�0ÂO��²��zdQ�����4���}²��.��ÑX�Õ´ä�?³���Ä¦Â��µ�Q�Q+ �����Î�����±���0�}���0�Q�������G��³���²����;��²��Î²��
Ä2�S´��µ���Õ�}��³���Ä¦ÂO�}���4���4_�âÕí}×/���Q���&�S�������±���Î��½º��³;�����Í��ÂO�����S����²����9���$��´��G²���´µ���,�Q�9���
³Q�}��½º��³���´��}� ³Q����������� c ���ÎãK��²��±���;��²�´ä½��S�����Q�;����Â��±�������������º�;������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����;���=Â�����¾
Ä¦´µ�����i+6��������³Q���K���	�Q�M��� ������´µ��´µ��Ä¦�	³Q��Ä!ÂO���&�S�����������.��� ½�´ä���������	�K�Õ���E���	³Q²�ÅO�.�ß�S�K��´µ�
¹�²��;�µ���Í¹�²��6���±�;´µÄ2�S������¹�²�´y��²�´µ½�����������Â��±�������������º������Â���������´µ�������Õ�����µ�0½����µ²�Ä¦�0�Q�
�������}�����Q�Í³Q�}²�ÂO���Í�K�S�����µ�0Â����Õ�

(xy)
+
(xz)

�Q�
(yz)

�
áE�}²��������%Ä?d�Ä¦���%���Õ´µ��������¹�²��]���}������²������±�����¦����²��!��´µÄ¦������´µ�����Q+}���}²����yÉÇ��½º�����

Â��Õ�Ý����Â��±�����Q�����«�����³Q�¤�}�����}���������,��² ½º��³ß����²��Ô½�´ä���������i+ ³��Õ�Ý���Ì½}�Õ�µ��²����ÕÅ����}��²��i+
³Q���µ���Q�±¾)³Q´y�yÉÚ����³Q�����������±�SÄ2�S´µ�
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ÃTÄuÅ ¹ Ï���_ ~ �	�}²���ÅO�0���ÎÂ���������´��}�5)�³��Õ� ÆºÜ.+���´µ��´�³&���µ�Q�����}Ä¦�}���Q���0�Q� f = (x, y, 0)t
�
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Ã�ÄuÅ ¹ Ï��ÇÆ ~ �	�}²���ÅO����� Â��±������´µ�}�/�K�Õ�����µ� Â����Õ� (xy)
)º³��S�1Æ�Ü,+���´µ��´�³&���µ�Q�1����Ä!���}�����

�Q�
f = (x, y, 0)t

�



��ÏÕÛ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï��ÊÛ ~ �.��²��±ÅO�Í��� Â��±������´µ�}�/�K�Õ�����µ� Â����S� (xz)
)º³��Õ�1ÆºÜ.+���´��±´�³��������.���}Ä¦�}�������

�Q�
f = (x, y, 0)t

�
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Ã�ÄuÅ ¹ Ï��Çâ ~ �.��²���ÅO�Í��� Â����Q����´µ���/�K�S���1��� Â����Õ� (yz)
)º³��S�.ÆºÜ.+º��´µ��´�³&���µ�Q�1����Ä!���}�����

�Q�
f = (x, y, 0)t

�



��Ï}í w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
À¤�}²��9�µ���¼Ä4d�Ä¦���¼³Q�}�K��´µ��´��}���Q+O����²��Î��½������Í���º�Õ�µ��Ä¦���º�9²���´µ�µ´����$�µ�?������Ä¦�?����²���³Q�

��²�´ä½}�Õ���P)
f :=




x
0.
z




�	�;¹�²�´f���±�����}²��Í���}�����0���6��²����Q���µ��Ä¦���º�o+��µ�������}��²���´��}������²�´ä½��S�������$)

u :=




0
0
0




p =
1

2
(x2 + z2)

c ����ãK�}²������Í��²�´µ½}�S�������Í�±����ÂO��³������º�¼���¦���}Ä¦���K³����6��²��±�$Â��±��³Q�������º���,�!�&��½���´µ�Í¹�²��
�µ���.�����}´µ�ÃÂ��±��Ä¦´µ�������	´µÄ2�S�����	����Â��±�������������º�Ã���Q�	���±��´µ�Ã³Q�}Ä¦ÂO���&�S�����Q�]���¼���0½�´ä���������i+¤���
¹º²��S����´µ��Ä¦�i+����¦Â���������´��}�:�K�Õ���¼�µ�?½º���µ²�Ä¦�4���$��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦���º�9�Q�9�µ���¼�����}´��9���Q����´µ�������Q+
����Â��±������´µ�}������µ�}��±����ÂO��³���´ä½º��Ä¦�Q�������Q��Â����Õ�������;³Q�}²�ÂO�

(xy)
+
(xz)

�Q�
(yz)

�
c ��� ³Q���������������Q������²�½º��³�����²��	½�´ä���������Î�yÉÊ����³Q���K�S���q�±�SÄ2�Õ´µ�Q+����=½}�S���Q²����SÅ������µ²��i+
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Ã�ÄuÅ ¹ Ï��Úí ~ �	�}²���ÅO�0���0Â��±������´µ�}�5)�³��S��ÆºÜ.+���´µ��´�³&���µ�Q�����}Ä¦�}�������Î�Q� f = (x, 0, z)t
�



��Ï}Ï w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï�� · ~ �.��²��±ÅO����� Â��±������´µ�}�2�K�S�����µ� Â����S� (xy)
)�³��S�1ÆºÜ.+º��´µ�±´�³&�����Q�1���}Ä¦�}���Q���

�Q�
f = (x, 0, z)t

�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��Ï}ë

Ã�ÄuÅ ¹ Ï��ÇÏ ~ �.�}²���ÅO����� Â���������´µ���/�K�Õ���1�µ� Â����Õ� (xz)
)�³��Õ�1Æ�Ü,+���´µ��´�³&���µ�Q�1����Ä!���}�����

�Q�
f = (x, 0, z)t

�



��ë}× w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï��Úë ~ �	�}²���ÅO����� Â���������´��}�2�K�S���1�µ� Â����S� (yz)
)�³��Õ�1ÆºÜ.+º��´µ��´�³&���µ�Q�.���}Ä¦�}���Q���

�Q�
f = (x, 0, z)t

�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��ë��
�.��Ä¦Ä!� ���Q����´µ����³��Õ�Ý���Q���Q+]���}²��,��½������Ý´�Ä!ÂO�����#²��Ì������Ä!�#���}²���³Q�«ÂO���äÙ����S¾

Ä¦´��Õ�G���9�������±�Î_�+¤ÂO�}²��1½º����´äãK���.�µ���	Â����}Â���´µ�Q�����Ã���¼��²�ÂO����³Q�}��½º���±���Q�K³Q��� � ´µ����´m+����}²��
��½������$)

f :=




x2

0
0




�.�;¹�²�´y���±� ����²�� ÂO����Ä¦���Í�fÉÚ�}Å�������´���+��µ���������µ²���´��}������²�´ä½��S�������$)

u :=




0
0
0




p =
1

3
x3

c ���.ãK�}²������Ã¹�²�´O��²�´ä½º�����Q+¤�±����ÂO��³������º�Ã���?���}Ä¦���K³Q���6��²��±�9Â��±��³Q������Ä¦Ä!�����	�&�SÂ�ÂO��¾
���Q�i+
�!³Q��³Q´+Â������Í¹�²��;���;Â����Õ�����$³���²�ÂO�

(yz)
���;���!Â���������´µ�����fÉÚ���±�ÍÂ��S�Í����Â���������������U����Â����Q����´µ���Ý�Q�&�Õ��� ��´µ���}²����Q²����QÄ¦��������²����µ�;�µ�0�µ�����/���;³Q�0Â����Õ�Æ���

�.��Ä¦Ä!�0�K�S���]�µ��� ³��S�]Â�����³Q�����������Q+��µ��� ³Q���������������Q������²=½���³����Q²��Ã½�´ä���������9�Q�ß�S���+����¦½}�S�µ��²��.�ÕÅ����}��²���+����±���1ÑX�Õ´µÅ��µ����� ≈ 10−18 ��+����}²��1��� �µ���	��½º�}���1Â��S�1�±��Â����������º���������



��ë�_ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï�����× ~ �.��²��±ÅO�Ã���	Â����Q����´µ���=)S³��S��ÆºÜ.+S��´��±´�³�������������Ä¦�}�}�����	�Q� f = (x2, 0, 0)t
�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��ë}Æ

Ã�ÄuÅ ¹ Ï��µ��� ~ �	�}²���ÅO�	���1Â���������´��}�4�K�S���E�µ�.Â����Õ� (xy)
)6³��S�MÆºÜ.+6��´��±´�³��������M����Ä!���}�����

�Q�
f = (x2, 0, 0)t

�



��ëÕÛ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï�����_ ~ �.��²��±ÅO�	���.Â���������´µ���4�K�S���E�µ�	Â����S� (xz)
)6³��Õ�MÆ�Ü.+S��´µ�±´�³&�����Q�M���}Ä¦�}�������

�Q�
f = (x2, 0, 0)t

�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��ë�â
�?è�£¦x|¢FEÝ~ÒvS~Ò{ÕçE¨�¢ºu�t+wGtõç+wGª«wG<O©�t+¢��
�?è�£= �E:� »��}²��Í´�Ä!ÂO�����}���Î�S²-kK²�´����?���Q�9³Q�}�K��´ä��´µ�����Î�S²����´µÄ¦´ä�����Í��²�´µ½}�S�������Í��²��
���0ÅO�}���Ý��²���}Ä2�Õ´µ���

Ω
¾°²��³��S���±�;���;�µ�}����²��Q²��?�Î�Q�Í�fÉÊ���±´��}´µ���;�µ�0ÂO��´µ���

(0, 0)
)

u :=

(
y
−x

)

»��}²��0��½º�}���9�Q���S���QÄ¦�����9���}²�Ä¦´µ�¼���$kK²�´����4�/²���������Ä!�$����²���³Q�4´���������´�¹º²���Ä¦�����
�¤²�����¸%�³Q�}������¹�²����K³Q��+K�µ�������}�µ²���´µ������³Q������´���²����������º�$)

u :=

(
y
−x

)

p =
1

2
(x2 + y2)

c ���.�����±���.�����.�Q���Í��� ��³���²����	��²��.²��2Ä2�S´��µ���Õ�}�9���$��×�_ÕÛ?����´��Õ���}�µ���Q+���½º��³��µ���	�}ÂO��¾
�&�6����²��±�����	��´��G²���´µ���4���%���	³Q�}��½º��³���´µ����³Q�Q�����±��� c �Q�EãK�}²������M��²�´ä½��S�������M���QÂ������������������
������ÂO��³���´µ½���Ä¦�����]���$Â�����Ä!´����±�Î³Q��Ä¦ÂO�}�&�Õ�º���0���Î���?½�´ä���������i+����$����³Q�}�K���0³Q�}Ä¦ÂO�}�ß�S�����
���0���4½¤´µ���������0��������Â���������´µ���y�



��ë}í w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï�����Æ ~ �.��Ä!ÂO���&�S����� x ���9���;½�´ä���������V)�³��Õ� _}Ü.+ u = (y,−x)t
���

f = (0, 0)t
�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��ëº·

Ã�ÄuÅ ¹ Ï����QÛ ~ �.��Ä!ÂO���&�S����� y ���Î���;½�´µ���������V)�³��Õ� _�Ü.+ u = (y,−x)t
�Q�

f = (0, 0)t
�



��ë}Ï w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï�����â ~ �.��²��±ÅO�;���;Â��±������´��}�5)K³��S�¼_}Ü.+ u = (y,−x)t
�Q�

f = (0, 0)t
�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} ��ë}ë
�?è�£�å�E:� »���²��0��´µÄ4²��µ�����$�=���}²�½º�7�S²#��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦�Q���?�fÉÚ²��¥kK²�´����¦����²�Ä!´��$�Ô���Q�
³Q�}�K��´µ��´��}���4�S²��È�µ´�Ä!´µ�����?���2ÜÍ´µ��´�³&���µ�Q�o+fÄ2�S´µ�?³Q�Q�±���!ÑÒ��´µ�;���#��´µÄ¦������´µ���È�����}´µ�?�fÉÊ���±¾
Â��}³���� » ��²��9��½º�}���9���}�K³;´µÄ¦ÂO�����?����½�´µ���������

u
�Õ²�ÅO�}������²,����Ä/�Õ´µ���4���?� ÉÊ��³Q�}²�����¾

Ä¦�����
Ω
¾°²��Ý³Q²�ÅO�;���Î���}���}²���²��

1
�Q���fÉÚ�}��´µ�}´����0�µ�0ÂO�}´µ���

(0, 0, 0)
¾��Q�Í�ÕÂ�Â��µ´�¹�²��0²��

�����±Ä¦�0���}²���³Q�
f
���0����Ñ����±Ä¦�?)

u :=




y
−x
0.




f :=




0.
0.
0.




�.���%³Q�}�������Õ´µ�����Q�%Â��S�±��´�³Q²���´µ���±���%���}²���ÂO����Ä¦���������º�%���]³Q�}�����¤n����±�(�ÍÂ���´µ�}��´h+Õ�µ�������Õ¾
��²���´µ�����%��������¹�²K�S��´��}���%���]»¼��½�´µ���Þ¾ÞÀ�����Á��Q�(�U�����K³.���$�������Õ�º�%³Q�}Ä¦Â����Ã���	��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��
���;³Q���º½º��³���´µ�}��Ã¹�²�´+���}´ä½º�����]dQ�����4)

u :=




y
−x
0.




p =
1

2
(x2 + y2)

¸%��ã�� �Q�ÂO��²��ldQ���±�È���}²���� ÑU�S´µ�³Q��Ä!Â����Q�Q+]�µ���Ý�����±���Ý�}����Q���«���G��³���²����Ý��²��
²��õÄ2�Õ´µ�µ���S�}�:³Q�}Ä¦ÂO�}���,���:_�âÕí}×#���Q���&�S�����������=��½º��³�µ�����}ÂO���&�6���Q²����=���,��´ �G²���´��}�
�Q�Í���0³Q����½���³���´µ�}��³Q���º������� c ���]ãK�}²������ ��²�´µ½}�S������� ���QÂ������������������ ������ÂO��³���´ä½º�QÄ¦���������
Â�����Ä!´����±�i+ ��������³Q�}�K���!�Q�0���2���±��´µ��´��QÄ¦�¦³Q�}Ä¦ÂO�}�ß�S�������;���!���2½�´ä���������¦���Õ���0�µ�!³Q²�ÅO�
�ß�S�K��´µ�¹º²��È�µ���¹º²��S�����:´�Ä2�S�}���Ý¹�²�´9��²�´µ½������Ô����Â��±�������������º�Ý��� Â���������´��}� �K�S���Ô���
½º�}��²�Ä!�;���������µ���������³Q��²�ÂO�����K�Õ��� ���0Â����S�

(xy)
+
(xz)

�Q�
(yz)

�



_Õ×}× w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï��µ��í ~ �	�}Ä¦ÂO�}�ß�S����� x ���Ô���,½�´ä���������¯)%³��S�/Æ�Ü,+ u = (y,−x, 0)t
�Q�

f =
(0, 0, 0)t

�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} _}×��

Ã�ÄuÅ ¹ Ï��µ�6· ~ �.��Ä!ÂG�}�&�S����� y ���Ý���,½�´ä���������5)%³��S�/ÆºÜ.+ u = (y,−x, 0)t
�Q�

f =
(0, 0, 0)t

�



_Õ×�_ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

Ã�ÄuÅ ¹ Ï��µ��Ï ~ �.��²��±ÅO�?���0Â���������´��}�*)�³��S�ÍÆ�Ü.+ u = (y,−x, 0)t
�Q�

f = (0, 0, 0)t
�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} _}×}Æ

Ã�ÄuÅ ¹ Ï�����ë ~ �.�}²���ÅO�!����Â��±������´µ�}�«�K�Õ���0�µ��Â����Õ� (xy)
) ³��S�;Æ�Ü.+

u = (y,−x, 0)t�Q�
f = (0, 0, 0)t

�



_Õ×ÕÛ w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}

ÃTÄuÅ ¹ Ï���_Õ× ~ �	�}²���ÅO�!����Â���������´��}�«�K�Õ���0�µ��Â����Õ� (xz)
) ³��S�;Æ�Ü.+

u = (y,−x, 0)t�Q�
f = (0, 0, 0)t

�



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} _}×�â

Ã�ÄuÅ ¹ Ï���_�� ~ �.��²���ÅO�¦����Â��±������´µ�}�#�K�S���0�µ��Â����Õ� (yz)
)f³��S�;Æ�Ü.+

u = (y,−x, 0)t�Q�
f = (0, 0, 0)t

�



_Õ×}í w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
�?èK£¦x|¢��ÍwG~Ò£�¢�zE~X¨X¨�¢��

áE�}²��?�����Õ´ä�����$��ÉÚ��³Q��²��µ��Ä¦���º�!���Ôá|�}´�����²�´µ�µ�������I����²¤� ��´µÄ¦������´µ�����Q+|����²��!��½º�}���
´µÄ¦ÂO�}���9²����Î³Q������´µ��´��}�Ý���9ÂO�Q��´µ����´�³Q´ä���Î�µ�9���}���!���9� ÉÇ�6���

x
+¤�Q� ³Q�}�����&�S´����Ã���?½�´ä����������Î½}�S���}´µ�

0
���Í�µ�}���$�����Ã�7�����

y = 0
�Q�
y = 1

�¤»���²��Ã��½������	���¿�}²�����²��¦������Ä!�Í���}²���³Q�
f
½º���±´äãO�Õ��� � ÉÊ�����S�µ´µ���6)

f :=

(
12
0

)

À¤�}²��Í³Q����³Q������´µ��´��}���Q+������ �����µ²���´µ�}���
(u, p)

�6�������K��²���� ���}���P)

u :=
3

2

(
y(1− y)

0

)

p = 0

c ���������±���%�}���%�Q���]���G��³���²�������²���²��!Ä2�S´µ�����S��� ����_�âÕí9����´��Õ���}�µ���Q+º��½º��³Ã�µ���%��ÂO�����6¾
����²����Í���;��´��G²���´µ����Q�Í���?³Q���º½º��³���´µ�}��³Q�������±��� c ��� ã���²��±������²�´ä½}�Õ�º����������Â��±�������������º�
�±����ÂO��³���´ä½º��Ä!�����]���$Â��±��Ä¦´µ�����Î³Q�}Ä¦ÂO�}�&�Õ�����0���9���?½�´ä���������i+����$����³Q���K���Î³Q�}Ä¦ÂO���&�S�����
���0���4½¤´µ���������0�Q� ���4Â���������´��}�y�

»��}²����yÉÇ��½������2����Â��±�����������,¹�²������ Â�����Ä¦´µ�����,³Q�}Ä¦ÂO�}�ß�S�����:�������«½¤´µ���������,³��S�
���=����³Q�}�K���¦³Q��Ä!ÂG�}�&�Õ�º���!�yÉÚ����³Q�����¦ÂK�Õ�0���È½��S�µ��²��?�SÅ����}�µ²��i+

10−15 �Q�0����Â���������´µ���
10−13 �



2�}²½Ü}Ý÷â�]ô¼øÊ<Mø�wEð¼ïMø��&~cô=0IöLwqx�É1÷ð ô9ó y�úf�54Õó]w�ïEø��&~.} _}×º·

Ã�ÄuÅ ¹ Ï��Ç_�_ ~ �	�}Ä¦ÂO�}�&�Õ����� x ���0���4½�´ä���������?)K³��S�Í_�Ü.+�ÂO�}´µ���Q²�´��µ�µ�?�Q� f = (12, 0)t
�



_Õ×}Ï w�x�ðry�øQï�ú�ó32�}�öLw�x�É�÷ð0öÔôÎóÇy1úz�54Õó'w ïMø��&~.}
11O	� HIT _$a�[$S$^:I£U`�=Â W9��WKÁ�\(T�_$aJI��3_fU:I�S.T*O

p¼�:���}²����S´µ�����&�S´ä�0���4�&�SÂ�Â����¤³&�����Î���4���2��´µ��²��S��´��}�È�}Â���´µÄ2�S�µ�!¹º²�´E½º�}²K���&�S´ä�0¹�²��
���$½¤´µ���������Î���}´µ� ³Q���º��´µ�¤²��i+��Q� �����K³Î�K�S��� ���Õ���±�0³��S�Íá]�0³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦��+��Q�'�4��´ä½º���±�����K³��
��²����µ��)G´µ�M���±�Î�Q�ß�SÅ���´�¹�²���³Q�Q�±������´ä��²��6��´µ�}�È�yÉÚ���±�Î���:���������&�S��Â��S�Î���7�S�µ´��&�SÅ��µ�!�&�S²�Ñs�
²���´��µ´µ�����Í����������Â��Õ³Q���Í���0ÂO�}�äÙ����}Ä¦���Í���;�����}���0�±���±´�³�����Ä¦����� ��²�ÂO����´µ��²��'�Ô�}�

� �}²�����ÑÒ�}´µ�Q+M²����=Ä2�S��´µ�����=�����7ÉÇ�ÕÂ�Â�����³����������Ô³��Q��������´ä��²��6��´µ���I³Q�}����´��±������ÂO��¾
���S�µ´�������+y�K�S���0����Â��S�±��´���Â������¿��³���´µ���«���!��É��S�µ���}��´ä����Ä!�i+f���=��´ä½º�����}���K³Q�¦���!����Â��S�±��´µ�
Â�²�����Ä¦���º�;���}�#³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�¦���!���2½�´ä���������l)f³}ÉÚ���±�0� ÉÊ��Å��¿��³ß��´µÑ	ÂO�}²�����²�´ä½�´ä�;Â��Õ�Î��É��S���}�S¾
�±´µ����Ä¦�0��²�´ä½}�Õ�����

8&ÑLK(ÑÌÔ ��÷��zä'æ§å�æ�ãZä ù�Û Ú�à�õ'÷¨ð:Ö ù]Ø¬×'Ý�ã:9bØ¨àÆå�æ�ã�ä ×P÷¨ä]ÖZÙÌæÌÚ�÷ZÑ
p¼�³Q��Ä¦Ä!���K³Q�0Â��S� ´µ�����±����²�´µ���0���4ÑÒ�}��Ä¦�0Å�´µ�µ´µ���7�Õ´µ���;��²�´ä½}�Õ�����6)

C : Xh
′ → Xh

′

(Cu′h, Cv′h) = (CtCu′h,v
′
h) :=

1

ε

∑

K

(∇ · u′h,∇ · v′h)K

�i�
K
������´µ�����0²��Ý�����QÄ¦�����Í¹º²�����³����K¹º²��?��²ÝÄ2�Õ´µ�µ���S�}� Th �

Ü9�Õ���³Q�«Â��Õ���Õ�}�&�SÂ����i+]���Ì½}�q���}�K³È�7ÉÊ´��º�������Q��������Õ² ��³&����Ä2�I���«Â������)��³���´µ�}�
��²�´ä½}�Õ���Q+¤¹�²�´ ���¿�}²����Í²��2������Ä¦�¼���ÍÂO�����S�µ´��&�6��´µ�����Q�	�i�

(vh, v̄h, qh) ∈ Xh × X̄h ×
M1

h

)
1

δt
(ū

n+ 1
2

h − ūnh, v̄h) + a(ū
n+ 1

2
h , v̄h)

+c(ūnh; ū
n+ 1

2
h , v̄h) + bh(v̄h, p

n
h)− (f , v̄h) = 0

��Ï�����Æ}Û��

1

δt
(uh

n+1 − ū
n+ 1

2
h ,vh) + (CtCu′h

n+1
,v′h)

+bh(vh, p
n+1
h − pnh) + bh(v

′
h, p

n
h) = 0

��Ï�����Æºâi�

bh(uh
n+1, qh) = 0

��Ï�����Æ�íb�
ūn+1

h = P̄huh
n+1 ��Ï�����Æ�·��



2�}-��} 0X~mð9òv>P�]ú øQïqxÍ÷:ójô9ó yZÉ�~�ð9ò+ø±ö�ð9ïEø��&~.} M}×}ë
8(ÑLK(ÑhÐ �1ü]æÌÚiå�Ø3ä�à
ØôØtåâÛ'ä�æÌàtæmå�÷ºù,ú�Û'ä'ØºÚÜã�ÙÌÛ(å�æÊãZä#Ö�Û#Ú�à¦õ]÷¨ð:Ö:ù'Ø

×�Ý�ã:9bØ¨àÆå�æÊãZä ×P÷¨ä]ÖZÙÌæ�ÚÜ÷�Ñ
c �Í���K³Q�}���i+Õ��ÉÚ´������Ã�����QÄ¦�����ß�S´µ���]³Q�}����´��±���]�Í����Â��Õ�±���%�K�S����� ÉÊ�Q�ß�SÂO� ���	Â������)��³���´µ���3+

���Q��Â��S�±��´µ�����K�Õ���
X̄h

�Q� ����� Â��S�±��´µ�����K�Õ���
Xh
′ �

8(ÑLK(ÑÓÒ ±så�Ö���æÌÙÌæmå�÷ ù'Û ÚÜà¦õ]÷¨ðøÖ ù'Ø|×�Ý�ã;9bØ¨àÆå�æ�ãZä ×P÷3ä'ÖZÙ�æÌÚ�÷ZÑ
l ç+�wOv7©�ª«¢¥�f� �y�Ur ª �"��p�N\��!7�c�,�U�]��	��=� !7���"!(� C !(�1�����[- �"� ∀n ∈ {0, .., N} /Û	��_�ON4!ÛP

||ūnh||2 + ||ūn+ 1
2

h ||2 + δt 2||∇hp
n
h||2 ≤ C

��Ï�����Æ�Ïb�
δt

N−1∑

n=0

(
||ūn+ 1

2
h ||21 + ||∇ · u′hn ||2

)
+

N−1∑

n=0

(
||ūn+ 1

2
h − ūnh||2 + 2||u′hn ||2

)
≤ C

��Ï�����Æ�ëb�
ÇrÈ�É;Ê¡Ë
É�Ì
ÊÚÍ�Î¡Ð�Ñ�È�Ò;Ó$É,Ô
c �#����Ä¦�}���±���&�6��´µ�}�ý�����±�ß�SÅ�´µ��´ä������²�´ä���µ��Ä?d�Ä!����³�����Ä2�#¹�²�����}���������/�������Õ¾

����Ä¦�Q�ÃÂ�����³Q�����Q�����¨í¤���$����²��µ�0��´��G�����Q�K³Q�Î���ß�S���]�µ�¼�����±Ä¦�9���9ÂO�����S��´µ�&�6��´µ���3+�¹�²�´Ü�¿��²��
���0Ä?dQÄ¦�0�e�}�µ�?¹º²��0� ÉÊ´���³Q����Ä¦���º�Í���0Â���������´µ���y�

� ´µ����´m+]�}�Ë�±�Q���±��²�½��«�����Ý���±��´µÄ2�S��´��}��� �UÏ��µ��×��¤�£+��UÏ��µ��×�Mb���Q� �UÏ��µ��×}Æb�=���#��ÉÇ�Õ�µ���S¾
��´ä����Ä¦�#���#Â��±���¿��³���´��}�ËÄ!����´äãK�#Â�����³Q�������º�7� ¯°�0���«���}²�����Q�����#¹�²yÉè� �Q½}�Õ�µ²����Ý�µ���
��¹�²��6��´µ�����Í�fÉÚ�������±��´µ�0��´µ���$������Â��S�±��´µ�

Xh
′ ���0��ÉÚ��¹º²��S��´��}�����0Â��±���¿��³���´��}�y�

á%�±�����S���Í�K�S���.�UÏ��µ��Æ�âi�
v′h = 2δt u′h

n+1 +�´µ�f½�´µ�����Í�Õ´µ����Ä¦�����P)
2||u′hn+1 ||2 + 2δt ||∇ · u′hn+1 ||2 + 2δt (P′h∇hp

n+1
h ,u′h

n+1
) = 0

��Ï����QÛ�×��
À¤�}Ä¦Ä2�S���]���}²�������³Q��� ��¹�²��6��´µ�����Q+��}�Ý�����}²�½º�;�Õ²ÔãK���S��)

||P̄huh
n+1||2 − ||ūn

h||2 + δt 2||P̄h∇hp
n+1
h ||2

−δt 2||P̄h∇hp
n
h||2 + 2δt

(
||ūn+ 1

2
h ||21 + ||∇ · u′hn+1 ||2

)

+
(

2||u′hn+1 ||2 + ||ūn+ 1
2

h − ūn
h||2
)
≤ δt ||f ||2

��Ï����QÛK�o�

¯°�|���?����²��Í�����±���?Â��µ²��9¹�²yÉè�!���}Ä¦Ä¦������²��
n
ÂO��²��Í�}Å�������´µ�Í���$�±����²��µ�&�S�¼�Q�����K³Q�}�

2
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` ¢�ª«è�v6éyzy¢��y� �f��r �d	��S&6� MPN4!7� &6�¡� ��M;	ON\&6�.&9�Ïi	��,!7� &j�,��!7� &��8�6� � P′h∇hp

n
h

�����=��Z�����f�� ���T�"&������9��� �"!4/
��	��h���
	��SM;	������
� ���;�QN\�� &��
��&��Z��!7� &��8� (C(u′h
n+1−u′h

n ), Cv′h)
/���"- �"�W�2�����Y���V�����8	�����!>&���!LN?	������3��!7��ACN>�QN4!7�%��� !0A������"��	����V���<�S�]�RN��^������/��@�SNG�- �"�%����U	��,M;�����s!7� &��������c�
� ���;�QN\��J!LN*	��ti1	��"�r�,��&9�;���TN?��� �
!LN?- �
���_���W�)�SNd���_'J&9���ON*� �"!c������ N�����&�� ��� �"!+�X�+�@&9�����RN?	���E

8&ÑLK(Ñ�y ��÷¨ðøã�ä�Úiå�Ý�Ö�å�æÊãZä ù]Ø à
ãZävñZØ3Ý={�Ø3ä�à
ØZÑ
c �����QÄ¦�����±���&�6��´µ���Ý���Î����³Q�}��½������}���K³Q�0�fÉÚ²��=�����f��³&����Ä2�$�7ÉÇ�ÕÂ�Â�²�´��Î������������´����µ�µ��¾

Ä!�����Î��²��9���Q�ÎÄ?d�Ä¦���9Ä¦�Q���������Q�;¹º²����µ���±�0���4� ÉÇ�Õ���S�äÙ����¦�����±�ß�SÅ�´µ��´ä�����fÜ¼���9���}���Q+G´��
���}²��9��²�j¦�0� ÉÚ��³Q�±´��±�4�����9��¹�²��6��´µ�}���0�fÉÊ���������}´µ��ÂO�}²��9� ÉÊ�����±��²��Î³���Ä¦Ä!´����4���:����Â��Õ³Q�i+
²���´�¹�²��QÄ¦������ÂO�}²�� � ÉÊ��¹�²��6��´µ������0Â����u�¿��³���´µ�}���²�� ��ÉÚ����Â��Õ³Q�

Xh
′ �

c ÉÚ��¹�²K�S��´��}�2�fÉÊ���������}´µ����²�����ÉÚ���±����²����Q�¦����ÂK�}³Q� �7ÉÊ��³Q��´ä�.���}�K³P�UÂO�}²������9Â��S�±��´µ� ��²��
Xh
′ �Q�����Ô�������Õ�º�Í³Q�}Ä¦Â����;��²ÝÑU�S´ä�Í¹�²�� ∇ · un+1 = 0

�r)

||P′hun+1 − u′h
n+1 ||2 − ||P′hun+ 1

2 ||2 + ||P′hun+1 − u′h
n+1 −P′hun+ 1

2 ||2

+2
δt

ε
||∇ · u′hn+1 ||2 + 2δt (P′h∇hr

n+1
h ,P′hun+1 − u′h

n+1
)

= 2δt (P′h∇h(Πhp
n),P′hen+1

h ) + 2
δt

ε
(∇ · u′hn+1

,∇ ·P′hun+1)��Ï����QÛUMi�
ÜÍ�����µ�}���Q+E´µ�	���}²��4��²�j¦������Ä2���)���±���4�µ���$�����±Ä¦�������=���±��´ä�����4ÂO�}²��!��½º�}´µ�4²����

���±��´�Ä/�S��´µ�}��fÉÚ�����Q���}´���� � �S´��Í��½��S�������0ÂO�}²�����²�´ä½����i+��}�Ý���ÕÂ�ÂO���µ�µ�;����Â����}Â��±´��Q���0��²�´ä¾
½}�S�����?)

∀v ∈ H1 �}² H1, ∀ε0 > 0, ∃h | inf
v̄h∈X̄h

||v − v̄h||1 ≤ ε0
��Ï����QÛºÆb�

Ü9�Õ���9���Õ�����4³��Õ�9Â�����³Q´µ�Q+G�µ���9ÑÒ�}�K³���´µ�}���0¹�²��$����²��Î³�������³&�������f���ÕÂ�Â�����³������9Â��S�
³Q��������Â��±��Â��±´��Q���Ô����ÂO���K�������!���º�Õ�µ��Ä¦�Q���¦��² ���QÄ¦Â��=)M³Q�}Ä¦Ä¦�����}²��4������½}�S´��µ�µ�����?�
δt

ã����i+f���=��²�´ä���/���!ÑÒ�}�K³���´��}�
vn

³�������´����º�?²��#���}Ä4Å��±�!ã���´��fÉÚ���µ��Ä¦���º���Q+f´µ�%����²��
��²�j!�;���!Â����Q�K�����

h = minn(hn)
ÂO�}²��;¹º²��!��É��SÂ�Â�������´µÄ2�6��´µ���«���}´ä�;²���´µÑÒ�}��Ä¦����²��

�µ��� Ä¦��Ä4Å��±�������0������²�´ä�����



2�}��o}5w(�&~,wMò'0Mö�ø��&~.} M��}�
� ´µ����´m+����Ý�}Å���´µ�����$)

2δt (P′h∇h(Πhp
n),P′hen+1

h ) ≤ 2δt ||P′h∇h(Πhp
n)− v̄h||||P′hun+1 − u′h

n+1 ||
≤ cε0δt ||P′hun+1 − u′h

n+1 ||
≤ cδt 2 + ε2

0||P′hun+1 − u′h
n+1 ||2 ��Ï����QÛ�Û��

2
δt

ε
(∇ · u′hn+1

,∇ ·P′hun+1) ≤ 2
δt

ε
||∇ · u′hn+1 ||||P′h

(
un+1 − v̄h

)
||1

≤ c
ε0δt

ε
||∇ · u′hn+1 ||

≤ cδt ε2
0 +

1

2

δt

ε
||∇ · u′hn+1 || ��Ï����QÛ�âi�

` ¢�ª«èKv6éyz+¢��f���f��  �e���d&��������²!7��!4�+�	��
!2���W!*!(� �8� �
!T���8�1�QN?	�&9���+�RN2�Z��� v 	��U�W!LN?	��=�+�	JI�)�=!�N?	��������$�@&9	�A1��B ���q�� �VN8�WN\�� &9�W!LN\���� �°!7� �^�"���	��"! H2 �W! H2 �W!�A�	�&���������� ���	�&��8� L∞(H2) � ! L∞(H2) E
11O � R:S$Tl¶sa�µ��&I�S.T5O

Ü9�Õ���E³Q�	³����ÕÂ�´µ�����i+7���}²�����½º�}���EÂ�²?Ä¦�Q�±���������$Â����Õ³Q�	�����|Ä¦�Q�����������E��²�Ä¦����´�¹�²��Q�
��´ä�����4���/Â��±���¿��³���´��}�3+E���}���?���ÝÂ��S�±��´��2��´ �G²���´µ�}��¾)³Q���º½º��³���´��}� �����$�Q����´µ������Ä!�����$�����7¾
ÅO���±���;�Õ²�����²��]���Î��ÉÚ�Q��Â��Õ³Q�0�����Ã½�´ä�����������

P1
³Q�}��ÑÒ���±Ä¦�i+

X̄h
)��µ��� �����}����� ���9��´µÅO���±���

�Q�ß�S���1��´ä��²�������²������Q�1���¤�Q²K���.��²¦Ä2�Õ´µ�µ���S�}�i+º����²�����Å������������1²��/�±Ù��±���QÄ¦� �µ´����7�Õ´µ���Í���
�ß�S´��µ�µ�9Å�´����=Â��µ²��Ã�±����²�´ä���Î¹�²��9��´G���}²�� ��½�´µ�����]³Q�}�������±½º�¼²����Î��´µ��³Q���Q��´��&�6��´µ���

P1
���}�

³Q�}��ÑÒ���±Ä¦���KÜ¼�ÎÂ��µ²��o+����}²�� �yÉ���½º�}�����±�SÄ2�S´µ� Â�����³Q´µ���0���4ÑÒ�}��Ä!�;���0��ÉÚ����Â��Õ³Q�?���0Â������Þ¾
��´��}�/��´µ��³Q�������

Mh
+S���}²��.�S²¦Â��µ²����µ²�´���½º�}��������²��%´�Ä!ÂO���������]½�����´äãK���%²���� ³Q�}�K��´µ��´��}�

���Î�¿Ù�ÂO�0´µ��Ñ�¾°��²�ÂÝÂ��Õ�]�&�SÂ�ÂO���Þ���
Xh

�
¯°�¤���±���Õ�µ�}���M´µ�����Q�������&�Õ���M�fÉÚ²���´µ��´µ�����M³Q�Q�����.Ä¦�Q�����¤���Ã��½���³1���Q�M����Â��Õ³Q���M���$Â��±������´µ�}�

´��º�����¤��²�´ä�]�K�Õ���	���9³&���SÂ�´ä�����V� �4ç Û�����¸%�����G�Q�o+¤����²��]��½������]���Ì���?��´��}���S���9¹�²�����¹�²����
Â����}Â���´µ�Q���Q�Ã���9³����	����Â��Õ³Q���Ã���ÍÂ���������´µ���2Â��S�.�&�ÕÂ�ÂO���Þ�(�0��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��	���¼³Q���º½º��³���´��}���³QÑ)�7³&���SÂ�´µ�����'� �4ç íb�e�ß� � ´�����´h+���´º���Ã½¤´µ���������%���&�S����ÂO���Þ�ß�Õ�º���

uh
���±�

P1
�����?³Q�}��ÑÒ�}��Ä¦�

�Q� �������µ�?¹º²��0ÂO��²��]����²�� ���µ��Ä¦�����
q2
h

���
M2

h

����²��Í��Ùº�}���������±�����S��´µ�}�*)
∑

a

∫

a

q2
h[uh · n] dσ = 0
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a
���Q��´µ�}���Õ�º�	²����ÍÑU�Õ³Q�Í��²/Ä2�S´��µ���Õ�}�9�S���}���1��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��.���Í³Q�}��½º��³���´��}�/�����QÄ¦�������

ãK��´���³Q�������±�0���±�Í³Q�}�������±½}�S��´�ÑE���Ý�������±��´µ���
p¼�Q+�³Q�Q�����4³Q�}�K��´ä��´µ���,���±�Z�¿²��±����Ä¦�Q���Î�S����²��±���$ÂK�Õ�Í�µ���¼�Q��Â��Õ³Q���¼�Q�,Â���������´µ���,����¾

ãK��´��¦�K�S���!�µ�Ý³&���SÂ�´ä���±�5� �4ç ÛÜ�1)M���q³Q��Ä$Å�´��K�Õ���!�µ���!Â��±��Â��±´��Q�����¦���Ý³����!����Â��}³����
���ÝÂ���������´��}�ý��½º��³Ý��ÉÚ�}ÂO���&�6����²��2����³Q���º½º��³���´��}� �:½�´ä���������Ý�����Õ����ÂO�}�±�&�Õ�����

P1
���}�

³Q�}��ÑÒ�}��Ä!�¼�Q�&�$��´ä½º�Q���}���K³Q�9��²����µ�V��³Q�¼¹�²�´O���±�Ã����½¤´��&�S�����ÕÅ��µ�Î³Q�}Ä¦Â����Í������²=���¼���;����¾
Ä/�Õ��¹�²��4� ` ¢�ª Ï��ÚÛ��XMi�e�£+����}²��Ã�}Å��������}���]������³¼²��=��³&����Ä/�4³Q�}�������±½}�6��´µÑ+�������������}´µ�
Ä/�Õ´µ�����}���0�����S�µ��Ä¦�����Í���0Â����}Â��±´��Q���?���0��²�ÂO�Q��³Q�}��½º���±�����K³����
` ¢�ª«è�v6éyzy¢��y��®G��r ª �e��� !�!(	��=!+� v �ON�!¡�
	����RN*A1���.���%��f=	ON\�RN�& Mh

��	��.�8�.P
Mh := {qh ∈ C0 | ∀K, qh|K ∈ P1(K)}a �����:���t������/0�Z�6�"&������'N?	��$�W!+�Z�8M�N4!7�����1��	��"!c�����:���?'J&����:���%�XN?A���&W!7�6�RN�!>�"���:���;p��� �8���^� ����&9	ON4!4�9/��"� ��� !>I��JI��ON�&9�^���XpY��	� �"���c���:���ON>���Z�'h�jP
��	��S�c	�AW!7� ��	����5�,���+���WI!4f=	����]��	;��	����J�XN\�����/Û��	��U���
������f�B &��]� �r�������9�^��� �8	ON\&���E"�d��&[��	������- �
� �"!4/����^!7� �^�"����J��� ���@�
� � ��M;	ON4!0�('h�;��� ��� �"!�&������SN4!����,&Y!7	��,!7�r���]�
f�����.���.��	��
M;���W!�N?	����ONO�+�h�RN?	��UE

�@	��=!7� v 	WN\��/[�
	��S&$�������,&9� &���� ��p�N\� !7�������§�W!8��� �,��N?�RN4!7�$�e� �,���V�@&9�����RN*	��³�ON\���&�BW!7��/�U	��S�t�	��.�8���o��	��"!>&9�ON��"!Y�X����	����� &�M;� &o�����=�������o��- �"��!LN?	����o�X�Y�@&9	Ïi���W!�N?	���/[��� ��� I�
�X��� Xh
��	��j����� !7E[�R���CNu�
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prqtsvu�q�w �xzy s y|{ w,}J~�}O��� xzy|{,������y��J� u�q � }J~�u ���&y���� }P��� xSy�x �v~ y ��u���� y w x � � �Jw yJ�U{�y��
� � {,� u xzy���x�� �J��� � yJ�U{������ � � } x }O� { � yQ� }BqS�c��w@u���� � � y���xzy�� �Psvu�qz� y � yJ�U{���x ��� � }��� ���Uq y��5� s y�� � � {�� u xzy�����y�xzy ~�}O� yJ��{�xe��dC{ w y�x�� u�w x w y �J� y ~�����u�qzw���� � � {,y w|�)}7��w@� �,yv� s yxzy sCu�q�w,} �U{�� �G}Bw,} � � {,y��-� �Uq�� y � � d s ��yv�U{ � � � { }O����� ����y � yJ�U{�xe� �P�Uq���������w y � � � � ���Uq y¤�yv{ �J�U}O� y � yJ�U{?xzy ~��Jw@� ��y w xSy�� ��w�u���w���� { � �?xzy svu ���,y w	~�} { ��u �\xe� � ��y w���� y�� p�s yv{@{,y5������ u�q � }J~�u ��� ��w�u���u � � �Uq y ���Uq y��]� u���q { ��u ��� �Uq�� ��y � ��� yJ�U{ w��J��u ��x w yt¡ s y�� } {@{,yJ�U{�y��P�¢ ��y w yJ£ u�w � q���} { ��u �¤x q � � �@{�� � y�� �-���J�UqG} { ��u ��� } x }O� { � y }OqS���Psvu�q�� y � yJ�U{��!x ��� � }��� ���Uq y��r¡ �G} �5¥ }Bs � }V�J��}B� y � yJ�U{ � { � ��w�u���u � � y��

¦ u�q {,yJ£ u�� �P�Gxzy � u � ��w y q ��y�� ��q y��@{ ��u ��� w y���{�yJ�U{�yJ� svu�w y yJ�� q � � yJ��xm� ��}�sCu ��x �-�{ ��u � � ��£ � � q�� x q � u�qz~ y � yQ� �G}Bs y§yJ� ��w y���� ��u �¨yJ�¨x � � yJ��� ��u �©{ w�u�� � w y��@{�y2� u�q � � ��y¡ q ��yZ� �S��u {,������y ��q y�� u�q � ��� }J~�u ��� ��u�q�wA� � � ����{ } �U{ �G} � ��qª� { }B������w xSy � } � � � w ys y w { }B� ��y��«� u�q �¬��� }P~�u ��� �J�U}O� y � yJ�U{ �G} � ��q§� { }O������w¬��} �@{ }O������� { � xzy ��} £ u�w � qz�)} { ��u �{ w������ yZyJ�ªx � � yJ��� ��u �{ w�u�� � x q £ }B� {txzy�� }hsCu � ��� y �z� { � �&®¬y�� u ��{ � ¡hxzy�� �Uq y��@{ ��u ����Uq � ����� y q { �=¯ { w y � �U{ �Jw y���� } �U{ZxSy svu ��� � x �Jw y w x } ��� q �¨� u�qz~ y }Bq { w,}J~�}O��� � sP}Ow � u�q �}Bq�w@��u ��� }B��u�w ��xzy�� � � {�� u xzyQ�?� q � �Jw����Uq y�� w�u���q �@{,y��!yv{ �J�U}O� y � yJ�U{�x u { � y���xzy ��w@uB���w���� { � �t{ w ��� � �U{ �Jw y���� } �U{,yQ���®¬y�� � � {�� u xzyQ� u �U{ � { ��� � ����� � yJ�U{ � y��Tx } ��� � y svu xzy¦ w���uz° ¢ x q¤±�± ¦�² }Bq ®!³ p k w yJ� u���� y�� � }B� ����� u �U{ � { � {�y��@{ � y�� �Uq y � q�w xzy�� svu �z� ���q�w,} { ��u ��� }�sJ} x � � ���Uq y��7� ����w y��@{,y5x u � s ¡ � y�� ~�}O��� xzy w � q�w xzy�� svu �z� ��q�w'} { ��u ��� ����q �svu � ��� y � y���yv{ � ��x q �@{ w�� y ��� y��´�z� u { } ��� yJ�U{�x } ��� � y sJ} ��x ��� � } � ���Uq y��
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Ó µCÔT¥©��Õ u�q�s'Ö y w�× ��Õ u�q x � y w�× ��Ø ��������u �§¥©��Ù w'} ��x u {�{ u´Ú � � ¥©� ² �Jw'}Ow x�³�� ² y w	~S� y q× � ×;� { q�w'}Oq x p �eÙ q y � ���eÛT�eÕ�y��@{ ��u ��� Ü�y � { q ��yh� } ��yCÝ � u £){=Ý }Bw y ����} {,£ u�w �£ u�w5} x ~�} � s yJxÞ� q�sv� y }Ow {,��y w � }B�-� � � x w,}Bq�����s �P�Ó MWÔTÛ u�qz����} �`Ü´� prw � u�� x�� p � � �U{,y w@��u�wh� yJ� }O� { � ��� � {,yßy � y � yJ�U{ � yv{�� u xoÝ � {,�x � � svu ��{ � � q�u�q ��y � y � yJ�U{�����à�á	â7ãåäSæ ¬7çSè�éCê æ�â�ë�ì�í�æ���µJî�ï�·«ð¬�òñW·UMPó�ñOô�õ�� prq���q �@{µJî�ö�MS�Ó ¶OÔ´Ø w,} � svu Õ w yv÷J÷ � } ��xÂ¥ ��s ��y � Ø u�w { � ���øã N�ù é'ú ìWë úmû7üUýCêRþ�úmÿ|þ ë þ��>é�� í éCè�é ë �ã é�������ú	� � ±«��w@� � � y w ��
 y w���}B� ��µPî�îzµ��Ó ·BÔ´Ø¬� ² y s �U{�®r�SÕ�y w � }Ow x � �¥ u�w y ��w y���� q�w y � �§{���y5��� � {,yry � y � yJ�U{?x � � svw yv{ � ÷ } { ��u �u £�{,��y �@{ u�Ö y�� ��w�u���� y � �&ãªì ���zéCè ì �Lþ� ì�íSã ��ú�é í)í þ ë���ìOë ú3¬rçSè§éCêRþ� ì�í«â5ë ì�í ü��'þ�� �¶B·Gï���ðr�Qî���¶�óSî�ö�õ����Bõ�õ�õ��Ó �WÔ ±«uO� ² � �)} � � ®¬� u�q � p � }O� � � � � } ��x svu � ~ y w�� yJ� s y u £ }�svu�~�u���q � y � yv{�� u xt£ u�w {,��y� yJ��y w'}O��� ÷vyPx�@{ u�Ö y�� ��w�u���� y � �?ãªì ����éCè ì �Lþ�����������Oè���ç � ì ��þ�� ëG��ô�ô�ï��SµWñ�ðA� ö!�PóµJõ�·�� Ú�} � qG}Bw	� µPî�î�ñS�Ó ôOÔ × � ��������� yªÙV�¬® ��}Bw@� yC{��#" ��é%$ ë þ��>éé í éCè§é ë �´è§é�������ú&���Oêßé í�í þ'�(�Lþ����ê)��ý í éCè*� æ± { q x � yQ� � � � } {,�zy � } { ��s � } ��x � {�� }B���z����sP} { ��u ���P�&µJî�ñBôz�Ó ñ�Ô × � ��������� yß³ � u � u {��Âã,+ ������ú�é��lú�é.-�� í ç«è§é��/� í0+ è�é ë ���1$ ë þ��32 â �!� í þ� ì ��þ�� ëì ç ù �54Cç ì �Lþ�� ë ��ú�é�¬ ì�6 þ�éCê87 à �9�	:�é���é��<; + �Rç í � ì ����ú�é5)� ë=6 éCê � é ë 'é æ × �GÛ+{,�zy�� � �P�¢ � � ~ y w � � { � ® ��}Bq xzyTÕ�y w � }Bw x �?>e��u �A@'��µJî�î!�S�Ó öOÔ × yv{,y w ² } ��� ��u ³ w���Ö Õ qzw � } ��� ³�x � y���{ }B������� ÷ } { ��u �3£ u�w§��}B� y w�ÖU� � }B����w@uP�z� �
� } { ��u ��� u £ u £ svu � ~ y s { ��u � � x �0B q � ��u � ��w�u���� y � �P� �C� ì�í è�éCê)�D$ ë þ��=éé í éCè�é ë �'é ë �>éCê �Ó îOÔ × yv{,y w ² } ��� ��u ³ w���Ö Õ q�w � } ���S³|x � y.�@{ }O������� ÷ } { ��u �V£ u�w {���y � yJ�zy w'}O��� ÷JyPx$�@{ u�Ö y����w@u���� y � � }�svu �U{ � � q�u�q � � �U{�y w���u�w� yJ� }O� { � � yv{�� u xe��ãì ����éCè ì �Lþ� ìBí�ã ��ú�é í�í þ ë��ìOë ú%¬7ç«è§éCêRþ� ìBíGâ5ë�ì�í ü��Rþ�� �Ó µJõBÔ × yv{,y w ² } ��� ��u ³ w@��Ö Õ q�w � } ��� p �@{ }O������� ÷JyPxl� u � svu ��£ u�w � � � � ��� � {�yTy � y � yJ�U{� yv{�� u x\£ u�w�� � svu � ��w y���� ����� y1E u ÝT� �F� ì�í è§éCê)�G$ ë þ��>éZé í éCè§é ë �H'é ë �>éCê �

�zµI�



�SµJô J¬¼KJ¬Æ&¼CÄ1L�¾?ºA»�¹5¼ À
Ó µ�µCÔ 
7��~ yv{�{�y5Ù ��w'}Oq�� { } ��x ×¿� y w�w y �=prw � }Bq x&M }J~S��}Bw {�� ÿ�þ ë þ��>éN� í éCè§é ë � ã é�������úO�P�Q�Oê¬ ì�6 þ éCê�7 à �R�	:�é��S�T4Cç ì �Lþ�� ë � � ±«��w@� � � y w	��
 y w���}B� ��µPî�ö�ôz�
Ó µO�WÔ Ú y } � �R>�q�s Ù q y w � u ��xe� ±«u � y � � ��� y � yJ��{ } { ��u ��� u £ ��w@uVU y s { ��u � � yv{�� u x��r£ u�w� }P~«� y w � �@{ u�Ö y��&y �UqG} { ��u ���P�Sãªì ����éCè ì �Lþ� ìBí è&��ú�é í)í þ ë�� ìOë ú ë çSè�éCêCþ� ì�í«ìOë�ì�í ü��Rþ�� �¶�õ�ï���ð7�Qô�¶�ñPó«ô�ôUñ«�&µJî�î�ôz�
Ó µP¶OÔXW � �z� �)} � ² y�� p £ q���� � x � � svw yv{,yÔ�@{ }O������� ÷JyPxc��� � {,y � y � y � yJ��{ � yv{,� u x+£ u�w {���y{ � � y � xzy � yJ��xzyv�U{�� }P~«� y w � ��{ u�Ö y�� ��w�u���� y � ��á�ã\âÐä �OçSê ë�ì�í ����¬7ç«è ì êRþ� ìBíUâ5ë ì 7í ü��RþY� ��·�ï��B¶Uð7� ô�ô��PóSô�î�µ�����õ�õ�¶��
Ó µJ·BÔ ±«�J�G} ��{ � yv� ² y ��� � ¬%�Oç 6 é í�í é��ZúOþY�ICê + �Lþ�� ì ��þ�� ëßë � ë �8�LêCç=��Lç«ê + é��?�=�OçSêVú�é�� + )�Oç�7í éCè�é ë ���Zú�é?Z�çSþ ú�é���[�þ ë )�WèS��ê,é��)�Rþ ýCþ í þ�� + ê,é ë �Q�Wê) + é æ × �GÛ {���y�� � �P� ¢ � ��~ y w � � { �×¿}Ow�� � 
 @'���Bõ�õ�¶z�
Ó µO�WÔV®7� ² ��w � s ��� ¬7ç«è§éCêRþ� ìBí ���Oè���ç � ì �Lþ�� ë ��� á,ë �>éCê ë�ì�íeìOë ú*� ù �>éCê ë�ì�í ÿ í �	\]�)^D-=�_7í çSè�éD` ��³�x � { ��u ���Na ��� y � ��µJî�î��z�
Ó µPôOÔ1b �)}Ou � } �Aa q ² u�q xzy ² } �e� p ��yCÝ � �-� yPx`��� � {,yTy � y � yJ�U{7£ u�w � q���} { ��u � } ��x{,��y � }�s � yC{,� u x�£ u�w {,��ydc@{ u�Ö yQcFy �Uq�} { ��u ��cP� àzá	â7ã äSæ ¬7çSè�éCê ætâ�ë�ì�í�æ��¶!�zï���ð7�'�Bô�õWó���ñSµ�� p5��w���� µJî�î�öz�
Ó µWñ�Ô*Mt�;Ü ��svu���}O� xzyQc Ú �:Õ u���} ��xe� ± { }O������� { �mu £!��� � {,y§y � y � yJ�U{ec q ��xzy w x � ~ y w@� yJ� s ysvu ��c@{ w'}O� ��{ecP�!à�á	ârã äSæ ¬7çSè�éCê æeâ5ë�ìBí�æ����Bõ�ï�·«ðr�òñ_���Pó�ñO¶zµ�� prq���q c@{´µJî�ö�¶��
Ó µPöOÔT¥©�SÕ�y w�svu�~S� y w?Ú � � Ø¬�SÙ7y w�� y }Oq �z®r� > y ��w@� cP� ±«�zq�w���u�q c ~ y ��u«sv� { � y�c � ��{���y�c@{,y } x �E u Ý u £ } � � � svu � ��w yQcfc ����� y�E q�� x%c q�� U y s {,yJxt{ u y � {,y w � }O� £ u�w,s yQcP�zá,ë �>éCê ë�ì �Lþ�� ë�ìBíä �WçSê ë�ì�í ���Oê[¬7çSè�éCêCþ� ì�í ã é���� ��ú	�Aþ ë ÿ í ç«þ�ú ���V�zï ô�ð7�Qô�ñBî�ó«ô�î��z� prq���q c@{´µJî�î�ñ«�
Ó µPîOÔ > ��g qG}Ow { }B� y ��� y Ú � �K> ��Ù q y w � u ��xe�Ghr�h{���y }O����w�uP�z� � } { ��u � u £&{���y q ��c@{,y } x �� }P~«� y w � c@{ u�Ö yQc´y �UqG} { ��u ��c �U� ��� � {,y�y � y � yJ�U{ �zw�uVU y s { ��u � � yv{,� u x cP� ¬7ç«è§éCê æãªì ��� æ���ö�õ�ï���ðr�'�BõUñJó �B¶�ö���µJî�î�ö��
Ó ��õOÔ > �W® u � � y Ú � � ¥©� ² y w'}Ow xe� ¢ �1c s � � � }¬~�u���q � yQc���� � c ��u�q�w&��} c � � q���} { ��u �txe� q �� u x i � y �z� � E q�� xzy�xe� �Jsvu�q�� y � yv�U{ecx ��� � } c ���Uq yQc svu � ��w y�cec ����� yQc ��} ÷ � c u���� xzy�� �¬ç�7ê)�)��é ìOëä �OçSê ë�ì�í �K�rÿ|þ ë þ��>éX� í éRè§é ë ��� ��ô�ï���ð7��µPî�ñJó �B¶�µ���µPî�î�ñS�
Ó �zµCÔTÕr�GÜ�j u � �U} M � pr����w'}O���:Ú �G¥ } cfc u � � �(M � ±z}Bq�w y � � ×¿w�u���u c � { ��u �lxzy � � {�� u xzyQcyv{ � u x i � yQcZy q����Jw�� yJ��c ��u�q�wV� yQc ��w�u���� i � yQc�¡ � ��{,y w £ }�s y¤yJ�U{ w ykE q�� xzyQc svu � ���w yQcfc ����� yQc5yJ� ��w�� c,yJ� s yVxzyt{ w'} ��c�£�y w {rxzy s � }B� y q�w �rá,ë �=éCê ë ì �Lþ�� ë ì�í&ä �WçSê ë�ì�í �K�û´é ì � ìOë ú ãªì �)� " ê ìOë ���JéRê �z·l�zï ô�ð7��µO�BöUñJó�µP¶�õUñ«�(�Bõ�õ!�S�
Ó ���WÔ*M u�� £%M } ��� }Bs ��y w\ÚBu ����ÙZ� ² y � Ý uUu xe� Ø � � � {,yFy � y � yv�U{ }B����w@uP�z� � } { ��u � u £{,��yl� u ��c@{ } { ��u ��� }Ow@� � }J~S� y w	� c@{ u�Ö yQc ��w�u���� y � � � àzá	â7ã äSæ ¬rçSè§éRê æ�â�ë�ì�í�æ��µPî�ï���ð7�'��ñ_��ó«¶zµ�µ�� p5��w���� µJî�ö��S�



J¬¼KJ¬Æ&¼CÄ1L�¾?ºA»�¹5¼ À �zµ�ñ
Ó �B¶BÔ*M u�� £DM } ��� }Bs ��y w\ÚBu ���ÂÙZ� ² y � Ý uUu xe� Ø � � � {�yFy � y � yJ�U{ }O����w�uP�z� � } { ��u � u £{,�zy\� u ��c@{ } { ��u ��� }Ow@� � }J~S� y w	� c@{ u�Ö yQc ��w�u���� y � ��� � à�á	â7ã äzæ ¬7çSè�éCê æ¬â5ë ì�í�æ���B¶�ï�·«ðr�òñ_��õ�ó�ñ�ñ�ñS� prq���q c@{´µPî�ö�ô��
Ó �O·�Ô*M u�� £DM } ��� }Bs ��y w\ÚBu ���ÂÙZ� ² y � Ý uUu xe� Ø � � � {�yFy � y � yJ�U{ }O����w�uP�z� � } { ��u � u £{,�zy§� u ��c@{ } { ��u ��� }Ow@� � }P~S� y w � c@{ u�Ö yQc ��w@u���� y � ����� �ßàzá	â7ã äSæ ¬7çSè�éCê æ|â5ë ì�í�æ���V��ïL¶Uðr� ·�ö�î�ó �SµI�z� ÚBq ��y�µPî�ö�ö��
Ó �V�OÔ*M u�� £DM } ��� }Bs ��y w\ÚBu ���ÂÙZ� ² y � Ý uUu xe� Ø � � � {�yFy � y � yJ�U{ }O����w�uP�z� � } { ��u � u £{,�zy§� u � c�{ } { ��u ��� }Ow@� � }J~S� y w	� c@{ u�Ö yQc ��w�u���� y � � ~ �àzá	â7ã äSæ ¬7çSè�éCê æ�â5ë ì�í�æ����ñzï���ðr�Q¶���¶�óS¶�öB·�� pr��w���� µJî�î�õz�
Ó �BôBÔ*M } � u �c® u x � � }ßÚBu�w x � Õ ��} c svu �`³ w�w@u�w yQc@{ � � } {,y�cT£ u�wV}\~S� c svu c � { �U� c ����� {@{ � � � ���� � {,yFy � y � yJ��{ � yv{,� u x £ u�w {���y � � svu � ��w yQcfc ����� yF� }P~«� y w � c�{ u�Ö yQc¤y �UqG} { ��u ��cP�¬7ç«è§éCêRþ��I)��é ãªì ���zéCè ì ��þ�: �
Ó ��ñWÔ Ú�}BsJ�Uq yQc �R>�u�q�� c >���u ��cP�nm çGé í 4CçGé)�!è + �����Pú�é���ú�é!ê + �I� í ç ��þ�� ë ú�é��C��êe��ý í0o è§é�� ì ç ùí þ)èZþ��=é�� ë � ëí þ ë<+'ì þ�ê'é)� æ�³�x � { ��u ��crÛ q � u x��(�Bõ�õ!�S�
Ó �BöBÔ × � �=p �pM }P~«�)}Ow {T¥©�® w�u�q ÷Jy �-� �§® u ��£ u�w � � � �l} ��xª� u � svu ��£ u�w � � � � ��� � {�y�y � y �� yJ��{ � yv{,� u x c?£ u�w c u���~«� � � {,��yXc@{ } { ��u ��� }Bw	� c@{ u�Ö yQc?y �UqG} { ��u ��c�� ; æòâ´æ-ávæ ; æ�q�æàr+ êRþ�éX;T�Oç � é �Gñh� ¶�¶�ózñV�S�GÛ �Ps y � ��w y�µJî�ñB¶z�Ó �BîBÔTÛT� ±«����~ yQc@{,y w Ü´�sjAy s � Ö�}Ow � p � }B� � c � c u £ ��uSsP}O����� c@{ }O������� ÷JyPx � �-� yPx`��� � {,yTy � y �� yJ��{ � yv{�� u x c�£ u�w {,��ytc@{ u�Ö yQc ��w�u���� y � ��ãªì ����éCè ì �Lþ�������u���WèS��ç�� ì �Lþ�� ëG��Bö�ï	µPî�ñ�ðA��µRó�µJõ�� Ú�} � qG}Ow@� µJî�î��S�
Ó ¶�õBÔ Ú �X¥©� ¦ � u � } c × � p �	M }P~«�)}Ow {P�zá,ë �Lêe��úOç�8�Lþ�� ë [ íwv ìWë�ì�í ü	�Pé ë çSè + êRþ�4CçGé�ú�é�� + 4Cç ì 7�Lþ�� ë � ì ç ù ú + êRþ 6_+ é��N� ì ê��Lþ é í�í é)� æ�³�x � { ��u ��crÛ q � u xe��µJî�î�¶z�Ó ¶zµvÔT¥ } {ec¬ÙV� >}Ow c u � × yv{,y w ² } ��c ��u � Û � c svu ��{ � � q�u�q c ��}B� y w@Ö«� � } ��xZ{���y svw�u�q ÷Jy �-�«�w'}J~S��}Ow {&y � y � yJ��{�� }B��������sP} { ��u � { u y ��} c@{ ��sv� { � � �C� ì�í è�éCê)��$ ë þ��=é?é í éCè�é ë �P'é ë �=éCê �Ó ¶��OÔ�h ����~«� y w�×|��w�u ����y }Oq � ãu+ ������ú�é���ú�é�� +Jí0+ è�é ë ���<$ ë þ��C�=�Oç«ê í é��rZ�çSþ�ú�é)� æ�³�x � { ��u ��c¥ } cec u ����µPî�ö�ö��
Ó ¶�¶BÔ*M � pr����w,}B��� M � ±z}Oq�w y � � p � q�� { ��� � } c�y ��u x q � u�~ � yv{,� u x£ u�wtsvu � ��w yQcfc ����� y� qz� { � E q�� x } ��x � qz� { ��� � } c�yXE u Ý5cP��äSæ ���WèS� æPx �Uü	� æ��eµO�BõÞ��µRóU·�¶z��µJî�î�î��Ó ¶B·�Ô*M � pr����w,}B��� M � ±z}Oq�w y � � ±«u � y � u xzy � c } ��x � yv{�� u x c�£ u�w�svu � ��w yQcfc ���z� y � q��-�{ � E q�� x } ��x � q�� { ��� � } c�y1E u Ý5c���äSæ ���WèS� æPx �Uü	� æ���µI�Bõ�ï���ð7� ·l�V�Pó«·�ôUñ«��µPî�î�î��Ó ¶��OÔ*M � pr�z��w,}B��� M � ±S}Bq�w y � � Û � c svw yv{�yßy �UqG} { ��u ��ch£ u�w¤� � � c ��sJ}B�A} ��x � q � y w@��sP}O�� qz� { ��� � } c�y � � � { q�w y�c���äSæ ���WèS� æPx �Uü	� æ��eµPö�ô�ï���ð7� ¶�ôzµ'óS¶�î�ôz����õ�õ�¶��Ó ¶�ôBÔXW } � ��� � �/>�� �yM ��s � }Ow xF³���³:Ý � � � � ¦ }Ou/>�� ����hr�`{���y }�sJsCq�w'}BsC�`u £:{,��yt��� � {,y~�u���q � y�y � y � yJ�U{ � yv{,� u x �G} c�yPx u � ��� y s yCÝ � c�y ��� ��y }Owt��u���� � u � ��}O� cP�hà�á	â7ãäSæ ¬7ç«è§éCê æeâ5ë�ìBí�æ���¶�î�ïLôUðr��µJö�ô���ó�µJö�ö�ö����Bõ�õ��S�



�SµJö J¬¼KJ¬Æ&¼CÄ1L�¾?ºA»�¹5¼ À
Ó ¶Uñ�Ô Ú � � ¥©� ² y w'}Ow x ± �¬Õ u�� ~S� ���!Ø¬�!® }J�Sw y�� ¢ �.c s � � � }ª~�u���q � yQc¤��� � c ��u�q�w¤��}c � � qz�)} { ��u �hxe� �PsCu�q�� y � yJ��{ec!x ��� � } c ���Uq y�cNc q�w � }B�����)}O� yQc¬{ w���} � ��q���}O��w yQc��:á,ë �>éCê87ë�ì �Lþ�� ë�ì�í�ä �Oç«ê ë ì�í ���5ÿ�þ ë þ��>éz� í éRè§é ë ��� ��µJõ�ï���ðr�'�B¶�î�ó���ñW·����Bõ�õzµ��
Ó ¶�öOÔ Ú � � ¥©� ² y w'}Ow x ± �l® � y w�s � ¦ �`Ù }B����u�q yC{�� ×:}Bw { ��}B�w y ~S� yCÝ u £ ��u c � { � ~S� { �svu ��c@{ w'}O� ��{ec � �{c u � yh{>Ý uO�>� � } c�y|E u Ý � u xzy � c�� ´ ` ë ú â5á	â5â ÿ í ç«þ�ú,}7ü ë ì 7èZþ�)�&��� ë �JéCê,é ë 'é�^ àeì þ ë ��~p�OçSþY�)^ ã þ��e�I�OçSêRþ ��ô\�Q¶zµ'óSö��z���Bõ�õ!�S�
Ó ¶�îOÔ ± { �J� � } � � y ±z}B� � u ��� } +86 é í �)����éCè§é ë � ë ç«è + êRþ�4Cç�é ú�é í�ì �Q�OêRèVç í�ì �Lþ�� ë�R�OçSêPýCþ í)í � ë 7 6 þ��>é��)�Pé87���ê'é)�)�Rþ�� ë �=�OçSê í é��'ü��8� o è�é�ú�é à �R�	:�é)� � × �GÛÎ{,��y�c � cP� ¢ � �-�~ y w c � { �t×¿}Ow�� c 
 @R�eµPî�î�î��
Ó ·�õOÔ ÚB� y ± ��yJ����hr� y w@w�u�w yQc@{ � � } {�yQc u £ ��w�uVU y s { ��u � � yv{,� u x c�£ u�w � }J~S� y w	� c@{ u�Ö yQcy �UqG} { ��u ��c¤��� w c�{ �=u�w xzy w c s ��y � yQcP�ßàzá	â7ã äSæ ¬7çSè�éCê æ|â5ë�ì�í æ��F��î�ï@µ�ð��'��ñPózñ�ñ«�Ø�y ��w@qG}Bw	� µPî�î��z�
Ó ·�µCÔTÛ u W��]j�Ý }BÖc±«uO� ² c ��} � � ®�� u�q � p svu�~�u���q � y � yv{�� u x �G} c�yPx u � w@u { } {�yPx������� ��y }Ow c�£ u�w {���y � yJ��y w'}O��� ÷JyJx�c@{ u�Ö yQc ��w�u���� y � �oà�á	â7ã äzæ ¬7çSè�éCê æ¬â�ë�ì�í�æ��¶!�zï���ð7� ·�îB·Oó��BõUñ«� p5��w���� µJî�î�öz�
Ó ·l�WÔ%j�Ý } � � W���j � � ±«uB� ² c ��} � � ®¬� u�q ��Û u W���j�Ý }OÖ � p � yJ��y w,}B� £ w,} � yCÝ u�w�Ö£ u�w�svu ��c@{ w�q�s { � � �§} ��x } � }O��� c � � � � �-� yPx¤��� � {�y ~�u���q � y � yv{,� u x c u � �Uq�} x w@� ��)} {,y w,}B�|��w�� x c�� {,��y u�~ y w���}O����� � �lsvu�~�u���q � y sP} c�y��¤à�á	ârã äSæ ¬7ç«è§éCê æ¿â�ë�ì�í�æ��¶�î�ïL·Uð7��µ�µ�ñBõ�ó�µ�µJî�ôz�(�Bõ�õ�µ��
Ó ·�¶OÔ ×¿} � }J��u { ± � 
¬} cfc ��� y ~ c Ö«�:±«uB� ² c ��} � � ®¬� u�q � Û u W���j�Ý }OÖ ��¥ � � yJx svu�~�u���q � y� yv{,� u x cÞ£ u�w y ������� { ��s��w�u���� y � c u � { w���} � ��qz�)}OwÞ��w�� x cP� à�á	â7ã äSæ ¬7ç«è§éCê æâ5ë�ì�í æ���¶���ï���ð7��µPö��BõWó�µPö�ôzµ��(h s { u�� y w µPî�î�ö��
Ó ·�·BÔTÜ´� ± y ��qz� � ¦ �SÙ }O����u�q yv{�� Ú � � ¥©� ² y w'}Ow xe��Ü q � y w���sP}B� � u xzy ����� � �Tu £ {>Ý u´� � } c,yE u Ý5c q c � � � {,��y�{=Ý ur��w yQcfc q�w y }B�z��w�u�}�s �e� ãªì ��� æzã ��ú æ ìOë ú ã é���� æ þ ëZâ �!� í þ�é'úà Cþ�é ë 'é�� �eµJ·�ï���ð7� ô�ô�¶�ó�ñOõ�õz�
Ó ·l�WÔ*M u�� y w ¦ y � } � � ¢ ��y � � {,� u xzyZxe� }B�z��w�uP�z� � } { ��u �ßxzy ��} c u���q { ��u �xSyQc �P��qG}W�{ ��u ��c�xzy � }J~S� y w	� c@{ u�Ö yQcP�?� ç í�í�æ&à �I æ&ãªì ��� æ ÿ ê ìOë 'é ��î�ôÞ��µ�µO�Pó�µO�V�z��µJî�ô�öz�
Ó ·�ôOÔ*M u�� y w ¦ y � } � � ±«q�wÞ� � }O����w�uP�z� � } { ��u �0xzy ��} c u���q { ��u �0xzyQc �P�UqG} { ��u ��clxzy� }P~«� y w � c@{ u�Ö yQc �G}Bw;��} � � {�� u xzy!xzyQc �G} c:£ w'}Bs { ��u ��� }B��w yQc�ï � ðR��â ê))� æ ; ì � æzã é)�� æâ5ë�ì�í æ���¶��\��µJ¶���ó�µI��¶z�&µJî�ô�îz�
Ó ·«ñ�Ô*M u�� y w ¦ y � } � � ±«q�wÞ� � }O����w�uP�z� � } { ��u �0xzy ��} c u���q { ��u �0xzyQc �P�UqG} { ��u ��clxzy� }P~«� y w � c@{ u�Ö yQc �G}Ow&��} � � {,� u xzy�xzyQc �G} c&£ w,}�s { ��u ��� }O��w yQc¬ï ��� ðC�Uâ ê))� æ ; ì � æUã é)�� æâ5ë�ì�í æ���¶�¶Þ�Q¶�ñ�ñPó«¶�ö!�S�&µJî�ô�îz�
Ó ·�öOÔ*M u�� y w ¦ y � } � � ¬ ì�6 þ�éRê�7 à �R�	:�é��ré)4Cç ì �Lþ�� ë �S2s����é)�OêRü ìOë ú ë ç«è§éCêRþ� ì�íGìOë ì�í ü��'þ�� æ³ � c,y ~S� y wr±Ssv� yv� s y ×|q��z��� c���y w crÕ5� 
 ����µJî�ö�·��



J¬¼KJ¬Æ&¼CÄ1L�¾?ºA»�¹5¼ À �zµJî
Ó ·�îBÔ*MH��x ��� y wC
 y w £�� w {����Sâ ;�é 6 þ�é8\d��� â�x �O�8�>éCêRþ��OêRþ=��êRê)�OêG���8�Lþ)è ì �Lþ�� ëhìWë ú â ú ì �s7� ì ��þ 6 é ã é)�)��7�;Aé�$ ë éCè�é ë � " é)�� ë þ�4CçGé�� �Fa ��� y �Þ} ��x ¦ y q�� ��y w �eµPî�î�ôz�
Ó �BõBÔ1b ��q W�y�� ±«q�� y w,sCu � ~ y w�� yJ� s y u £�� u � svu ��£ u�w � � � � ��� � {,yVy � y � yJ�U{ � yv{,� u xF£ u�w{,�zyDc@{ u�Ö yQc�y ��qG} { ��u ��cP� ¬7çSè�éCêCþ� ì�í�ã é�������ú	���Q�Oê x?ì ê8�Lþ ì�í }7þ��réRê'é ë �Lþ ì�í �54Cç ì 7�Lþ�� ë � �eµPö�ï���ð7��µv·�¶Wó�µI�B·��(�Bõ�õ!�S�
Ó �SµvÔXa©y � Ý!y �&±«q �/W � ��� ��} � ² y��!W } � �z� � ��>&� ��� ± { }O������� ÷JyPx¤��� � {�yAy � y � yv�U{ � yv{�� u x£ u�w {���y � u � � c@{ } { ��u ��� }Ow@� � }P~S� y w � c�{ u�Ö yQc ��w�u���� y � � þ ë )� ë�ë ç �
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� ��������� �

� ÌÎkt� d^bp�0i`geÌ � i\klg Ï b � � Ì � b&g ��� �Îg�k ���

���Q� �s���C�F &¡|¢|£��F¤� *���
p ���+xSyh��y �G} c }O��u�q�w x ��w�� y\x � c svu�q�w cP�:� u�q c }P~�u ��c ��w@��~«�����J����� x } ��c � yQc s � }W���� { w yQc ��w@� � sC���G}OqS� xzy �)} {,��iQc�y�� � � } � }B� � c�yAxzy �)} £ u�w � q���} { ��u �§{ w@���z� y7xzy�c �P��qG} { ��u ��cxzyTÜ }J~S� y w	�	± { u�Ö yQc ��� � ��}O��w yQcP��Ü u�q c }O����u ��crx u � s � u�q c svu � c }Bsvw y w �Gx } ��c s yv{@{,y �G}Ow	�{ � y��e¡ � � } � }B� � c�y�xzyQc �P�UqG} { ��u ��c xzy�Ü }J~S� y w	�	± { u�Ö yQc7yJ�ªx � � yJ� c ��u ���§yv{ ¶z� ��u�w c �Uq ys y ��� y � sC�svu � ��u�w {,y q �\{,y w � y xzy sCu � ~ y s { ��u ���
Û } ��c q � �zw y � � y w {,y � � c���� u�q c }O����u � c � �U{ w@u x q���w y q � ��w�u���� i � y ~�}Ow���} { ��u ����y ���u�w { } �U{]c q�w;� yQc;{ w@u�� c ~�}Bw@�)}O��� yQc:{ u�q�w@��������u ��� ~S� {�yQcfc,y�yv{ ��w yQcfc ��u ����Ü u�q c � u �U{ w y w@u ��c� � y �z� c@{,yJ� s y¬yC{ � � q � ��sv� { � xe� q ��y?c u���q { ��u � ��u�q�w:� yPx � { ��w�u���� i � y��B³|��c q�� {,y��W� u�q c � u � �{ w y w�u ��c �Uq y s yQc�{ w@u�� c ~�}Bw@�)}O��� yQc ~��Jw@� ��yv�U{ q ��c � c@{fi � y´xe� �P�UqG} { ��u ��c }OqS� x �Jw@��~�� yQc�G}Bw { � y ��� yQc �G}Ow { ��svq���� y w � ��q�� c�y w,} yJ� £ }O� { �J�Uq�� ~�}O� yJ�U{ }Bq«�o�P�Uq�} { ��u ��c¤xzyßÜ }J~S� y w	�± { u�Ö yQc�� u � �=��� � ��}O��w yQcP�

���f¥ ¦¨§%©|©,ªT«Q¬¡|¤�®�ªH�n¬¯�
Û } ��c s y s � }O��� { w y���� u�q c }O����u ��c�{�yJ�U{,y w xzyA{ w@u�qz~ y w?� yA{ u�q�w@��������u �

ω
� ��}V~S� {�yQcec�y

u
yv{ �)}Z�zw yQcfc ��u �

p
c u���q { ��u ��c5xzyQc �P�UqG} { ��u ��c�� u � �=��� � ��}O��w yQc�c q�� ~�} �U{�yQc´�

ω = ∇× u
ï p ��µ�ð

∇s × ω + ω × u +∇p = f
ï p �'��ð

∇ · u = 0
ï p �Q¶�ð

���Sµ



�V�V� ºAÅrÅrÀn° À+ºZÃ�±�Ä?¾5²3ÇÆ�ºr½:¼CÄ?Å ½:¾�¼ »�ÆÀ ÅVÄ?Å0Æ&¼	Å�³|º7¼ ¾�À�Ã
×;u�q�w � u c?x � � u ��c@{ w,} { ��u ��cP�S� u�q c }Oq�w�u ��c � yQc u�� �Þxzy7� u { ��u ��c�x �wU ¡ � �U{ w@u x q�� {�yQcyv{7x � � u �U{ w�� yQc }Oq��G}Ow'}J~�} �U{P� � }B� c �G}Ow c u�q�sv� cAxSy svu ��� u x � { � ��� u�q c � yQc w'}O��� y � y �w@u ��c ��sv� �
> yQc�yQc �G}Bs yQc svu ��{ � � q cGc q�� ~�} ��{ec w y ~�¯ {,yJ�U{ q ��y ��w,} ��xzy � � ��u�w { } � s y�x } ��c s y �Uq��~�} c q�� ~Sw y��

V := {v ∈ H1
0 | b(v, q) = 0 ∀q ∈ L2

0}
ï p � ·«ð

W := {η ∈ L2 | c(η,v) = 0 ∀v ∈ V} ï p �´��ð
W⊥ := {η ∈ L2 | a(η, φ) = 0 ∀φ ∈ W} ï p � ôUð

Ü u�q c�£)y w�u ��c �J��}O� y � yJ�U{ q c }B� ytxzyQc�£ u�w � yQc ������� � ��}O��w yQc svu �U{ � � q yQc5c q�� ~�} �U{�yQc´�
a(η, φ) := (η, φ) ∀η, φ ∈ L2 ï p �Xñ�ð

b(v, q) := (q,∇ · v) ∀(v, q) ∈ H1
0 × L2 ï p � öUð

c(η,v) := (η,∇× v ) ∀(η,v) ∈ L2 ×H1
0

ï p � îUð
p s yv{@{,y�xzy w � � i w y�£ u�w � y ������� � �P}B��w y��e� u�q c } cfc uSsv��u � c � yQc u����Jw,} {�y q�w c } x U>u�� �U{ec

∇× . yv{ ∇s × . x � ��� � c w yQc � y s { � ~ y � yJ�U{Ax } ��c H1
0

yC{
L2 yv{A¡ ~�}O� y qzw cAx } ��c L2yv{

H−1 �
Ü u�q c }Oq�w�u ��c }Bq cfc ��� yQc u�� �`xzy �)} £ u�w � yA{ w@����� � ��}O��w y d(.; ., .)

x � ��� � y �G}Ow �
d(η; u,v) := (η × u,v) ∀(η,u,v) ∈ L2 ×H1

0 ×H1
0

ï p ��µJõUð
M?y � }Ow,�Uq�u ��c ��q yyc,y ��u �Âxzyx � ��� � { ��u �Âxzy

V
� ��} £ u�w � yl{ w������ � �P}B��w y d(.; ., .)��u cfceiJxzy ��}Z��w�u���w@��� { �tw y � }Ow,�UqG}O��� y��

d(η; v,v) = 0 ∀η ∈ L2, ∀v ∈ V
ï p ��µ�µ�ð

³|�z������� u�q c }P~�u ��c ��q � u ��{ w y w�����q c�{fµ�{ �Uq y �)} £ u�w � y ������� � ��}O��w y c(., .) ~��Jw@� ��yq �zy svu ��x � { ��u � � ��£ � c q�� c q�w
L2 ×V

�
∀v ∈ V sup

η∈L2

c(η,v)

||η|| ≥ c|v|1
ï p ��µI��ð

u�¶
c
yQc@{ q ��y svu ��c@{ } �U{,y ��ytx �J� yJ��x } �U{ �Uq ytxzy

Ω
�

Ü u { u ��c �Uq y s yC{�{,y svu ��x � { ��u �c� u�q c�x u ����y �)} � � c�yhyJ� �z�·U y s { ��u �+xzy V
}P~ y s

W⊥ �G}Bw?� � u����Jw,} {�y q�w���� � ��}O��w y svu �U{ � � q ∇× . �



ºZÃ¹¸«Ãt±�Ä?¾5²3ÇÆ�ºr½:¼CÄ?Å ÉSºA¾�¼>ºr½;¼vÄ?Å5ÅrÀ�Æ&ÆÀ�Ã ���B¶
����º »/ %�F¼ ¢|«�§1�F¤� *� ®X§%�F¤�§1�n¤8 *�t�½ªT«Q«�ª%�
¾À¿�ÁT¿�Â Ã�Ä<ÅXÆSÇ�È ÇKÉ�Æ�¿

Ü u�q c � �U{ w�u x q�� c u ��c � y �zw�u���� i � y ~�}Ow���} { ��u ����y � c q�� ~�} �U{´�
a(ω, φ)− c(φ,u) = 0 ∀φ ∈ L2 ï p ��µJ¶�ð

c(ω,v) + d(ω; u,v)− b(v, p) = (f ,v) ∀v ∈ H1
0

ï p ��µv·Uð
b(u, q) = 0 ∀q ∈ L2

0

ï p ��µI��ð
uV¶`� yQc � � sCu ��� q yQc

ω
�
u
yv{
p
�v~�u���q yJ�U{ w yQc � y s { � ~ y � yJ�U{5x } � c L2 � H1

0

yv{
L2

0

��yv{u�¶ |.| w y ��w�� c�yJ�U{�y �)} � u�w � y y q�sC��� x � yJ����yDc q�w Rd �
®�y ��w�u���� i � y ~�}Bw@��} { ��u ����y � ��y/c�y w,}l�z� yJ� ��u c �h�Uq �X¡ ��} c,y q�� y svu ��x � { ��u � �Uq y�)} £ u�w � y´{ w������ � ��}O��w y d(.; ., .)

c u�� { svu �U{ � � q y*c q�w c�yQcryQc �G}Bs yQcAxzyVx � ��� � { ��u ����®�yv{@{,y��w�u���w���� { � yQc@{ � � u�� U yv{5x q {,� �vu�w i � y1c qz��~�} �U{´�
Ê�ËpÌlÍ(ÎOÏ�ÐuÑyÒ�ÓYÔrÓ�Õ ~ ì �QÖOêRè§é���êCþ í þ�× +'ì þ�ê,é

d(.; ., .)
é�����)Ö�×���þ�×�ç�é*�RçSê

L2 ×H1
0 ×

H1
0

æpx¬í ç��Vé ù ì ��>éCè�é8×���^|þ í é ù þ��8�>é ç�×�é�)Ö�×��8� ì ×��>é c �=é í�í é�4RçGé í�v Ö�× ì þ��H2
d(η; u,v) ≤ c||η|||u|1|v|1 ∀η ∈ L2 ∀u ∈ H1

0 ∀v ∈ H1
0

ï�Ø�Ù�µJô�ð
Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ýáà�âPã�ä�Û	åVæçÜ�è
¥3é UKêVëfêVì cní�î¯ïfî ëfð î?ñ êVðóò(êVë ï�é ì ïní�î�ï êVô�ëfõ�ö í�í êVì

η
Ù�®¯÷ ê�ö cfc ö c êVì c�ø êVì ñ

η
ø=é ì c

L2î�ï
u ù v ø�é ì c

H1
0 ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îQc�û ü ýQcIÙSÙ ëeþ ñ8îzé ô ü ë ýQÿVí0îQc?ø î�ñ êVðóð*ô ï�é	ï ö0ê�ì î ì ï ë î5í�îò�ëfê ø ô�ö ïNc)ñQé_íYé ö0ë îzî�ï?í0î ò�ëwê ø ô�ö ï��!îQñ8ï êVëfö îQí ù ì�êVô c ò(ê�ô � ê�ì cHé�í ê�ë c ðóê ø ö û=î ë ñ�î5ïeî ëwð îø î1í�é ð é ì�ö i ë î1c ô�ö �Vé ì ïeî��

(η × u,v) = (u× v, η)
ï�Ø�Ù�µWñ�ð

®¯î ú ô�öPì�êVô c5ø ê�ì�ì î ù � í��´é ö ø îDø�� ô�ì î ë î�í�é	ï ö0êVì ø îT®Né ô ñ)÷	��
 ± ñ)÷�ÝTé ë ï,÷��
(η × u,v) ≤ ||u× v||||η|| ï�Ø*Ù�µJöUð

h ë&ò(ê�ô�ëkô�ì î3ø ö0ð î ì c ö0ê�ì.ö�ì £�ý ëfö î ô�ë î ê�ô ýQÿ!é_í0î � · ù í��·îQc ò é_ñ�î H1
0

îQcwï ö0ì ñ�í ô cñ êVì ï ö0ì��ð î ì ïAø=é ì c|í�� îQc ò éVñ8î
L4 Ù × é ë ñ êVì ceý ú ô î ì ï ù ì�êVô c�é�� êVì c|í�é ð é UKêVë é	ï ö0êVìc ô�ö �Vé ì ïeî��

||u× v|| ≤ c||u||L4 ||v||L4 ≤ c|u|1|v|1
ï�Ø�Ù�µJî�ð



�V�O· ºAÅrÅrÀn° À+ºZÃ�±�Ä?¾5²3ÇÆ�ºr½:¼CÄ?Å ½:¾�¼ »�ÆÀ ÅVÄ?Å0Æ&¼	Å�³|º7¼ ¾�À�Ã
ê�¶

c
ì îDø ý ò î ì ø ú ô î%ø�î1í�é�ø ö�ð î ì c ö0êVì î�ï5ø î

Ω
Ù

Ü êVô cSé�� êVì c5ø ê�ì ñ õ�ö î ì í�é ð é UKêVë é	ï ö0ê�ì c êVô ÷�é ö ïeý�î��
(η × u,v) ≤ c|u|1|v|1||η||

ï�Ø�Ù'�Bõ�ð
2

¾À¿�ÁH¿�� ± É����TÈ ÇKÉGÆ�������� É������ �"! È#��Ç�����!�¿
Ü êVô cFé�í0í êVì c ðóêVì ï ë î ë ú ô î�í0îQcpý ú ô é�ï ö�êVì c�ï�Ø�Ù�µJ¶Uð�
Rï�Ø�Ù�µI��ðré_ø ð î�ïwïeî ì ï ô�ì î ô�ì�ö ú ô îc ê í ô ï ö0ê�ì ù ú ô�ö ø�î ò í ô czcfî ë é&ñ êVì ï ö�ìlô î�î ì%$�êVì ñ8ï ö0êVì ø îQczø êVì�ì ýQîQc ö0ì�ö ï ö é�í0îQcXø ô3ò�ëfê 
õ í0i ð îVÙ�Ø ö0ì c ö ù ì�êVô c�é&� ê�ì cTí0îXïe÷�ý êVë i ð î��

Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ3Ò�ÓYÔrÓ(' ~é�� + 4Cç ì �Lþ�Ö�× �*) âTæ,+ ´.- 7/) âTæ,+10 - ì úOè§é����>é8×��Gç�×�é��IÖ í ç ��þ�Ö�×Zç�×�þ�4Cç�é
(u, p, ω)

ú ì × �
H1

0 × L2
0 × L2 4Cç«þ5ú + ��é8×�úA)Ö�×��Lþ�×�çGéCè�é8×��rú�é���ú!Ö�×�× + é��Vþ�×�þ��Lþ ì�í é��úWç��Gê)Ö�ý í0o è§é æ<x!í ç��té ù ì 8�>éCè§é�×���^:þ í é ù þY�8�>é7ç�× é%)Ö�×��8� ì ×��>é c ×�é´ú + ��é8×�ú ì ×=�¯4CçGé´úWçú�ÖOè ì þ�×�é

Ω
�>é í�í é�4CçGé íwv Ö	× ì þ��N2

||ω||+ ||u||1 + ||p|| ≤ c||f || ï�Ø�Ù´�zµ�ð
Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ý àKâpã	ä�Û	åVæçÜ�è
Ü êVô cné�í0í êVì c ò�ëfê ñ�ýIø î ë î ì%ò í ô c ö î ô�ë cpïfî ðóò cCø ö ceñ8ï ö0ì ñ8ïecIÙ32 êVô ïFø��'é õ(êVë ø ù ì�ê�ô cCø ý.
û ì ö�ëwê�ì c ô�ì½ò�ëwê�õ í�i ð î4�Vé ëwö é	ï ö0êVì�ì îQípé ò�ò�ëfê ñ)÷�é ì ïHí�îzc5��cwïei ð îXø��·ý ú ô é�ï ö�êVì ctï�Ø�Ù�µJ¶Uð�
ï�Ø�Ù�µI��ð ð é ö c�ø ý�û ì�ö c ô�ë ø î�c�îQc ò éVñ�îQc6�!îIñ�ï êVëfö îQí�c�ø î½ø ö0ð î ì c ö0êVì c�û ì�ö îQcIÙ¿³ ì c ô�ö ïfî ùì�êVô c ð�ê�ì ï ë î ëwê�ì c ú ô îkñ�î ì�êVô �!îOé ô ò�ëwê�õ í0i ð îóî ì ø ö0ð î ì c ö0êVì cDû ì�ö îQc�éVø ð î�ï ô�ì îô�ì ö ú ô î1c ê í ô ï ö0êVì ù ÿ ëeþ ñ8î � ô�ì î ð ý�ïf÷ ê ø îDø îDñ êVðóò é_ñ ö ïeý%ø ýQñ ëfö ïeî1î ì ï ë î%é ô ï ë îDø=é ì cÓ ��ñ�Ô9Ù&³ ì û ì ù ì�êVô c $ î ëfêVì cDïfî ì ø ë îóí0îQc*ø ö B ý ë î ì ïfîQc*ø ö0ð î ì c ö0ê�ì c7��î ë cDí�� ö0ì û ì�ö î�ï*ø ý.
ð�ê�ì ï ë î ëwê�ì c ú ô î*í0îQcSc ê í ô ï ö0ê�ì czø îQcSc5��cwïfi ð îQc*�Vé ëfö é�ï ö0ê�ì�ì îQí0cSî ì ø ö0ð î ì c ö0ê�ì c�û ì�ö c ùïfî ì ø î ì ï8�!î ë cTí0îQcTc ê í ô ï ö0ê�ì c5ø ôtò�ëfêVõ í�i ð î ö�ì�ö ï ö é�í�ï�Ø�Ù�µJ¶Uð�
Rï�Ø�Ù�µO��ð8Ù
> �·îQc ò é_ñ�î

H1
0

éVø ð î�ïfï)é ì ï ô�ì î õ é_cfîó÷ ö í õ î ë ï ö î ì�ì î ù c ê�ì c êVô c�
9îQc ò éVñ�î9�!îQñ8ï êVëfö îQí
V

î ì ò(ê cecfiIø î ô�ì î&ýQÿlé�í0î ð î ì ïIÙ × é ëwðóö ñ�îQc:��îIñ8ïeî ô�ë c�ø î õ é_cfî ù ì�ê�ô c�ñe÷ ê�ö c ö cfc êVì cí0îQc
n
ò�ë î ðóö î ë c ù ò(êVô�ë�$�ê�ëwð î ëSô�ì î õ é_cfî ù ê�ë ïe÷ êVì�ê�ëwð ýQî ò(êVô�ë í�é ì�êVëfð î |.|1 ù ø�� ô�ìc êVô c�
Rî�c ò éVñ�î|ø î

V ù ì�ê ïfý Vn ù ø î|ø ö0ð î ì c ö0êVì û ì�ö î
n
Ù<;?î�ïwïeî õ é_cfî ê�ë ïe÷ êVì�ê�ëwð ýQîcfî ë é ì�ê ïeýQî

(vi)1≤i≤n
Ù



ºZÃ¹¸«Ãt±�Ä?¾5²3ÇÆ�ºr½:¼CÄ?Å ÉSºA¾�¼>ºr½;¼vÄ?Å5ÅrÀ�Æ&ÆÀ�Ã ���V�
Û6�'é ò�ë iQcPí�éHñ ê�ì ø ö ï ö0êVìDö�ì=$ 
Rc ô�ò ý�ï)é õ í ö î òsêVô�ë íYé $�êVëfð î õ�ö í ö�ì ýOé ö0ë î�ñ êVì ï ö0ì�ô î

c(., .) ùì�ê�ô c�c)é�� êVì c ú ô î V
î�cfï�î ìçõ�ö U îIñ8ï ö�êVì é&��îIñ

W⊥ ù � ï ë é&��î ë c*í�� ê�ò ý ë é	ïeî ô�ë ∇ × .
Ù

> ê�ö ïTø êVì ñSí�é*c ô�ö ïeîXø�� ýQí�ý ð î ì ï
(φ⊥i )1≤i≤n

ø î
W⊥ ù ö�ð é�ÿVî ò é ë ∇× . ø î�c?��îIñ8ïeî ô�ë c

(vi)1≤i≤n
Ù	;¯îQc�ýQí0ý ð î ì ïec

φ⊥i
$�ê�ëwð î ì ï ô�ì î õ é_cfîHø�� ô�ì c êVô c�
Rî�c ò é_ñ�îHø î

W⊥ ù ø ý ì ê ïeýø î
W⊥
n ù ø îzø ö�ð î ì c ö�êVì û ì�ö î

n
Ù=;¯î�ïfïfî õ é_cfî ò(ê cfcfiIø îzî ì/êVô ï ë îSíYé ò�ëfêVò�ëfö ý�ïeýzø��A@8ï ë îê�ë ïe÷ êVì�ê�ëwð ýQî<B_î ì î B î�ï ì�êVô c�é�� êVì cGø�ý U � ò�ô�ð î8ïfï ë îNî ì ýC� ö ø î ì ñ�îTø=é ì c�í0îTñ)÷�é ò�ö ï ë îïED Ë ��ð?íYé ë îQí�é	ï ö0êVì c ô�ö �Vé ì ïeî��

(∇v,∇w) = (∇× v ,∇×w ) ∀v,w ∈ V
ï�Ø*Ù'�V��ð

× é ë ñ êVì cfý ú ô î ì ï ù í�é�ø ý8û ì�ö ï ö�êVì ø îQc
φ⊥i

î�ïHí�� êVë ïf÷ ê ÿ ê�ì é_í ö ïfý1ø î
vi ù ì�êVô c5é ð i ì î

� í��·ý ú ô é	ï ö0êVì �

(φ⊥i , φ
⊥
j ) = (∇× vi ,∇× vj ) = (∇vi,∇vj) = δij

ï�Ø�Ù'�GF�ð
êV¶

δij
îQcwï5í0î1cH� ð�õ(ê í�îDø îDj ëwê î ì îIñ Ö î ë Ù

Ø ö�ì é_í0î ð î ì ï½î�ï|ñ ê�ð�ð î
L2 é_ø ð î�ï ô�ì î õ é_cfîy÷ ö í õ î ë ï ö î ì�ì î ù ì�êVô c ö�ì ï ëfê ø ô�ö 
c ê�ì cSí��·îQc ò é_ñ�î�ø î�ø ö0ð î ì c ö0êVì û ì�ö î

Wm

ö0ì ñ�í ô czø=é ì c
W

î�ïSÿVý ì ý ë ýQî ò é ë�ô�ì î õ é�cfî
(φi)1≤i≤m ù ê�ë ïe÷ êVì�ê�ëwð ýQî ò(ê�ô�ë íYé ì ê�ëfð î ||.|| ÙÜ êVô c ì�ê ïeî ëfêVì c%ýQÿlé�í0î ð î ì ï

Wm,ní�� îQc ò éVñ8î%ø îDø ö0ð î ì c ö0ê�ì û ì�ö î
m+ n

ø ê�ì ïTíYé�ø ý�û ì�ö ï ö0êVì îQcwï�ø êVì�ì ýQî ò é ë �
Wm,n := Wm ⊕W⊥

n

é ô ceî ì c
L2 ï�Ø�Ù'�O·Uð

Ü êVô c ì�êVô c ò�ëwê�ò(ê c ê�ì c ð é ö0ì ïeî ì é ì ï%ø î&ø ý ðóêVì ï ë î ë ú ô � ö í�î8ü ö cfïfî un ù ωm,n é ò 
ò é ë ïeî ì é ì ï ë îQc ò îQñ8ï ö �!î ð î ì ï �
Vn ù Wm,n

c ê í ô ï ö0êVì c�ø ôtò�ëfêVõ í�i ð î1c ô�ö �Vé ì ï:�
a(ωm,n, ηk)− c(ηk,un) = 0 1 ≤ k ≤ m+ n

ï�Ø�Ù'�V��ð
c(ωm,n,vi) + d(ωm,n; un,vi) = (f ,vi) 1 ≤ i ≤ n

ï�Ø�Ù´��ô�ð
é��!îIñ

ηk = φ⊥k
c ö

1 ≤ k ≤ n
î�ï
ηk = φk−n

c ö
n+ 1 ≤ k ≤ m+ n

Ù
h õ cfî ë � ê�ì cGø�� êVë îQc�î�ï�ø ý U � ú ô îTí��·ý ú ô é�ï ö�êVì ï�Ø�Ù´����ðFc ö ÿ ì�ö û=î ú ô îHíYéXø ê�ì�ì ýQî5ø�� ô�ìýQí0ý ð î ì ï

un ø î
Vn ù ì�êVô c%ø êVì�ì î ö�ð�ð ýIø ö é�ïfî ð î ì ïDí��·î8ü ö cwïeî ì ñ�î&î�ïDí�� ô�ì�ö ñ ö ïeý&ø�� ô�ìýQí0ý ð î ì ï

ωm,n
�Pñ8îIñ ö îQcwïDø ô � í�� î8ü ö cwïeî ì ñ�îóø�� ô�ì îóñ ê�ì ø ö ï ö0êVì ø î�ïE� ò î ö0ì=$ 
9c ô�ò c ô�ë

c(., .)
ÙI;¯î�ï�ýQí0ý ð î ì ï

ωm,n
cfî ë é ò é ë ñ êVì cwï ëwô ñ8ï ö0êVì í�� ö0ð é_ÿVî*ø î

un
ò é ë í�� êVò ý ë é	ïeî ô ë

∇× . Ù
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× é ë ñ ê�ì cfý ú ô î ì ï ù ö í ì î ì�êVô c ë îQcwïeî ú ô � � ò�ëfêVô �!î ë í��·î8ü ö cwïeî ì ñ8î5î�ïGí�� ô�ì�ö ñ ö ïeý�ø�� ô�ì î� ö ïfîQcfceî�c)é�ï ö c $ é ö c)é ì ïpí0îQcPý ú ô é	ï ö0ê�ì c�ï�Ø�Ù'�V��ð�
Rï�Ø�Ù´��ô�ð8ÙQ@ ì ï ëfê ø ô�ö c êVì cFé�í êVë cPí�î ò�ëfêVõ í0i ð îc ô�ö �Vé ì ï5ø ý�û ì�öPò(êVô�ë ï êVô ï

vi
ø î

Vn �
(∇× un ,∇× vi ) + d(∇× un ; un,vi) = (f ,vi) 1 ≤ i ≤ n

ï�Ø�Ù'��ñ�ð
> êVö ï ð é ö0ì ïfî ì é ì ïHí��´é ò�ò í ö ñIé	ï ö0ê�ì

Φ : Vn → Vn ø êVì ïHíYé�ø ý�û ì�ö ï ö�êVì îQcwïTø ê�ì�ì ý�îò é ë �
(Φ(u),v) :=(∇× u ,∇× v ) + d(∇× u ; u,v)− (f ,v)

ï�Ø*Ù'�BöUð
Ü êVô c�ñ êVì cwï�é	ï êVì cSé�í ê�ë c ú ô î ì�êVô c ê�õ ïfî ì�ê�ì c5ø=é ì c5í0î%ñQé_c ê�¶ v = u

�
(Φ(u),u) = ||∇ × u ||2 − (f ,u)

≥ ||∇ × u ||2 − c1||f |||u|1
≥ (|u|1 − c1||f ||)|u|1

ï�Ø*Ù'�BîUð
î ìtô ï ö í ö c)é ì ï5íYé ë îQí�é	ï ö0êVì ï�Ø�Ù'�V��ð¯î�ï�é��!îIñ

c1
ñ ê�ì cfï)é ì ïeîDø î1í�� ö0ì ýQÿ!é_í ö ïeý%ø î ×CêVö�ì 
ñIé ëfë ý�Ù

@ ì ï ëwê ø ô�ö c ê�ì c ð é ö0ì ïfî ì é ì ï5í��·îQc ò é_ñ�î Sv
ø ý�û ì�öPò é ë �

Sv := {v ∈ Vn | |v|1 = c1||f ||+ 1} ï�Ø�ÙJF�õ�ð
Ù ë)þ ñ�îué ô ü ò�ëfêVò�ëwö ý�ïfýQc½ý�ï�é õ í ö îQc ò�ë ýIñ�ýIø î ðóð î ì ï ù ì�êVô c ò(êVô � êVì c $ é_ñ ö í�î ð î ì ïñ êVì cwï�é ì ïeî ë ú ô î ù c ô�ë íYéSc ò ÷�i ë î Sv ù í�� ö�ì ý ú ô é�ï ö�êVì ï�Ø�Ù´�BîUðpîQcfï]cfï ëfö ñ8ïeî ð î ì ï òsê c ö ï ö �!î�Ù× é ë ñ êVì cfý ú ô î ì ï ù ø��´é ò�ë iQc ô�ì ïf÷�ý ê�ë i ð î ë é ò�ò î�í�ýDø=é ì c ÓLKMK ÔPî�ï Ó ��ñWÔ ù í��·î8ü ö cwïeî ì ñ�îDî8ïí�� ô ì�ö ñ ö ïeýNø�� ô�ì ý�í�ý ð î ì ï

un ø î
Vn c)é�ï ö c $ é ö c�é ì ï?ï�Ø�Ù´��ñ�ðPc ê�ì ïný�ï�é õ í ö îQcIÙ_@9í ì�êVô cnc ôON ïé�í ê�ë cXø î ò(ê cfî ë

ωm,n = ∇ × un
ò(êVô�ë c�é	ï ö c $ é ö�ë î�í0îQczý ú ô é�ï ö�êVì c ö0ì�ö ï ö é�í0îQc�ï�Ø�Ù'�V��ð�
ï�Ø�Ù'�BôUð�Ù

Ü êVô c8��î ì�ê�ì cTø ê�ì ñXø ý ðóêVì ï ë î ë í�� î8ü ö cfïfî ì ñ�îDø î�cTc ê í ô ï ö�êVì c
un î�ï

ωm,n
ø ô c5��c�
ïfi ð îHø�� ý ú ô é	ï ö0ê�ì c�ï�Ø�Ù´����ðP
�ï�Ø�Ù'�Bô�ð8Ù�Û�î ò í ô c ù ñ�î�c ð @ ð îQc]ý ú ô é	ï ö0êVì c ì�êVô cGé_cfc ô�ë î ì ïí0îQcTîQcfï ö0ð é�ï ö�êVì cTc ô�ö �Vé ì ïeîQc7�

||ωm,n||2 + |un|21 ≤ c||f ||2 ï�Ø*ÙJF K ð
× é ë ñ êVì cfý ú ô î ì ï ù ö íPî8ü ö cwïeî u

ø=é ì c
V

î�ï
ω
ø=é ì c

L2 ïeîQí0c ú ô î ì�êVô cSé�� êVì c7�
un → u

ø=é ì c
V
$ é ö0õ í0î ï�Ø�ÙJF���ð

un → u
ø=é ì c

H1
0

$�êVë ïTî�ï ò Ù ò Ù ï�Ø*ÙJF1FUð
ωm,n → ω

ø�é ì c
L2

$ é ö0õ í�î ï�Ø*ÙJFGQ«ð



ºZÃ¹¸«Ãt±�Ä?¾5²3ÇÆ�ºr½:¼CÄ?Å ÉSºA¾�¼>ºr½;¼vÄ?Å5ÅrÀ�Æ&ÆÀ�Ã ����ñ
é��!îIñXýC� ö ø î ð�ð î ì ï

ω = ∇× u
Ù

R ìS$ é ö ï ù ì�êVô c�é�� êVì c ô�ì îDñ êVì ��î ë ÿVî ì ñ�î ò í ô c $�ê�ë ïeî ò(ê�ô�ë ω Ù R ì î B î�ï ù í0îQc ωm,ný�ï�é ì ïNí�� ö�ð é_ÿVîXø îQc
un

ò é ë ∇× . î�ïHñ�î ô ü�
Rñ ö ñ ê�ì �!î ë ÿVîOé ì ï?��î ë c u
$�êVë ïfî ð î ì ïHø=é ì c

H1
0 ù ö í ì�êVô c�ø�îC� ö î ì ï ò(ê cfc ö0õ í�îDø��·ýIñ ëwö�ë î��

ωm,n → ω
ø=é ì c

L2
$�êVë ï ï�Ø�ÙJF���ð

Û�iQc1í êVë c ù ò é ëzò é_cfc)é�ÿ�î � íYé/í ö0ðóö ïeî�ø=é ì c1í0îQc1ý ú ô é	ï ö0êVì c�ï�Ø�Ù´����ðP
tï�Ø�Ù'�Bô�ð ì�êVô cê�õ ïfî ì�êVì c:�
a(ω, ηk)− c(ηk,u) = 0 1 ≤ k ≤ m+ n

ï�Ø�ÙJF�ô�ð
c(ω,vi) + d(ω; u,vi) = (f ,vi) 1 ≤ i ≤ n

ï�Ø�ÙAFUñ�ð
×�ô�ö c ò é ë ø î ì c ö ïeý�ø îQc

,vi
ø=é ì c

V
î�ï?ø î�c

ηk
ø=é ì c

W ù ì�êVô c¯î ì ñ êVì ñ�í ô�êVì c ú ô îí�é%ø î ëfì�ö i ë îzý ú ô é�ï ö�êVì½ì � îQcwï ò í ô c?ceî ô í�î ð î ì ï��Vé_íYé õ í�îzø=é ì c
Vn×Wm,n

ð é ö cHé ô cfc öø=é ì c
V ×W Ù

Û�î�í�é ð @ ð î ð é ì�ö i ë î ù í0î ò é_cfc)é_ÿVî � íYé½í ö0ðóö ïeîóø=é ì cDí�� ö0ì ýQÿ!é_í ö ïeýlï�Ø*ÙJF K ð ì�êVô cé ð i ì î � íYé ð é UKêVë é	ï ö0êVì �
||ω||2 + |u|21 ≤ c||f ||2 ï�Ø�ÙJF�ö�ð

2T Ñ�ÐVU=ÎXWZYpÑ3Ò3Ó�ÔrÓ�Õ ¬%ÖOç��½�IÖOçl� ì þ��RÖ	×��yeÖOèS� ì ê'éCê í é��½�IÖ í ç��Lþ�Ö�× �
u
^
p
ú�é�� + 4Cç ì 7�Lþ�Ö�× �[) âTæ,+ - 7/) âTæ ´.- ì ç ù �IÖ í ç ��þ�Ö�×�� u∗

é��
p∗
ú�é�� + 4Cç ì �Lþ�Ö�×��Aú�éd¬ ì�6 þ éCê�7 à �RÖ	:�é��5×sÖ�×�7í þ�× +'ì þ�ê,é��X�RçSþ 6�ì ×��>é)��2

−∆u∗ + (u∗ · ∇)u∗ +∇p∗ = f

∇ · u∗ = 0\ ×��Rþ�èS� í é� ì�í Cç í ×sÖOç��AèkÖ�×���ê'é�4CçGéD×sÖOç�� ì�6 Ö�×��Té8×�� ì þ��H2
u∗ = u

p∗ = p+
1

2
||u||2eÖ^] ||.||e é��8� í�ì ×sÖOêCè�éZéRç� í þ úOþ�é8×=× étç��Rç�é í�í é æ

��é)Rþ 6 þ�é�×��?ú�é)� ê,é í�ì �Lþ�Ö�×��z�RçSþ 6�ì ×��>é��*2
−∆u = ∇s × (∇× u ) +∇ (∇ · u)

(∇× u )× u = (u · ∇)u +
1

2
∇||u||2e
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� ��������� Ê

� h�iSjA� k Ì j � � ËmlZnZl ��� �ol jA���

p �I� �s���C�F &¡|¢|£��F¤� *���
; ê�ðóò ïfî�ïeî ìlô ø îQcD÷�� ò(ê ïf÷�iQcfîQc $ é ö ïeîQcDø=é ì c1í0î&ñe÷�é ò�ö ï ë îlïPD Ë QUð ù ö í ò î ô ï ò éX
ë é3qYï ë î URô ø ö ñ ö î ô ü3ø î�ñ)÷ êVö c ö0ëSô�ì î�é ô ï ë î $�ê�ëwð î õ�ö í ö0ì ýOé ö0ë î�ø�î�ø ö ��î ë ÿVî ì ñ�î�ø ö ceñ ë i�ïeî ùì�ê ïfýQî ò é ë í�é�c ô�ö ïeî

b̃h(., .)
Ù

Ü êVô czñ êVðóð î ìsr�êVì c ò é ë ø ý�û ì�ö0ë ñ�î�ïfïfî ì�êVô �!î�í�í0î $�êVëfð î õ�ö í ö0ì ýOé ö0ë î�ø î%í�é $ é r�êVìc ô�ö �Vé ì ïeî��
b̃h(vh, qh) = bh(vh, qh) ∀vh ∈ Xh ,∀qh ∈

(
M0

h +M1
h

)
∩ L2

0

b̃h(vh, qh) =
∑

K

|K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇qh(Gfi),vh(fi)) ∀vh ∈ Xh ,∀qh ∈Ma
h ∩ L2

0

êV¶
fi

îQcwï5íYé $ éVñ�î êVò�ò(ê cfý%é ô c ê�ðóð î�ï
i
ø î1í�� ýQí�ý ð î ì ï

K
Ù

p �e¥ t �F %©|�n¤Cu?�vu5¬¯�
@9í ì�ê�ô c $ é ô ï ë îIø ý ðóêVì ï ë î ë ñ�î ë ï�é ö�ì cGïe÷ ý ê�ë i ð îQc ò(êVô�ë c&�'é�cec ô�ë î ë ú ô î�ñ�î8ïfïeî ì�ê�ô 
�!îQí0í0î $�êVëfð î õ�ö í ö0ì ýOé ö�ë îDc�é	ï ö c $ é ö ï5í0îQc5ñ ê�ì ï ë é ö0ì ïeîQc�é	ïfïeî ì ø ô îQcIÙ

w ¿��H¿�Â xuÉGÆ¯È Ç�Æ?��Ç9È�Äy�SÆSÇ�zeÉ��=�{!G¿
Ø ö0ì c ö ù ì�êVô c¯ñ ê�ð�ð î ì ñ�î ëwê�ì c ò é ë ý ì�ê�ì ñ�î ë í0îTïe÷�ý ê�ë i ð î�ø�� ô�ì�ö|$�ê�ëwð î�ñ ê�ì ï ö�ìlô�ö ïfýc ô�ö �Vé ì ï:�

���Bî
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Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ%�kÓ�'<Ó�Õ ~ ì �QÖOêRè§é!ýCþ í þ�× +'ì þ�ê,é

b̃h(., .)
é)�8�P)Ö	×��Lþ�×�ç�éG�RçSê

Xh×(Mh ∩ L2
0)
æx¬í çl�Zé ù ì ��=éCè§é8×=��^�þ í é ù þ��8�>étç�× é�)Ö�×���� ì ×��>é

c
^�þ�×�ú + ��é8×�ú ì ×=�>éZúOçó� ì �ZúOç`è ì þ í�í ìI� é

h
^��>é í�í é�4Cç�é íwv Ö�× ì þ��H2

∀vh ∈ Xh ,∀qh ∈
(
Mh ∩ L2

0

)
|b̃h(vh, qh)| ≤ c||vh||h||qh||

ï�Õ�Ù K ð
Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ý àKâpã	ä�Û	åVæçÜ�è@9ínî�cfï ö�ì�ô ï ö í�î�ø î�ø ý ðóêVì ï ë î ë í�� ô�ì�ö|$�êVëfð î�ñ êVì ï ö0ì�ô�ö ïeý�c ô�ë

Xh × (M 0
h +M1

h) ∩ L2
0ñIé ë c ô�ë ñ8î�ï5îQc ò é_ñ�î ù í�é $�êVëfð î õ ö í ö0ì ýOé ö0ë î

b̃h(., .)
ñ ê1��ì ñ ö ø î%é&��îIñXí�é $�êVëfð î

bh(., .)
Ù

> êVö ï�ø êVì ñ
qah

ô�ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô î%ø î Ma
h ∩ L2

0

ÙGÜ ê�ô c ë î ð é ë ú ô�êVì cSé�í êVë cú ô î*íYékø ö0B ý ë î ì ñ�î
D(K)

c ô�ö �Vé ì ïeî*îQcwï ö�ì ��é ëfö é õ í�î ò(êVô�ë ï ê�ô ïXé URê�ô ïzø�� ô�ì �!îIñ8ïfî ô�ë
c
ñ ê�ì cwï�é ì ï:�

D(K) :=

∫

K

∇qah · vhdΩ − |K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇qah(Gfi),vh(fi))

× é ë]ò é_cfc)é_ÿVî � í��·ýQí0ý ð î ì ï�ø î ë ý $ ý ë î ì ñ�î
K̂
� í��'é ö ø îTø îHíYé�ï ë é ì c $�êVëfð é	ï ö0êVì é Nóì î

F−1
K ù ì�êVô c5é&� ê�ì cNí�îQc ð é UKêVë é	ï ö0ê�ì cHc ô�ö ��é ì ïfîQc ù ñ êVðóò ïfîzïeî ì�ô ø îXí��·ý ú ô�ö ��é�í0î ì ñ�îDø îQcì�êVëfð îQcTî ì ø ö�ð î ì c ö0êVì û ì�ö î��

|D(K)| := ||K|
∫

K̂

B−TK ∇̂q̂ah · v̂hdΩ − |K|
4

4∑

i=1,bfi 6⊂∂Ω

(B−TK ∇̂q̂ah(Ĝbfi), v̂h(f̂i))|

≤ c|K| ||B−1
K || |q̂ah|1,K̂ inf

c∈R3
||v̂h − c||0,K̂

≤ c|K| ||B−1
K || |q̂ah|1,K̂ |v̂h|1,K̂

≤ c|K| ||B−1
K || ||q̂ah||K̂ |v̂h|1,K̂ê�¶

c
îQcwï ô�ì îDñ êVì cwï�é ì ïeî ö0ì ø ý ò î ì ø=é ì ïfî*ø ôtò é�c5ø ôtð é ö í0í�é�ÿVî

h
Ù

R ì û ì ù î ìkë î ò é�cec)é ì ï � í�� ýQí0ý ð î ì ï
K

� í��´é ö ø îzø�î�í�é1ï ë é ì c $�ê�ëwð é	ï ö0ê�ì é N&ì î
FK ùì�êVô cHï ëfêVô � êVì c�é ô û ì é�í��

|D(K)| ≤ c|K|| det(B−1
K )| ||B−1

K || ||BK || ||qah||K |vh|1,K
Ü êVô c êVõ ïeî ì�ê�ì c�ø ê�ì ñXíYé ð é UKêVë é	ï ö0êVì �

|D(K)| ≤ c||qah||K |vh|1,K



J4�J�O��g�a Ä8g�afc�³*b]³�È�� �1F K
R ì c êVðóð é ì ïTc ô�ë í0îQc5ý�í�ý ð î ì ïec

K ù ì�êVô cSé�� êVì cTýC� ö ø î ð�ð î ì ï:�

|
∫

Ω

∇qah · vhdΩ −
∑

K∈Th

|K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇qah(Gfi),vh(fi))| ≤ c||qah|| ||vh||h

> étñ êVì ñ�í ô c ö�êVì ø ô ïe÷�ý êVë i ð îké ò�ò é ë é3q�ï�ø êVì ñ ì é�ï ô�ë îQí0í0î ð î ì ï%î ì�ë î ð é ë ú ô é ì ïú ô î��
|
∫

Ω

∇qah · vhdΩ | ≤ c||qah|| ||vh||h
2

T Ñ�ÐVU=ÎXWZYpÑ%�/Ó('<Ó�Õ áRí é��8� +9��ì�í éCè�é8×�� +86 þ ú�é8×��:ú�é 6V+ êRþ�$�éCêS4Cç�é í�ì �QÖOêRè§érýCþ í þ�× +'ì þ)ê'é
b̃h(., .)

6V+ êRþ�$�é í�ì )Ö�×�úOþ��Lþ�Ö�×mú v ç�×�þ��QÖWêCè�é�)Ö�×��Lþ�×�çSþ�� + �RçSþ 6�ì ×��>é�2
∃c 6= c(h) | ∀qah ∈Ma

h ; ∀vh ∈ Xh ; |b̃h(vh, q
a
h)| ≤ c|qah|1||vh||

w ¿��H¿�� ���O! � ÇE�Z�O!oxuÉ�Æ*�SÇ�È�ÇRÉ�Æ Ç�Æ*z��G���*��¿
Ü êVô cké ô�ëfêVì c õ îQc ê�ö0ì ø�� ô ï ö í ö cfî ë ø=é ì c&ñ�î�ïwïeî|cfîIñ8ï ö0êVì ù í��·î�c ò é_ñ�îS�!îQñ8ï êVëfö îQí Xt

h ùø ý�û ì�ö ø=é ì cNí�îXñ)÷�é ò�ö ï ë î�ïPD Ë QUð8Ù�Ø ô cfc ö ù ò é ë c êVô ñ ö cTø îXñ�íYé ë ïeý ù ì�ê�ô c ë é ò�ò îQí0í�î ëwê�ì cö ñ ö c�é�ø ý�û ì�ö ï ö0êVì �

Xt
h := {vh ∈ Xh | vh(xf ) · nf = 0 ∀f}

êV¶
f
ø ýQc ö ÿ ì î ô�ì î $ é_ñ�î%ø ôtð é ö í0í�é�ÿVî Th Ù

Ø í��'é ö ø î|ø î/ñ�î�ï�îQc ò é_ñ�î ù ì�êVô cóé�í0í êVì c�ø ý�û ì ö�ë í0î/c ê�ô c�
9îQc ò é_ñ�î���îIñ8ï êVëfö îQí
M1,p

hø î
Ma

h

��ñ8î%c êVô c�
9îQc ò éVñ�îDîQcwïSñ êVì cwï ö ï ô ý%ø î ðóê ø îQc�� ò é ë é�c ö ïfîQc^�zî ìAò�ë î�cec ö0ê�ì Ù × í ô cò�ë ýIñ ö cfý ð î ì ï ù ì�êVô cSé�� êVì cTíYé�ø ý�û ì�ö ï ö0ê�ì c ô�ö �Vé ì ïeî��
M1,p

h := {qah ∈Ma
h ∩ L2

0 | ∃q1
h ∈M1

h ∩ L2
0; ∀vh ∈ Xt

h; b̃h(vh, q
a
h) = b̃h(vh, q

1
h)}

T Ñ�ÐVU=ÎXWZYpÑ%�/Ó('<Ó�' ��é)Cþ��Rþ � ×�þ�$¬é¯�Rþ�è�� í éCè�é8×��C4CçGé í é¯�IÖOçl�87@é��9� ì 'é 6 é)��RÖWêCþ é í
M1,p

hé��8�¬ú�é´úOþ�è�é8×��Rþ�Ö�×
Ns

^¯Ö^]
Ns

é��8� í éX×sÖOè§ýCê,é1�RÖ�� ì�í ú�éS�IÖOèZè�é����´ú ì ×�� í é è ì þ í)í�ìI� é
Th
æ

T Ñ�ÐVU=ÎXWZYpÑ%�/Ó('<ÓYÔ ~ ì ê'é í�ì �Lþ�Ö	×`ú + $]×�þ��)� ì ×=�
M1,p

h

×sÖOç�� ì �)�RçSê,é +9�Uì�í éCè�é8×�� í ép� ì þ��4CçGé í ì ê,é í�ì �Lþ�Ö�×3�Rç«þ 6�ì ×=�>éZé��8� 6V+ êRþ�$ + é�2
q1,p
h ∈M1,p

h ⇔ ∃q1
h ∈M1

h | ∀f ⊂ Th ; ∇q1,p
h (Gf)× nf = ∇q1

h × nf
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Ö^]
f
ú + �Rþ � ×�é ç�×�éG� ì 'éVúOç`è ì þ í�í ìI� é Th æ}´éN� í ç��)^]×<ÖWç��¯�=ÖOç 6 Ö�×��7è&Ö�×��Lê,éCê*4Rç v þ í é ù þ��8�>éTú�éCç ù )Ö�×��8� ì ×��>é��

c0
é��
c1
þ�× ú + 7��é�×�ú ì ×��=é��Vú�é

h
�>é í)í é���4Cç�é�2

c0|q1
h|1 ≤ |q1,p

h |1 ≤ c1|q1
h|1~ ì èZþ�×sÖOê ì �Lþ�Ö�×S��êeÖ 6 þ é8×���ú�é í�ì )Ö�×�úOþ��Lþ�Ö�×Vþ�×O��7��RçO� 6V+ êRþ�$ + é��RçSê

(M1
h ∩ L2

0)×Xhú�Ö_� + � ê,é��9��é)���þ 6 éCè�é8×��?ú�é)�1×<ÖOêRè§é�� |.|1 é�� ||.|| é��?ú�é í�ì ê'éCè ì êe4CçGé�) T Ñ�Ð �5æ ` æ�+ - ^� ì ×�úOþ��k4RçGé í�ì è ì�� ÖOê ì �Lþ�Ö�× 6 þ�é8×��rúOçó� ì þ��z4Cç�éó�RÖOç � +ví0+ è§é�×��7ú�é
M1,p

h

6V+ êRþ�$¬é�ç�×�é)Ö	×�úOþ��Lþ�Ö�×oþ�×O��7��RçO�.�RçSê
Xt

h

ú!Ö_� + ú�é í ì ×<ÖOêRè�é ||.|| )	ú + èkÖ�× �8�Lê ì �Lþ�Ö�× ì × ìBí Ö � çGéA[
) Ê*Ë �ræ ` æ ´.-�- é��?ú�é í�ì �Rç=)'é��)�Rþ�Ö�×©ú v þ�× +9��ì�í þ�� + �X�RçSþ 6�ì ×��>é)��2

β|q1,p
h |1 ≤ sup

vh∈Xt
h

b̃h(vh, q
1,p
h )

||vh||

≤ sup
vh∈Xt

h

b̃h(vh, q
1
h)

||vh||

≤ sup
vh∈Xh

b̃h(vh, q
1
h)

||vh||
≤ α|q1

h|1Ü êVô cSé�� êVì c�é_í êVë c5í0îXïe÷ ý ê�ë i ð î1c ô�ö ��é ì ï:�
Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ%�kÓ�'<Ó(' à ÖOþ��

qah
ç�× +Jí0+ è§é8×��F4RçGé í )Ö	×<4CçGé5ú�é

M1,p
h

æzà ÖOþ��
Na

í éN×<ÖOè�ýCê'éú v ì ê����>é��VúWç`è ì þ í�í ìI� é Th é��
Ns

í éD×sÖOè§ýCê,éZú�é1�IÖOèVè§é����Tú�é Th æ&à ÖOþ�� aij í é�)Ö�é��)7$¯Cþ�é8×���ú�é
qah

�RçSê í�v ì ê����>é
[ij]

ú�é5�IÖOèVè§é8���
i
é��
j
ú ì ×�� í�ì ý ì �Pé ì �)�IÖICþ + é1[ íwv é��9� ì 'é

Ma
h

æeâ7í ÖOê��)^|þ í é ù þY�8�>é Ns
)Ö�é��.Cþ�é8×=���

ai
�=é í ��4Cç�é

aij = ai + aj ∀i, j 6= i
ï ÕSÙ'��ð

Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ý àKâpã	ä�Û	åVæçÜ�è
× é ë ø ý�û ì ö ï ö�êVì ø î1í��·îQc ò é_ñ�î

M1,p
h ù ì�ê�ô c�é�� êVì c5íYé ë îQíYé�ï ö�êVì c ô�ö �Vé ì ïfî��

∃q1
h ∈M1

h ∩ L2
0 | ∀vh ∈ Xt

h;
∑

K

|K|
4∑

i=1

(∇qah(Gfi),vh(Gfi)) = (∇q1
h,vh(Gfi))

> êVö ï ð é ö0ì ïfî ì é ì ï ô�ì ýQí�ý ð î ì ï
K ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô î�û ü ý�ø ôyð é ö í�íYé�ÿ�î Th î�ï

f
ô�ì î

$ éVñ�î ú ô îQí�ñ êVì ú ô î%ø�î K Ù ×�ë î ì�êVì cTî ì c ô�ö ïeî ù ô�ì �!îIñ8ïfî ô�ë vh
ø î

Xt
h

��ý ëfö û(é ì ï:�
vh(Gf) = τ

vh(Gf̃) = 0 ∀f̃ 6= f
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êV¶

τ
î�cfï ô�ì �!îIñ8ïfî ô�ëTô�ì�ö ï�é ö0ë î ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô î ò é ë é_í0í0iQí0î � íYé $ é_ñ�î f Ù

× é ë ñ ê�ì cfý ú ô î ì ï ù ì�êVô c�é&� ê�ì cTíYé ë î�í�é	ï ö0êVì �

∇qah(Gf)× nf = ∇q1
h × nfÛ�ýQc ö ÿ ì�êVì c ò é ë

ai
í0îQc

Ns
ñ ê î N ñ ö î ì ïfc?ø îTí�é $�ê�ì ñ�ï ö0ê�ì

q1
h

Ù > �·ýQÿ!é�í ö ïeý ò�ë ýIñ�ýIø î ì ïfîì�ê�ô cSé ô ï êVëfö ceî%é�í êVë c � ýIñ ëfö0ë î1í�� ýQÿ!é_í ö ïeýDc ô�ö �Vé ì ïfî��
aij − ai − aj = cste; i 6= j

êV¶
i
î�ï
j
ø ýQc ö ÿ ì î ì ï�ø îQc5c êVðóð î�ïecTø î1í�é $ é_ñ�î

f
Ù

× é ë ñ ê�ì ceý ú ô î ì ï ù ò(ê�ô�ë ï ê�ô ïfî $ é_ñ�î f ø îXí�� ýQí�ý ð î ì ï
K ù ì�êVô c êVõ ïeî ì ê�ì cHí�� ý ú ô é3
ï ö0ê�ì �

aij − ai − aj = cste; i 6= jêV¶ ñ�î�ïfïfî $�ê�ö c
i
î�ï
j
ø ýQc ö ÿ ì î ì ïSø�îQc5c êVðóð î�ïec ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îQc�ø î1í��·ýQí0ý ð î ì ï

K
Ù

R ì î B îIñ8ï ô é ì ï]í0îQc ð @ ð î�c ð é ì�ö0ò�ô í�é	ï ö0êVì c�c ô�ë ñe÷�é ú ô îNýQí0ý ð î ì ï
K

ø ô�ð é ö í0íYé_ÿVî
Th ù ì�êVô c ê�õ ïfî ì�ê�ì c:�

aij − ai − aj = cste; i 6= jêV¶ ñ�î�ïfïfî $�ê�ö c
i
î�ï
j
ø ýQc ö ÿ ì î ì ïSø�îQc5c êVðóð î�ïec ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îQc�ø î Th Ù

@9í�c ôON ï/î ì c ô�ö ïeî3ø î ò(ê cfî ë
ai := ai + cste

2

î�ï/ñ�î ò(êVô�ë ï ê�ô ïkc êVðóð î�ï
i
ø ôð é ö í0íYé_ÿVî ò(êVô�ë ñ ê�ì ñ8í ô�ë î�Ù

2

� ì î $�êVö c&ø ý�û ì ö cóí0îQc ð�ê ø îQc%� ò é ë é�c ö ïeîQc^�kî ì{ò�ë îQcfc ö0ê�ì ù ì�êVô cké�í0í êVì c ò(êVô � êVö�ëñ)÷ êVö c ö0ë&ô�ì c êVô c5
9îQc ò é_ñ�î��!îIñ8ï ê�ëwö î�í�ø î
Ma

h

ñ ê�ð�ò é�ï ö�õ í0î3é&��îIñ
M1

h

é ô cfî ì ckø îAíYéñ êVì ø ö ï ö�êVìáö�ì=$ 
Rc ô�ò c ô�ë
Xt

h

Ù?Ø ö0ì c ö ù ì�êVô ctø ý�û ì�ö cfc ê�ì c � í��´é ö ø îuø îyí�é ë î ð é ë ú ô îï T Ñ�Ð ÕSÙ'��ÙJF�ð ù í�î1c êVô c5
9îQc ò é_ñ�î~��îIñ8ï êVëfö îQí Ma
h/M

1,p
h

ñ ê�ðóð î1c ô�ö ï7�

Ma
h/M

1,p
h := {qah ∈Ma

h |
∑

K

|K|
4∑

i=1

(∇qah(Gfi)×nfi,∇q1
h×nfi) = 0 ∀q1

h ∈M1
h}

êV¶
i
îQcwï ô�ì c êVðóð î�ï ú ô îQí�ñ êVì ú ô î5ø îHí��·ý�í�ý ð î ì ï

K ù fi í�é $ é_ñ�î êVò�ò(ê cfýQî�é ô c êVð 
ð î�ï
i
ø=é ì c

K ù Gfi

í0î õ é ë � ñ�î ì ï ë î�ø î
fi

î�ï
nfi

í0î:�!îIñ8ïfî ô�ëSì�ê�ëwð é_í �
fi

ô�ì�ö ï�é ö�ë îî�ï5î8ü�ïfý ëfö î ô�ë �
K
Ù
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2 êVôVUKêVô�ë ctc êVô ctí��·÷	� ò(ê ïf÷�iQcfîoï�� Q=Ù�Q=Ù K ðkø ê�ì�ì ý�î�ø=é ì ctí0î�ñe÷�é ò�ö ï ë îoïPD Ë Q«ð ùì�êVô c�é�� êVì c�é�í êVë c ô�ì ïe÷ ý ê�ë i ð îTø ý ðóê�ì ï ë é ì ï�í��·î8ü ö cwïeî ì ñ�î5ø�� ô�ì îTñ êVì ø ö ï ö0ê�ì ø îNïE� ò îÕ?é õd�ô c Ö é3
 Õ ë îJ÷v÷ ösô�ì�ö|$�êVëfð î ò(êVô�ë ñ�î�ïfïfî ì�ê�ô ��îQí0í�î $�ê�ëwð î õ�ö í ö�ì ýIé ö0ë î�Ù

Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ%�kÓ�'<Ó�Ô à ÖOç�� íwv �Uü��=Ö_��� o �Pé�) �  �æ¡ �æ,+ - ^ í ì �QÖWêCè�émýCþ í þ�× +'ì þ�ê,é
b̃h(., .)� ì �Lþ���� ì þ���ç�×�é )Ö�×�úOþ��Lþ�Ö�× ú�é �Lü)��é �5ì ý ¢ç��): ì 7 � ê,é�£�£CþD�RçSê íwv é��9� ì 'é|��êeÖ�úOç«þ��
Xt

h ×(
(Ma

h/M
1,p
h ) +M1

h

)
∩ (∪KL2

0(K))
æ�x!í ç��S��ê + Cþ�� + è§é8×=��^?þ í é ù þ��8�=é�ç�×�é/)Ö	×��8� ì ×=�>é

c
þ�× ú + ��é8× ú ì ×��>éVúOç�� ì �VúWç`è ì þ í�í ìI� é

h
�>é í�í é�4CçGé íwv Ö�× ì þ��H2

∀qh ∈
(
(Ma

h/M
1,p
h ) +M1

h

)
∩
(
∪KL2

0(K)
)

sup
vh∈Xt

h

b̃h(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

ï�Õ�ÙJF�ð
Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ý àKâpã	ä�Û	åVæçÜ�è> îGø ý õ�ô ïCø îGñ�î�ïfïfî�ø ý ðóê�ì cwï ë é	ï ö0ê�ì îQcwï ö ø î ì ï ö ú ô î � ñ�îQí�í0î ë ýIé_í ö ceýQî ò(êVô�ë í�î]ïe÷�ý êVë i ð îï Ê�Ë Q=Ù�Q=Ù´��ð ù ï�é ì ïnî�ïnc ö�õ�ö î ì ú ô î ì ê�ô c êVõ ïeî ì ê�ì c ù î ì ÿlé ë ø=é ì ïní0îQc ð @ ð îQc ì�ê ï�é	ï ö0êVì c

ú ô îDø=é ì cTí�îDñ)÷=é ò�ö ï ë î§ïPD Ë QUð4�

I(K) =
|K|
4

4∑

j=1,fj 6⊂∂Ω

vh(Gfj) ·
(
∇qah(Gfj) +∇q1

h

)

é��!îIñ
K

ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQíYñ êVì ú ô î|û ü ýtø ô�ð é ö í�íYé�ÿ�î Th ù fi í�é $ é_ñ�î êVò�ò(ê ceý�î3é ôc êVðóð î�ï
i
ø î
K
Ù

@ ðóò(ê c êVì cSé�í ê�ë cSé ô �!îIñ8ïeî ô�ë
vh

ø î¤�!ý ëwö û=î ë íYé�ñ ê�ì ï ë é ö0ì ïeî1c ô�ö �Vé ì ïeî��
vh(fi)× nfi = h2

−
(
∇qah(Gfi) +∇q1

h

)
× nfi 1 ≤ i ≤ 4, fi 6 ⊂∂Ω

vh(f) = 0 ∀f ⊂ ∂Ω

é��!îIñ
h− := minK(hK)

Ù
M5é ò�ò îQí êVì c ú ô î ò é ë ÷�� ò(ê ïe÷�iQcfî ù ö í�î8ü ö cfïfî ô�ì î5ñ êVì cfï)é ì ïeî σ > 0

ö�ì ø ý ò î ì ø=é ì ïeîø î Th ïfîQí0í�î ú ô î��
h− ≥ σhê�¶

h
îQcwï5í0î ò é_c5ø î Th Ù
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R ì c ô�ö ïeî ù ö í ì�êVô c�c ôON ï&ø�� ô ï ö í ö cfî ë íYé,ø�ý�û ì�ö ï ö0ê�ì ø î½í�� îQc ò éVñ�î

Ma
h/M

1,p
h

î�ï�í�îë ýQc ô í ï�é	ï�ø ô í�î ðóð î�ï�¥ Ñ�Ð ÐuÑ Q�ÙAQ�Ù K ð ù é�û ì ø�� ê�õ ïfî ì�ö0ë �
∑

K

I(K) ≥ c
∑

K

h2
K

(
|qah|21,K + |q1

h|21,K
)

î ì é���é ì ï ë î ð é ë ú ô ýNé ô*ò�ë ýOé�í�é õ í0î ú ô � ö í�î8ü ö cwïeî ô�ì î?ñ êVì cwï�é ì ïeî c1

ö0ì ø ý ò î ì ø=é ì ïeîø î
h
ïfîQí�í0î ú ô î h2

− ≥ σ2h2 î8ï ú ô î h2 ≥ h2
K

Ù
@9í ì�ê�ô c*c ôON ï�é�í êVë c�ø î ò�ëwê ñ�ýIø�î ë ñ ê�ðóð îkí ê�ë c�ø ô ïe÷�ý êVë i ð îßï Ê*Ë Q�ÙAQ�Ù'��ðDø ôñ)÷�é ò�ö ï ë î�ïED Ë Q«ð ò(ê�ô�ëTò(êVô � êVö�ë ñ ê�ì ñ�í ô�ë î�Ù

2

Û�iQcSí êVë c ù ì�êVô c ò(êVô � êVì c�ï êVô ïzñ êVðóð î*ø�é ì c�í�î*ñ)÷�é ò�ö ï ë î¤ïED Ë QUð ù î ì ø ýQø ô�ö�ë îí�� î8ü ö cwïeî ì ñ�îXø�� ô�ì îXñ êVì ø ö ï ö0ê�ì ø î�ï�� ò îAÕNé õd�ô c Ö é3
 Õ ë îv÷J÷ ö c ô�ë?ì�ê ï ë îSîQc ò éVñ�îzî ì½ò�ë îQc�
c ö�êVì ñ ê�ðóò í�î�ïIÙGÜ ê�ô cSé�� êVì c5ø êVì ñ1í0îXïe÷�ý êVë i ð î1c ô�ö �Vé ì ï:�
Ê�ËpÌlÍ(ÎOÏ�ÐuÑ¦�kÓ�'<ÓL§ ~ ì �QÖOêRè�éVýCþ í þ�× +'ì þ)ê'é

b̃h(., .)
� ì �LþY��� ì þ��|ç�×�é�)Ö�× úOþ��Lþ�Ö�×mú�é1�Lü���é�5ì ýv¢çl�): ì 7 � ê,é�£�£Cþ��RçSê í�v é��9� ì ,é���ê)ÖPúOçSþ��

Xh ×Mh
æ(x¬í çl����ê + Cþ�� + è§é8×=��^&þ í é ù þ��8�>é�ç�×�é)Ö�×��8� ì ×��>é

c
þ�×�ú + ��é�×�ú ì ×��=éZúWç�� ì �TúOç`è ì þ í)í�ìI� é

h
�>é í�í é�4Cç�é íwv Ö	× ì þ��N2

∀qh ∈Mh ∩ L2
0 sup

vh∈Xh

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

ï ÕSÙAQUð
ì�6 é)

Mh :=
(
M0

h +M1
h +Ma

h/M
1,p
h

)
∩ L2

0

w ¿��H¿�Á ± ! ¨sÉ�Æ*�*!oxuÉGÆ��SÇ�È ÇKÉ�Æ Ç�Æ*z��G�#����¿
Øv�Vé ì ï�ø��´é õ(êVë ø î ë íYézc ô�ö ïeî ù ì�ê�ô c�ø îC� ê�ì c�ýQÿlé�í0î ð î ì ï�ø ý ð�ê�ì ï ë î ë]ô�ì îTñ êVì ø ö ï ö�êVìö�ìO$ 
9c ô�ò c ô�ëSô�ì é ô ï ë î�ñ êVô�ò í0î�ø�� îQc ò éVñ�î�î ìyò�ë îQcfc ö0êVì ÙsØ ö0ì c ö ù ì ê�ô cXø ý�û ì�ö cfc êVì c ô�ìé ô ï ë î ðóê ø î�� ò é ë é�c ö ïfî��Sî ìtò�ë î�cec ö0ê�ì ù ì�ê ïfý M1,c

h

î�ï5ø ý�û ì�öPò é ë �
M1,c

h := {qah ∈Ma
h ∩ L2

0 | ∃q1
h ∈M1

h ∩ L2
0; ∀vh ∈ Xh ; b̃h(vh, q

a
h) = b̃h(vh, q

1
h)}

Û�î ð é ì�ö i ë î�ï êVô ï � $ é ö ï�é ì é�í ê ÿ ô îTé ô ñIé_c ò�ë ýIñ�ýQø î ì ï ù ì�êVô c]ø ý�û ì�ö cfc êVì cní0î?c êVô c5
îQc ò éVñ8î��!îIñ8ï ê�ëwö î�í
Ma

h/M
1,c
h

ñ êVðóð î ô�ì c ô�ò ò í�ý ð î ì ï�é ö0ë î ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îNø î M1,c
h

ø=é ì c
Ma

h

Ù
Ü êVô c òsêVô � ê�ì c�é_í ê�ë c5ý ì�êVì ñ�î ë í0îXïe÷�ý êVë i ð î1c ô ö �Vé ì ï:�
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Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ%�kÓ�'<Ó(© à ÖOç�� íwv �Uü��=Ö_��� o �Pé�) �  �æ¡ �æ,+ - ^ í ì �QÖWêCè�émýCþ í þ�× +'ì þ�ê,é

b̃h(., .)� ì �Lþ���� ì þ���ç�×�é )Ö�×�úOþ��Lþ�Ö�× ú�é �Lü)��é �5ì ý ¢ç��): ì 7 � ê,é�£�£CþD�RçSê íwv é��9� ì 'é|��êeÖ�úOç«þ��
Xt

h ×(
(Ma

h/M
1,c
h ) +M1

h

)
∩ (∪KL2

0(K))
æsx¬í ç�����ê + Rþ�� + è�é8×���^þ í é ù þ��8�>é5ç�×�é1)Ö�×��8� ì ×��>é cþ�×�ú + ��é8× ú ì ×��>éVúOç�� ì �TúOç`è ì þ í�í ìI� é
h
�>é í)í é�4Cç�é íwv Ö�× ì þ��H2

∀qh ∈
(
(Ma

h/M
1,c
h ) +M1

h

)
∩
(
∪KL2

0(K)
)

sup
vh∈Xt

h

b̃h(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

ï�Õ�Ù'��ð
Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ý àKâpã	ä�Û	åVæçÜ�è

> êVö ï
qh

ô�ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô î�íYñ êVì ú ô î5û ü ýSø î (Ma
h/M

1,c
h ) +M1

h

Ù × é ë ø ý�û ì�ö ï ö0êVì ø î�ñ�î�ïîQc ò é_ñ�î ù ö íPî8ü ö cwïeî ô�ì ýQí0ý ð î ì ï
qah

ø î
Ma

h/M
1,c
h

î�ï ô�ì ýQí�ý ð î ì ï
q1
h

ø î
M1

h

ïfîQí0c ú ô îì�êVô c ò�ô�ö cfc ö0ê�ì c5ýQñ ëfö0ë î��
qh := qah + q1

hh ë ø��'é ò�ë iQcHí0îQcTø ý�û ì�ö ï ö�êVì c5ø î
Ma

h/M
1,p
h

î8ï
M1,p

h

ø ý�û ì�ö c5ø=é ì cHí0î ò é ë é�ÿ ë é ò ÷�îò�ë ýIñ�ýIø î ì ï ù ö í î8ü ö cfïfî ô�ì ýQí0ý ð î ì ï
q̃ah

ø=é ì c
Ma

h/M
1,p
h

î�ï ô�ì ýQí0ý ð î ì ï
q1,p
h

ø=é ì c
M1,p

hïfîQí0c ú ô î ì�êVô c�é&� ê�ì c7�
qah := q̃ah + q1,p

hÛ�iQc�í êVë c ù íYé $�êVëfð î õ�ö í ö�ì ýOé ö0ë î
b̃h(., .)

cfî ë ýIø ô�ö ï ò(ê�ô ë
qh

î�ï ô�ì ýQí0ý ð î ì ï
vhú ô îQíYñ ê�ì ú ô î%ø î Xt

h

�

b̃h(vh, qh) = b̃h(vh, q̃ah + q1,p
h + q1

h)

;?î ò î ì ø=é ì ï ù ì�ê�ô c�c�é�� êVì c ú ô îkc ô�ë í��·î�c ò é_ñ�î��!îIñ�ï ê�ëwö îQí
Xt

h ù ï ê�ô ï�ýQí0ý ð î ì ï�ø î
M1,p

h

�!ý ëwö û�î1í�� ýQÿlé�í ö ïfýDc ô�ö �Vé ì ïeî��
∀q1,p

h ∈M1,p
h ∃q̃1

h ∈M1
h | ∀vh ∈ Xt

h b̃h(vh, q
1,p
h ) = b̃h(vh, q̃1

h)× é ë ñ êVì cfý ú ô î ì ï ù ì�êVô c ò(êVô � êVì c5ýIñ ëwö�ë î��
b̃h(vh, qh) = b̃h(vh, q̃ah + q̃1

h + q1
h)

@9í]c ôON ïDé�í êVë c1ø î ë î ò�ë î ì ø ë î�í�é/ø ý ðóêVì cwï ë é	ï ö0êVì ø ô ïe÷�ý êVë i ð îÞï Ê*Ë ÕSÙ'��ÙJF�ð�î8ïø�� ô ï ö í ö cfî ë î ì ï ê�ô ïfî&û ì í�� ö0ì ýQÿ!é�í ö ïeý
a2 + b2 ≥ 1

2
(a + b)2 é ö�ì c ö ú ô î&íYé ë î ð é ë ú ô îï T Ñ�Ð Õ�Ù'��ÙJF�ð ò(ê�ô ë5ò(êVô � êVö0ë ñ ê�ì ñ�í ô�ë î�Ù

2

Ü êVô c¯é�� êVì c�é�í êVë c�ýC� ö ø î ðóð î ì ï ô�ì îTñ êVì ø ö ï ö0êVì ø îNï�� ò î�Õ?é õd�ô c Ö é3
 Õ ë îJ÷v÷ ö�ò(êVô�ëí��·î�c ò é_ñ�î
Mh

ñ ê�ðóò í�î�ï:�



J4�J�O��g�a~�8g�afc�³*b]³�È�� �1F�ñ
Ê�ËpÌlÍ(ÎOÏ�ÐuÑ¦�kÓ�'<Ó«ª ~ ì �QÖOêRè�éVýCþ í þ�× +'ì þ)ê'é

b̃h(., .)
� ì �LþY��� ì þ��|ç�×�é�)Ö�× úOþ��Lþ�Ö�×mú�é1�Lü���é�5ì ýv¢çl�): ì 7 � ê,é�£�£Cþ��RçSê í�v é��9� ì ,é���ê)ÖPúOçSþ��

Xh ×Mh
æ(x¬í çl����ê + Cþ�� + è§é8×=��^&þ í é ù þ��8�>é�ç�×�é)Ö�×��8� ì ×��>é

c
þ�×�ú + ��é�×�ú ì ×��=éZúWç�� ì �TúOç`è ì þ í)í�ìI� é

h
�>é í�í é�4Cç�é íwv Ö	× ì þ��N2

∀qh ∈Mh ∩ L2
0 sup

vh∈Xh

bh(vh, qh)

||vh||h
≥ c||qh||

ï ÕSÙQô�ð
ì�6 é)

Mh :=
(
M0

h +M1
h +Ma

h/M
1,c
h

)
∩ L2

0T Ñ�ÐVU=ÎXWZYpÑ%�/Ó('<Ó|§ ��é��hú�éCç ù ��� + ÖOê o è§é����IÖ	×��rþ�×�úOþ��9��é8×�� ì ý í é��X�=ÖOçSê½4CçGé í�ì ú + 7)ÖOè��=Ö	�Rþ��Lþ�Ö�×©ú�é
L2 4CçSþ]�RçSþ���^��IÖWþ��?é��rée��Lþ 6 éCè�é8×�� 6V+ êRþ�$ + é æ

w ¿��H¿,¬ ®!pÇ�����! ���O!y��Ä ¨sÉ��{�DÉ¯��Ç9È ÇRÉ�Æ��*!
L2 ¿

Ü êVô cké�í�í êVì c&ýQÿ!é_í0î ð î ì ïkø ý ðóêVì ï ë î ë ø î ô ü ïf÷�ý êVë i ð îQc ù c ö�ðóö íYé ö0ë î�c/é ô ü ïf÷�ý ê 
ë i ð î�c�ï Ê�Ë Q=Ù�Q=Ù´��ðTî�ï�ï Ê�Ë Q=Ù�Q�ÙQô�ð�ø ô ñ)÷�é ò�ö ï ë îhïED Ë Q«ð ù é_cfc ô�ë é ì ï ô�ì î ð î ö í0í�î ô�ë îø ýIñ êVðóò(ê c ö ï ö0êVì ø î
L2 ÙGØ ö0ì c ö ù ì�ê�ô c/ñ êVðóð î ì ñ8î ëfêVì c ò é ë ý ì�ê�ì ñ8î ë í�îAïf÷�ý êVë i ð îc ô�ö �Vé ì ï:�

Ê�ËpÌlÍ(ÎOÏ�ÐuÑ¦�kÓ�'<Ó�° à ÖWþ��
φ
ç�× +Jí0+ è�é8×��S4CçGé í )Ö�×<4Cç�éT$ ù + ú�é H4 ∩ L2

0

é��T�>é í 4RçGé
|φ|4

�IÖOþ��G×<Ö�×y×�ç í�æ�à ÖOþ��
Vφ

d

^ íwv é��9� ì 'é 6 é)��RÖWêCþ é í ú + $�×�þ<� ì ê�2
Vφ

d := {w ∈ L2 |
∫

Ω

w∇φ dΩ = 0;

∫

Ω

w∇qh dΩ = 0 ∀qh ∈M2
h ∩ L2

0}
â7í ÖOê)�)^z4Cç�é í 4Cç�é��IÖOþ��

vh
ú ì × �

Vh
^H×<ÖOü ì çjú�é í�ì ��ÖOêCè�é¤ýCþ í þ�× +'ì þ)ê'é

b̃h(., .)
^?þ íé ù þ��8�=étç�× 6 é)��>éCç«ê

vφd
ú�é

Vφ
d

�>é í 4Cç�é íwv Ö�× ì þ�� í�ì è ì�� ÖWê ì ��þ�Ö�×3�Rç«þ 6�ì ×=�>é�2
||vφd − vh|| ≤ c(φ)h2||vh||hÖ^]

c(φ)
× éZú + ��é�×�ú/4CçGéZú�é í�ì ��Ö�×<��Lþ�Ö�×

φ
æ

Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ýáà�âPã�ä�Û	åVæçÜ�è
> ê�ö ï ô�ì �!îIñ8ïfî ô�ë

vh
ø î

Vh ú ô îQíYñ ê�ì ú ô î1û ü ý�Ù
Û�iQc�í ê�ë c�î�ïGñ êVðóò ïeî?ïeî ì�ô ø îHíYézø ý�û ì�ö ï ö0êVì ø ô�ì�ê ��é ô ø î

b̃h(., .) ù ì�ê�ô c ò(ê�ô � ê�ì cýIñ ëfö0ë î��
∫

Ω

vh · ∇φ dΩ =

∫

Ω

vh · ∇q2
h dΩ −

∑

K

|K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇q2
h(Gfi),vh(fi))

+

∫

Ω

vh · ∇(φ− q2
h) dΩ ï�Õ�Ùòñ�ð



�GF�ö _AÅ5Å�}]°~} J4��_�Ç?b�a�}�±��8a5²%}.J�c>Æ c ÅS³<_4c�a�}��
ê�¶

q2
h

îQcfï ô ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îkø î�í��·îQc ò é_ñ�î9�!îIñ8ï ê�ëwö îQíGø îQc1ýQí�ý ð î ì ïecXû ì�ö c
P2

ø�î > é�ÿ ë é ì ÿ�î�Ù
R ì î B î�ï ù ö íNc ôON ïóø î ë î ð é ë ú ô î ë ú ô î|í0î|ÿ ë é_ø ö î ì ïóø�� ô�ì ý�í�ý ð î ì ï

q2
h

ø î
M2

hc&� ýIñ ëfö ïnñ ê�ðóð î¯íYéTc ê�ðóð î¯ø�� ô�ì ÿ ë é_ø ö î ì ïnø�� ô�ì ýQí�ý ð î ì ï
q1
h

ø�î
M1

h

î�ï]ø�� ô�ì ÿ ë é_ø ö î ì ïø�� ô�ì ýQí0ý ð î ì ï
qah

ø î
Ma

h

�

∇qah|K =
4∑

i=1

(ai∇λi + aii∇ (λi(2λi − 1))) +
4∑

i=1

∑

j>i

aij∇(4λiλj)

=
4∑

i=1

(ai + aii)∇λi +
4∑

i=1

∑

j>i

(4aij − 2aii − 2ajj)∇(λiλj)

ê�¶ ì�êVô c�é�� ê�ì c ë î ð é ë ú ô ý ú ô î λi = 1 −∑j 6=i λj
î�ï êV¶

K
îQcwï ô�ì ýQí0ý ð î ì ï

ú ô îQíYñ ê�ì ú ô î%ø ôAð é ö í0í�é�ÿVî Th Ù
> î�ø î ëwì�ö î ë ïfî ëfð î*ø�î*í��·î8ü ò�ë îQcfc ö�êVì ï�Õ�Ùòñ�ðHcfî%ï ë é ö ïeî*ø î%íYé ð @ ð î ð é ì�ö i ë î ú ô îí êVë c�ø îTí�éXø ý ðóêVì cfï ë é	ï ö0ê�ì ø ô ïf÷�ý êVë i ð î´ï Ê�Ë Q�ÙAQ�Ù'��ð ù c ö=õ�ö î ì ú ô î ì�ê�ô c êVõ ïeî ì�êVì c*�

|
∫

Ω

vh · ∇(φ− q2
h) dΩ | ≤ c(φ,Ω )h3||vh||h

2né ì ø ö c ú ô îXí0î ò�ë î ðóö î ë ïeî ëwð îzîQcwï ô�ì ïfî ëfð îXø�� î ëfë î ô�ë ú ô � ö í ì�êVô cHîQcwï ò(ê cec ö0õ í0îø�� ýC�Vé_í ô î ë Ù R ì î B î�ï ù ö í ì�êVô cXc ôON ï1ø î�ñ êVì cfï)é�ïfî ë ú ô î ò(êVô�ë ï ê�ô ïDé URê�ô ï1ø�� ô�ìyò(ê 
íL� ì µ ð î�ceñIé�íYé ö0ë î�ø î�ø îQÿ ë ý
1 ù ì�ê ïeý q1 ù î�ïSï êVô ï��!îIñ8ïfî ô�ë ñ êVì cfï)é ì ï c ù í�� î8ü ò�ë î�cec ö0ê�ìc ô�ö �Vé ì ïfî1îQcfï ö0ì �Vé ëwö é õ í0î��

∫

K

vh · ∇q2
h dΩ −

∑

K

|K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇q2
h(Gfi),vh(fi))e

× é ë ñ ê�ì cfý ú ô î ì ï¤ï ú ô�ö ïfïfî � ë îC��î ì�ö0ë � í��·ýQí0ý ð î ì ï*ø î ë ý $ ý ë î ì ñ�î
K̂

î�ï � ò�ëwê ñ�ý.
ø î ë ñ ê�ðóð î%í êVë czø�î*íYé&ø ý ðóêVì cwï ë é�ï ö�êVì ø ô ïe÷�ý ê�ë i ð î¤ï Ê�Ë Õ�Ù'��Ù K ð�ð ù ö íCî8ü ö cwïeî ô�ì îñ êVì cwï�é ì ïeî
c
ö0ì ø ý ò î ì ø=é ì ïeî%ø î

h
ïeîQí0í0î ú ô î��

|
∫

K

vh · ∇q2
h dΩ −

∑

K∈Th

|K|
4

4∑

i=1,fi 6⊂∂Ω

(∇q2
h(Gfi),vh(fi))e| ≤ c|φ|3,Kh2

K |vh|1,K
R ì c êVðóð é ì ï�c ô�ë

K
í�� î8ü ò�ë îQcec ö0êVì ñ ö 
Rø îQcfc ô c ò�ô�ö c�î ì�ë ý ô�ì�ö cec)é ì ï�í�îQcSø�î ô üAîQc�
ï ö�ð é�ï ö�êVì c ò�ë ýIñ�ýIø�î ì ïeîQc ù ì�êVô c êVõ ïeî ì ê�ì c5í0î ë ýQc ô í ï�é	ï5ý ì�êVì ñ�ý�Ù 2

R ì û ì ù ì ê�ô c�é�� êVì c5í0îDø î ëfì�ö î ë ïf÷�ý ê�ë i ð î1c ô�ö ��é ì ï:�
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Ê�ËpÌlÍ(ÎOÏ�ÐuÑ¦�kÓ�'<Ó«± à ÖWþ��

φ
ç�× +Jí0+ è�é8×��S4CçGé í )Ö�×<4Cç�éT$ ù + ú�é H4 ∩ L2

0

é��T�>é í 4RçGé
|φ|4

�IÖWþ��¯×<Ö�×,×�ç í�æ;à ÖOþ��
uh

é8�
ph

ú�éCç ù +Jí + è§é8×=����ú�é�^�ê'é�����é)��Lþ 6 éCè§é8×=��^
Xh

é��
Mh�IÖ í ç��Lþ�Ö�× �Vú�é�� + 4Cç ì �Lþ�Ö�×��Tú�é à �9Ö	:�é��N� ì ê���þ�Cç í þ o ê,é��X�Rç«þ 6�ì ×=�>é���2

ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = (∇φ,vh)

bh(uh, qh) = 0

ï�Õ�ÙQö�ð
Ö^]

vh
é��
qh

�IÖ	×��¬ú�é�� +ví0+ è§é�×����%4Cç�é í )Ö�×s4CçGé��´ú�é
Xh

é��
Mh

é��?Ö^]|×sÖOç�� ì�6 Ö�×��+9�Uì�í éRè§é8×��r�=Ö	� + 2
ah(uh,vh) := ν

∑

K

(∇uh,∇vh)K ∀uh, vh ∈ Xh
ï�Õ�ÙQî�ð

â7í ÖOê)�)^G×<ÖOç�� ì�6 Ö�× � í é��?��êeÖ)��êRþ + � + �Tú�éX�Rç	��éCêe)Ö�× 6 éCê � é�×<'éX�Rç«þ 6�ì ×=�>é���2
||uh||h ≤ c(φ)h4

||ph − φ|| ≤ c(φ)h2

Ö^]
c(φ)

× éZú + ��é�×�ú/4CçGéZú�é í�ì ��Ö�×<��Lþ�Ö�×
φ
æ

Ú*Û	ÜVÝPÞ=Üuß=Ýáà�âPã�ä�Û	åVæçÜ�è
> ê�ö ï

q2
h

ô�ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQí�ñ êVì ú ô î1û ü�ý%ø�î M2
h

Ù > êVö ï
Mφ

h

í��·î ì ceî ð*õ í0îDc ô�ö �Vé ì ï:�
Mφ

h := {qφh ∈ C0 | ∃q2
h ∈M2

h ; ∀K, ∃aK ∈ R |
qφh |K := q2

h|K + aKΠd
i=1λi; (∇qφh ,∇φ) = 0}

êV¶ í0îQc
λi

c ê�ì ï5í0îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c�ø î $�ê�ëwð îQc5ø ô
P1

c ô�ë í��·ýQí0ý ð î ì ï
K ù d í�é�ø ö0ð î ì 
c ö�êVì ø ôAò�ëwê�õ í0i ð îVÙ

; ê�ðóð î
uh

é ò�ò é ë ï ö î ì ï �
Vh ù ì�êVô c ò(ê�ô � ê�ì cTýIñ ëfö0ë î��

∑

K

∫

K

uh · ∇qφh =
∑

K

∫

∂K

qφhuh · n

=
∑

K

∫

∂K

q2
huh · n

=
∑

K

∫

K

uh · ∇q2
h

êV¶
n
îQcwï5í0î¤�!îIñ8ïfî ô�ëTô�ì�ö ï�é ö0ë î ì�êVëfð é_írî�ï5î8ü�ïfý ëfö î ô�ë �

K
Ù
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> êVö ï

Vφ
d ù í��·î�c ò é_ñ�î²��îIñ8ï êVëfö îQíHø ý�û ì�öNò é ë íYé ë îQíYé	ï ö0ê�ì c ô�ö �Vé ì ïfî ù ò(ê�ô�ë ï ê�ô ï qφhýQí0ý ð î ì ï�ø î
Mφ

h

�

Vφ
d := {w ∈ L2 |

∫

Ω

w∇φ dΩ = 0;

∫

Ω

w∇qφh dΩ = 0}

Ü êVô c�ñe÷ ê�ö c ö cfc êVì c5í0î~��îIñ8ïeî ô�ë
v
ø î

Vφ
d

ø ý�û ì�öPò é ë �
v := uh + α∇φ

α := −
∫

Ω
uh · ∇φ
||∇φ||2

Û�iQcSí ê�ë c ù ì�êVô cXé�� êVì cSí�î�c ë îQíYé�ï ö0ê�ì cSc ô�ö ��é ì ïfîQcXé&��îIñ%í��'é ö ø î�ø ô ïf÷�ý ê�ë i ð î¤ï Ê�ËÕ�Ù'��Ùòñ�ð4�
||v − uh|| = |α|||∇φ||

=
1

|φ|21
|
∫

Ω

uh · ∇φ dΩ |

≤ c(φ,Ω )h2||uh||h×FêVô�ë í��·îQcwï ö�ð é�ï ö0êVì î ì � ö ïfîQcecfî ù ö íPc ôON ï ú ô î ì�êVô c ò�ë î ì�ö0ê�ì c vh = uh
ø=é ì cTí�îQcý ú ô é�ï ö�êVì c�ø êVì�ì ýQîQc�ø�é ì cTí0î1ïf÷�ý ê�ë i ð î ò(êVô�ë ï ëwê�ô ��î ë �

||uh||2h =

∫

Ω

uh · ∇φ dΩ

=

∫

Ω

(uh − v) · ∇(φ− qφh) dΩ

Û�iQcNí êVë c ù í�� ô ï ö í ö c)é�ï ö�êVì ø�� ô�ì î ö0ì ýQÿ!é_í ö ïeýXø îSïE� ò î~;Hé ô ñ)÷���
 > ñe÷�ÝTé ë ï,÷ ù ì�êVô c ò î ë 
ð î�ï�ø�� ê�õ ïfî ì�ö0ë �
||uh||2h ≤ |φ− qφh |1||uh − v||

≤ (ch2|φ|3)(c(φ)h2||uh||h)
≤ c(φ)h4||uh||h@9í ì�ê�ô c ë îQcwïeî � ý�ï�é õ í ö0ë íYézñ êVì �!î ë ÿ�î ì ñ�îTî ì�ò�ë î�cec ö0ê�ì Ù ×Cê�ô�ë ñ�îQíYé ù ì�êVô c ô ï ö í ö c êVì cï ê�ô ï5ø��'é õ(ê�ë øtí�� ö0ì ýQÿ!é�í ö ïeý1ï ëfö é ì ÿ ô íYé ö0ë î%ñ8í�é�cfc ö ú ô î��

||φ− ph|| ≤ ||φ− q1
h||+ ||ph − q1

h||
≤ ||φ− q3

h||+ ||q3
h − q1

h||+ ||ph − q1
h||

ï ÕSÙ K õ�ð
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C0(K)

� �^Q K
êV¶

q1
h

îQcwï ô�ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô îXû ü�ý1ø î M1
h

î�ï
q3
h

ô�ì ýQí0ý ð î ì ï ú ô îQí�ñ êVì ú ô îû ü ýDø î
M3

h

Ù
R ì c ô�ö ïeî ù ÿ ëeþ ñ8î � íYé½ñ ê�ì ø ö ï ö�êVì�ö0ì=$ 
9c ô�òuô�ì�ö|$�êVëfð î[�!ý ëfö û=ýQî ò é ë í�é $�êVëfð î õ�ö í ö 
ì ýOé ö�ë î

b̃h(., .)
î�ïzí�î*ïf÷�ý ê�ë i ð î\ï Ê*Ë ÕSÙ'��Ù K ð ù ì�ê�ô c1é�� êVì cXíYékc ô ñQñ�î�cec ö0ê�ì ø î ð é UKê 
ë é	ï ö0ê�ì cTc ô�ö �Vé ì ïeîQc7�

||ph − q1
h|| ≤ c sup

vh∈Xh

∫
Ω

vh · ∇(φ− q1
h) dΩ − ah(uh,vh)

||vh||h

≤ c sup
vh∈Xh

∫
Ω

vh · (∇(φ− q3
h) +∇(q3

h − q1
h)) dΩ − ah(uh,vh)

||vh||h
≤ c

(
|φ− q3

h|1 + ||q3
h − q1

h||+ ||uh||h
)

êV¶
c
îQcwï ô ì î%ñ ê�ì cwï�é ì ïfî ö0ì ø ý ò î ì ø�é ì ïfî%ø î

h
Ù

Û�iQc�í êVë c ù é��!îIñkí�� ö0ì ýQÿlé�í ö ïfý½ï ëfö é ì ÿ ô íYé ö�ë îªï�ÕSÙ K õ�ð ù î ì ñ)÷ êVö c ö cfc)é ì ïóñ êVì �!î ì é õ í0î.
ð î ì ï
q3
h

î�ï
q1
h ù ì ê�ô c ê�õ ïfî ì�êVì c:�

||φ− ph|| ≤ c(|φ− q3
h|1 + ||φ− q3

h||+ ||q3
h − q1

h||+ ||uh||h)
≤ c

(
h3|φ|4 + h4|φ|4 + h2|φ|2 + h4

)

≤ c(φ)h2

2

p �wº ·  *���F¤Q�ó¢|¤��vu ¡½ª «�§ £? *�|¬<�C§*���Fª
c0(K)

�
Ûzé ì cHï êVô ï�ñ8î ò é ë é�ÿ ë é ò ÷�î ù ì�ê�ô c ì�ê ïeî ëwê�ì c P a(K)

í��·î ì cfî ð�õ í�î1c ô�ö ��é ì ï:�

P a(K) := {p ∈ P2(K) | p = 4
4∑

i=1

4∑

j>i

aijλiλj}

êV¶
aij

c ê�ì ïXø îQc ë ýQîQí0c ú ô îQí�ñ êVì ú ô îQcXî�ïzí�î�c λi í0î ò(ê íL� ì µ ð î�ø î�ø îQÿ ë ý K ø ý�û ì�öc ô�ë
K

�Vé_íYé ì ï K é ô c êVðóð î8ï
i
î�ï�õ�c ô�ë í�îQc�é ô ï ë îQcTc êVðóð î�ïfcOÙ

Ü êVô c ë é ò ò îQí êVì c ú ô î1í0î1ïeý8ï ë é�÷�iIø ë î ë ý $ ý ë î ì ñ�î K̂ îQcwï�ø ý�û ì�öPò é ë cfîQcTc êVðóð î�ïecc ö ï ô ýQcNî ì
(0, 0, 0) ù (1, 0, 0) ù (0, 1, 0)

î�ï
(0, 0, 1)

î�ï ú ô î ò(ê�ô�ë ï êVô ï?ïeý�ï ë é�÷�iIø ë î K ùö í]î8ü ö cwïeî ô�ì îóé ò ò í ö ñIé	ï ö0ê�ì é Nóì î õ�ö U îIñ8ï ö �!î
FK : K̂ → K ù ø êVì ïDíYé ð é	ï ëfö ñ�î�ceî ë é
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ø êVì�ì ýQî ò é ë

BK
ÙÙ Ü êVô c ì�ê ïeî ëfêVì c5ýQÿ!é_í0î ð î ì ï

P̂ a(K̂)
í0îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c

p̂
ø�ý�û ì�ö î�c5c ô�ë

K̂
�

p̂ := p ◦ FKÜ êVô c ë é ò�ò î�í êVì c5í�é�ø ý�û ì�ö ï ö0ê�ì ø�î1í�é�ñ ê�ì cwï�é ì ïfî
c0(K)

�

c0(K) := sup
p∈Pa(K)

∑4
i=1 ||

∑4
j=1∇p(Gfj)× nfi ||e∑4

i=1 ||∇p(Gfi)× nfi ||eê�¶
fi

îQcwï*í�é $ é_ñ�î ê�ò�ò(ê cfýQî|é ô c êVðóð î�ï
i
î�ï

nfi

îQcwï*í0î��!îQñ8ïeî ô�ë%ì�êVëfð é�í � íYé
$ éVñ�î

fi ù ô�ì�ö ï�é ö0ë îDî8ï5î8ü�ïeý ëfö î ô�ë � K Ù
R ì û ì ù ì ê�ô c ô ï ö í ö cfî ëwê�ì c $�ë ý ú ô î ð�ð î ì ïTí�� ô�ì îDø îQc ö�ì ýQÿ!é�í ö ïeý�c�c ô�ö �Vé ì ïfîQc:�

| sup
x∈Θ

a(x)− sup
x∈Θ

b(x)| ≤ | sup
x∈Θ

(a(x)− b(x))|

‘ ≤ sup
x∈Θ
|a(x)− b(x)|

‘ ≤ sup
x∈Θ
|a(x)|+ sup

x∈Θ
|b(x)|

ï ÕSÙ K1K ð

ê�¶
Θ

îQcwï ô�ì î ì cfî ð�õ í0î ú ô î�íYñ êVì ú ô î ù a(.)
î�ï
b(.)

ø îQc $�ê�ì ñ8ï ö0ê�ì cNø ý�û ì�ö îQc?c ô ë
Θî�ï � �Vé�í�î ô�ë c ë ýQîQí�í0îQc ú ô îQíYñ ê�ì ú ô îQcIÙ


Gê�ö ñ ö ù í�îXïf÷�ý ê�ë i ð î ú ô�örì�ê�ô c ö0ì ïeý ë îQcfcfî��Ê*ËpÌlÍ(ÎOÏ ÐuÑ%�kÓYÔrÓ�Õ ~ ì )Ö�×��8� ì ×��>é
c0(K)

ú + $]×�þ�é�Cþ�7@ú�é��e�Rç���é)�8�¬ç�×�é?�QÖ�×s��Lþ�Ö�×¨ú�é
K

eÖ�×��Lþ�×�çGéZé8×
K̂
^�� + �Lê ì � o úWê'éVú�é ê + � + ê,é8×<'é æ

Ú*Û	ÜVÝPÞ=Ü èÜ êVô c5ñ êVðóð î ì ñ�î ëwê�ì c ò é ë ýIñ ëfö0ë î1íYé�ø ö B ý ë î ì ñ�îDc ô�ö �Vé ì ïeî��
|c0(K)− c0(K̂)|

= | sup
p∈Pa(K)

∑4
i=1 ||

∑4
j=1∇p(Gfj)× nfi ||e∑4

i=1 ||∇p(Gfi)× nfi ||e
− sup

p̂∈cPa(K̂)

∑4
i=1 ||

∑4
j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j

)× n̂f̂i
||e

∑4
i=1 ||∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e

|

R ìtô ï ö í ö c�é ì ï5íYé�ï ë é ì c $�ê�ëwð é�ï ö�êVì é Nóì î
FK ù ì�êVô c ê�õ ïfî ì�êVì cSé_í êVë c7�

|c0(K)− c0(K̂)|

= | sup
p̂∈cPa(K̂)

∑4
i=1 ||B−TK

∑4
j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j

)× n̂f̂i
||e

∑4
i=1 ||B−TK ∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e

− sup
p̂∈cPa(K̂)

∑4
i=1 ||

∑4
j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j

)× n̂f̂i
||e

∑4
i=1 ||∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e

|
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C0(K)

� �^Q	F
Ü êVô c ô ï ö í ö c ê�ì cSé_í êVë cTí�é ò ë î ðóö i ë î ö0ì ýQÿ!é�í ö ïeý%ø î�ï ÕSÙ K1K ðNé�û ì ø��´é&� ê�ö0ë �

|c0(K)− c0(K̂)|

= | sup
p̂∈cPa(K̂)

{∑4
i=1 ||B−TK

∑4
j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j

)× n̂f̂i
||e

∑4
i=1 ||B−TK ∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e

−
∑4

i=1 ||
∑4

j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j
)× n̂f̂i

||e
∑4

i=1 ||∇̂p̂(Ĝf̂i
)× n̂f̂i

||e

}
|

Ü êVô c ë ýIø ô�ö c ê�ì cné�í ê�ë cné ô%ð @ ð î�ø ý ì�êVðóö0ì é	ïeî ô�ë í�� î8ü ò�ë îQcec ö0êVì ñ ö 
Rø îQcfc ô cCî8ï ì�êVô cô ï ö í ö c êVì c � ì�êVô �!îOé ô í�îQc ö�ì ýQÿlé�í ö ïfýQcTï�ÕSÙ KMK ðHé	û ì ø��·ýIñ ëwö�ë î1û ì é�í0î ð î ì ï:�
|c0(K)− c0(K̂)|

≤ sup
p̂∈cPa(K̂)

|
∑4

i=1 ||B−TK
∑4

j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j
)× n̂f̂i

||e −
∑4

i=1 ||
∑4

j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j
)× n̂f̂i

||e
||B−TK ∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e

|

+ sup
p̂∈cPa(K̂)

|

(∑4
i=1 ||B−TK ∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e −

∑4
i=1 ||∇̂p̂(Ĝf̂i

)× n̂f̂i
||e
)∑4

i=1 ||
∑4

j=1 ∇̂p̂(Ĝf̂j
)× n̂f̂i

||e
∑4

i=1 ||∇̂p̂(Ĝf̂i
)× n̂f̂i

||e
∑4

i=1 ||B−TK ∇̂p̂(Ĝf̂i
)× n̂f̂i

||e
|

Ü êVô c�î ðóò í ê � êVì cXé�í ê�ë cSí0îQc ö�ì ýQÿlé�í ö ïfýQcSc ô ö �Vé ì ïeîQc��Vé_íYé õ í�îQc ò(ê�ô�ë íYé ì�ê�ëwð î%î ô 
ñ�í ö ø ö î ì�ì î ||.||e ô c ô îQí0í0î��
||B−TK v||e ≥

1

||BK ||e
||v||e

| ||v||e − ||w||e| ≤ ||v −w||e
êV¶

v
î�ï

w
c ê�ì ï�ø îQc8�!îQñ8ïeî ô�ë c ú ô îQíYñ ê�ì ú ô îQcSø�î R3 Ù

;¯î ú ô�ö<ì�ê�ô c ò î ëwð î�ï5é_í êVë cTø��·ýIñ ëwö�ë îXí�é ë î�í�é	ï ö0êVì c ô�ö ��é ì ïfî ú ô�ö c ô#N ï � ø ý ðóê�ì 
ï ë î ë í0îXïe÷�ý êVë i ð î��
|c0(K)− c0(K̂)| ≤ 2||BK ||e ||Id−B−TK ||e c0(K̂)

2
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� ��������� ¸

¹ Ì � ���mº np� i�h»jA���

:=
� ê�ò ý ë é�ïfî ô�ë1õ�ö0ì é ö�ë î ö0ì ø ö ú ô é ì ï ú ô î�í0î�ïfî ëfð î�ø îóø ëwê�ö ïeî�î�cfï1íYé|ø�ý�û ì�ö ï ö0ê�ìø ô ïeî ëfð îDø î1ÿ!é ô ñe÷�î

Ω
�<ø êVð é ö�ì î�ø î

R2
êVô ø î

R3
õ(ê�ëfì ý ù ÿ�ý ì ý ë é�í�î ð î ì ï1ñ êVì c ö ø ý ë ý�ñ êVðóð î¤¼ ë ý.
ÿ ô í ö î ë�½

∂Ω
� $�ëwê�ì ï ö i ë îDø î

Ω

u ù v ù t Ù0Ù�Ù���ÿ ë é ì ø î ô�ë c5ceñIé�í�é ö�ë îQc
u ù v ù t Ù0Ù�Ù���ÿ ë é ì ø î ô�ë cf�!îQñ8ï êVëfö îQí0í�îQc
Lq(Ω )

êVô
Lq

�FîQc ò éVñ8îtø îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c�ceñIé_íYé ö�ë îQcóø êVì ï�í0î ðóê ø ô í�î½ýQí0îC�!ý � íYéò�ô�ö cec)é ì ñ�î
q
îQcwï ö�ì ïfýQÿ ë é õ í�îDc ô�ë

Ω
Ù
q
îQcwï ô�ì î ì ï ö î ë ñ ê�ð�ò�ëfö c5î ì ï ë î K î�ï ∞

L2
0(Ω )

êVô
L2

0

��c êVô c�
9îQc ò éVñ8î%ø î
L2 ø êVì ï�í0îQc ð î ð�õ�ë î�c5c êVì ï�ø�� ö0ì ïfýQÿ ë é_í0î ì�ô í0í0îc ô�ë

Ω

Hm(Ω )
ê�ô

Hm ��îQc ò éVñ�î%ø îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c�ceñIé�í�é ö0ë îQcSø�î*ñQé ëwë ý ö0ì ïeýQÿ ë é õ í0î%c ô�ë
Ωî�ï5ø ê�ì ï5í0îQc5ø ý ëwö ��ýQîQc�é ô cfî ì c5ø îQc5ø ö cwï ëwö�õ�ô ï ö�êVì c UKô c ú ô � � í�� ê�ë ø ë î m c ê�ì ï5ø�îDñIé ëfë ýö�ì ïeýQÿ ë é õ í�î1c ô ë

Ω
Ù
m

îQcwï ô�ì î ì ï ö î ëHì é�ï ô�ë îQí ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô î%ñ êVðóò�ëfö cTî ì ï ë îtõ�î�ï ∞
Hm

0 (Ω )
ê�ô
Hm

0

�Oc êVô c�
Rî�c ò é_ñ�î¯�!îIñ8ï ê�ëwö î�í�ø î
Hm ù ø êVì ïní0îQcFýQí0ý ð î ì ïfc]éVø ð î8ïfïeî ì ïô�ì îXï ë é_ñ�î ì�ô í0í0îDc ô�ë í0î õ(êVë ø

∂Ω
ø î

Ω

�GQ!�
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L2 ù Hm ù Hm

0 ù Ù0Ù�Ù<�<îQc ò éVñ�îóø î $�êVì ñ8ï ö0êVì c~�!îIñ8ï êVëfö îQí0í0îQc%ø ê�ì ïDí�î�c%ñ êVðóò(ê c)é ì ïeîQcé ò�ò é ë ï ö î ì�ì î ì ï ë îQc ò îIñ8ï ö �!î ð î ì ï �
L2 ù Hm ù Hm

0

Ù0Ù�Ù
||.||e

� ì�ê�ëwð î1î ô ñ�í ö ø ö î ì�ì î ô c ô îQí0í0î%ø�� ô�ì îDÿ ë é ì ø î ô�ë ��îIñ8ï êVëfö îQí0í�î ú ô îQí�ñ ê�ì ú ô î
||.|| � ì�êVëfð îDé_cfc ê ñ ö ýQî*é ô ü|îQc ò é_ñ�îQcf�!îQñ8ï êVëfö îQí0c

L2
ê�ô

L2 ï�cfîQí êVì í�îDñ êVì ïeî8ü�ïeîWð
||.||m

� ì�ê�ëwð î�é_cfc ê ñ ö ýQî?é ô üXîQc ò éVñ�î�c ��îIñ8ï êVëfö îQí0c
Hm

êVô
Hm ï�cfîQí êVì í�î�ñ ê�ì ïfî8ü�ïeî�ð

|.|m
��cfî ð�ö 
 ì�êVëfð î3é_cfc ê ñ ö ýQîyé ô ü îQc ò é_ñ�îQc���îIñ8ï êVëfö îQí0c

Hm
êVô

Hm ï�cfîQí êVì í0îñ êVì ïfî8ü�ïeîWð�Ù¤Ã�ÿ!é_í0î ð î ì ï ì�êVëfð î ø îQc,îQc ò é_ñ�îQcÄ��îIñ8ï êVëfö îQí0c
Hm

0

ê�ô
Hm

0

ï�cfîQí ê�ì í0îñ êVì ïfî8ü�ïeîWð
Lq(0, T ;X)

êVô
Lq(X)

�
X

ø ýQc ö ÿ ì é ì ï ô�ì îQc ò é_ñ�îAø îlÕNé ì éVñe÷ ú ô îQíYñ êVì ú ô î ùø ý�c ö ÿ ì î1í�� î ì cfî ð�õ í0î1ø îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c5ø î
[0, T ]

� �Vé_í0î ô�ë c5ø=é ì c
X

î�ï5ø êVì ïTíYé ì�êVëfð îc ô�ë
X

ýQí0îC�!ýQî � í�é ò�ô�ö cfc)é ì ñ�î
q
îQcwï ö0ì ïfýQÿ ë é õ í�î&c ô�ë

[0, T ]
Ù
q
îQcwï%î ì ï ö î ë ñ ê�ð�ò�ëfö cî ì ï ë î K î�ï ∞

Th
� ð é ö í�íYé_ÿVîTø�î

Ω
ñ ê�ðóò(ê cfýTø�îNïfý�ï ë é�÷�iIø ë îQc�î ì ø ö0ð î ì c ö0ê�ì F êVô ø�îNï ëfö é ì ÿVí0îQcî ì ø ö0ð î ì c ö0ê�ì �

|f | � ð îQc ô�ë îDø î > î õ îQcfÿ ô î%ø î1í��·ýQí0ý ð î ì ï5ÿ�ý êVð ý�ï ëfö ú ô î f ø ôtð é ö í�íYé�ÿ�î Th
h
�PÿVý ì ý ë é�í0î ð î ì ï*íYétí êVì ÿ ô î ô ë ø î&íYé ò í ô c*ÿ ë é ì ø î/é ë @8ïeîkø î Th ÙvÃ�ÿ!é_í0î ð î ì ïé ò�ò îQí0ý ò é�c�ø ôtð é ö í�íYé�ÿ�î

K
��ýQí�ý ð î ì ïSø�� ô�ìAð é ö í0íYé_ÿVî Th ÙI;¯î�ï�ýQí0ý ð î ì ï�îQcwï ô�ì ï ëwö é ì ÿVí�î%î ì ø ö0ð î ì c ö0ê�ì��î�ï ô�ì ïfý�ï ë é�÷�iIø ë îDî ì ø ö�ð î ì c ö�êVì F

hK
� í�é�í ê�ì ÿ ô î ô�ë ø�î1í�é ò í ô cTÿ ë é ì ø î%é ë @�ïfîDø îDí�� ýQí�ý ð î ì ï

K

uh ù vh ù th Ù0Ù�ÙI��ÿ ë é ì ø�î ô�ë cHceñIé�í�é ö0ë îQcTø ö ceñ ë i�ïfîQcTø ý�û ì�ö îQc � ò é ë ï ö�ë ø�� ô�ì½ð é ö í0í�é�ÿVî
Th

ø ê�ì ïTí�î ò é�cTîQcfï
h

uh ù vh ù th
Ù0Ù�Ù[��ÿ ë é ì ø î ô�ë c¦��îIñ8ï êVëfö îQí0í�îQcuø ö ceñ ë i�ïfîQcuø ý�û ì�ö îQc � ò é ë ï ö�ë ø�� ô�ìð é ö í0í�é�ÿ�î Th ø êVì ï5í0î ò é�cTîQcwï

h

Xh
�OîQc ò é_ñ�î��!îIñ�ï ê�ëwö îQí�ø î¯ø ö�ð î ì c ö0êVì û ì�ö î¯ø ý8û ì�ö � ò é ë ï ö0ë ø�� ô�ì%ð é ö í0í�é�ÿVî Th ø î



�GQUñ
Ω
ÙÅ;?î�ïTîQc ò é_ñ�îDî�cfïTí��·î ì cfî ð�õ í�îDø îQc $�êVì ñ8ï ö�êVì c ú ô�ö cfî ë ýIø ô�ö ceî ì ï � ø îQc ò(ê íL� ì µ ð îQcø îkø�îQÿ ë ý K c ô�ë ñ)÷�é ú ô î K ø î Th ù ñ êVì ï ö0ì�ô îQc*é ô�ðóö í ö î ô ø îQc*é ë @�ïeîQc§ï�î ì ø ö0ð î ì 
c ö�êVì ��ð êVô ø îQc $ é_ñ�îQc¤ï�î ì ø ö0ð î ì c ö�êVì F�ðXø îkø î ô ü�ýQí0ý ð î ì ïec�éVø U éVñ8î ì ïec%î�ï ìlô í�í0îQcc ô�ë í�îQc�é ë @�ïfîQcnc ö ï ô ýQîQc�é ô�õ(êVë ø�ø ô*ð é ö í0íYé_ÿVî Th ï�îQc ò é_ñ�îNø ö ï�ø�îf; ëwê�ô ÷�î ö ü�
�M5é�� ö é ë ïCð
X̄h

�	c ê�ô c�
9îQc ò é_ñ�î��!îIñ8ï ê�ëwö îQí�ø î
Xh

Ù R ì cfî ð�õ í�î?ø îQc $�êVì ñ8ï ö0êVì c ú ô�ö cfî ë ýIø ô�ö cfî ì ï� ø îQc ò(ê íL� ì µ ð îQc�ø�îTø îQÿ ë ý K c ô�ë ñ)÷�é ú ô îHýQí0ý ð î ì ï
K ù ñ êVì ï ö0ì�ô îQc�î ì ñ)÷�é ú ô îHc êVð 
ð î�ï5ø ôAð é ö í0í�é�ÿ�î1î�ï ì�ô í�í0îQc5c ô�ë í�îQcTc ê�ð�ð î�ïecHc ö ï ô ýQcSé ôtõ(ê�ë øAø ôtð é ö í0í�é�ÿ�î Th

Xh
′ ��c êVô c�
9îQc ò éVñ�î���îIñ8ï êVëfö îQírø î Xh

Ù�@RísîQcwïHø ý�û ì�ö ø îzc ê�ë ïeî ú ô � ö ísc êVö ï ô�ì c ô�ò 
ò í0ý ð î ì ï)é ö0ë îDø î
X̄h

ø=é ì c
Xh ù ö Ù·î�Ù Xh := X̄h ⊕Xh

′

Ph
� ò�ëwêVU î�ïfý

L2 ø�� ô ì î $�ê�ì ñ8ï ö�êVì ��îIñ8ï êVëfö îQí0í0îDc ô�ë
Xh

P̄h
� ò�ëwêVU î�ïfý

L2 ø�� ô ì î $�ê�ì ñ8ï ö�êVì ��îIñ8ï êVëfö îQí0í0îDc ô�ë
X̄h

P′h
� ò�ëwêVU î�ïfý

L2 ø�� ô ì î $�ê�ì ñ8ï ö�êVì ��îIñ8ï êVëfö îQí0í0îDc ô�ë
Xh
′

P1
h

� ò�ëwêVU î�ïfý
H1

0

ø�� ô�ì î $�êVì ñ8ï ö0êVì �!îQñ8ï êVëfö îQí0í�îDc ô�ë
Xh

P̄1
h

� ò�ëwêVU î�ïfý
H1

0

ø�� ô�ì î $�êVì ñ8ï ö0êVì �!îQñ8ï êVëfö îQí0í�îDc ô�ë
X̄h

||.||K
� ì�ê�ëwð î

L2 ï ë îQc ò îIñ8ï ö �!î ð î ì ï
L2 ðzø�î $�êVì ñ8ï ö�êVì c%ceñIé�íYé ö0ë îQc§ï ë îQc ò îIñ8ï ö ��î.
ð î ì ï8�!îIñ8ï ê�ëwö î�í�í0îQcRðNø ý�û ì�ö îQc5c ô�ë

K

||.||m,K
� ì�êVëfð î

Hm ï ë îQc ò îIñ8ï ö �!î ð î ì ï
Hm

ð5ø î $�ê�ì ñ8ï ö0ê�ì czceñIé�í�é ö0ë îQc�ï ë îQc ò îIñ/
ï ö �!î ð î ì ïf��îIñ8ï êVëfö îQí0í�î�cCðNø ý�û ì�ö îQc5c ô�ë
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