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Introduction

De nos jours, beaucoup de codes de simulation numérique d’écoulements de fluides
incompressibles utilisent encore des maillages structurés. Les raisons de cette affection
sont multiples :

— Maillages aisés & construire dans le cas de géométries simples.

— Méthodes numériques simples 4 mettre en oeuvre et néanmoins tres robustes.

Cependant, les simulations sur maillages structurés présentent des limitations. Les pos-
sibilités de zoom locaux, ou de raffinements locaux, sont assez rares et souvent complexes
4 mettre en oeuvre. L'utilisation de maillages structurés “adaptés” en géométrie complexe
est donc assez peu fréquente. Les maillages non structurés & base de triangle en dimension
2 et de tétragdre en dimension 3 se prétent, quant a eux, trés bien aux problémes de
maillage posés par les géométries complexes et aux raffinements locaux. La difficulté des
simulations sur ce type de maillage réside dans le choix de méthodes numériques, stables
et robustes, a I'image de celles utilisées en maillages structurés, pour un cofit de calcul
raisonnable.

Au cours de ce travail, nous nous intéressons & la discrétisation des équations de Stokes
et de Navier-Stokes modélisant 1’écoulement de fluides incompressibles sur des maillages
non structurés en dimension 2 ou 3. Nous utilisons des maillages composés de triangle en
dimension 2 et de tétraédres en dimension 3. Les développements effectués et les calculs
menés durant ces travaux de these se font avec le code PRICELES (Plateforme Rapide
Industrielle Cea Edf pour la LES (Large Eddy Simulation se traduisant en francais par
Simulation des Grandes Echelles) développé en collaboration par le CEA (Commissariat
a PEnergie Atomique) et des laboratoires universitaires (LMFA-ECL Lyon, LEGI-INPG
Grenoble, Laboratoire JLL - Université Pierre et Marie Curie Paris VI, UMIST Man-
chester). C’est un code & vocation industrielle qui présente l'intérét de pouvoir réaliser
des simulations sur des maillages structurés ou non structurés. La méthode de résolution
utilisée est une méthode de Volumes Finis. Nous distinguons deux méthodes sur les deux
types de maillage :

— Sur maillages structurés, la méthode de résolution se décline en une méthode de
Volumes Différences Finies (VDF). Les équations sont discrétisées et résolues sur
des volumes de contréle définies & 'aide du maillage et les différents flux et autres
opérateurs de différentiation sont calculés au moyen de Différences Finies.

— Sur maillages non structurés, la méthode de résolution se décline en une méthode de
Volumes Elements Finis (VEF). Les équations sont également discrétisées et résolues
sur des volumes de controle définies a I’aide du maillage mais les flux et les opérations
de différentiation sont calculés au moyen de méthodes d’éléments finis. Nous verrons
que pour tqus les éléments finis utilisés dans le code PRICELES, cette méthode de
VEF peut étre vue comme une méthode d’Eléments Finis.

L’élément fini présent au début de la theése a révélé plusieurs défauts. Partant de ce
constat, nous avons proposé d’améliorer cette discrétisation en apportant des modifica-
tions & I'élément. Ce travail de thése propose donc des améliorations & ’élément existant
mene une analyse théorique des nouveaux éléments introduits. Parallelement aux ana-
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lyses théoriques, les nouvelles discrétisations sont implémentées pour pouvoir les tester
numériquement et confirmer ainsi les analyses théoriques.

Plan du mémoire Le premier chapitre présente la modélisation physique et mathématique

que nous utilisons au cours de ce travail. A cet effet, nous établissons les équations aux-
quelles nous nous intéressons, & savoir les équations de Stokes et de Navier-Stokes. Le
cadre théorique de 'analyse mathématique y est également présenté durant ce chapitre.

Le deuxiéme chapitre traitera plus particulierement de la discrétisation des équations
de Stokes. Dans un premier, nous utilisons le formalisme présenté au chapitre précédent,
puis nous présentons plus en détail la méthode de résolution de VEF,en nous appuyant sur
Pélément fini initialement présent dans le code PRICELES. Nous concluons ce chapitre en
évoquant les différents défauts de cet élément fini.

Le troisiétme chapitre présente une premiere tentative d’amélioration de cet élément
fini. Elle conduit & la proposition d’un nouvel élément fini que nous présentons en détail.
Ceci est fait tout d’abord dans le cadre EF, puis dans le cadre VEF. Nous montrons a
cette occasion que la méthode des VEF basée sur ce nouvel élément peut étre vue comme
une méthode purement EF, et réciproquement, la méthode EF basée sur cet élément peut
étre vue comme une méthode de VEF. Nous présentons 'analyse théorique de ce nouvel
élément et nous donnons les différents résultats de convergence. En fin de chapitre, des
résultats numériques viendront appuyer les résultats des analyses, en particulier que la
nouvelle discrétisation ne nous donne pas entiére satisfaction.

L’analyse du probleme rencontré avec la nouvelle discrétisation nous mene & la mo-
difier légerement. Cette modification est présentée au chapitre 4. Nous procédons, pour
montrer I'équivalence des formulations EF et VEF, comme au chapitre précédent. L’ana-
lyse théorique de cette nouvelle discrétisation nous donne cette fois tous les résultats de
convergence que nous escomptions. Dans certains cas particuliers, nous montrons méme
que cette discrétisation présente des propriétés de super convergence. Quelques résultats
numériques viennent illustrer les résultats théoriques obtenus. Enfin nous concluons en
présentant une extension de la méthode employée pour améliorer la discrétisation initiale
de PRICELES, & un autre élément fini.

Nous abordons dans le chapitre 5, I'étude et la discrétisation des équations de Navier-
Stokes. Nous verrons que 1’étude des équations de Navier-Stokes filtrées, utilisées dans le
cadre de Simulation des Grandes Echelles, nous améne & porter une attention toute par-
ticuliere & la discrétisation des termes diffusifs. Ensuite, c’est aux termes convectifs que
nous nous intéressons. Dans un premier temps, nous comparerons les effets des termes
convectifs dans les deux discrétisations présentes dans PRICELES, la discrétisation ini-
tiale et Pamélioration présentée au chapitre 4. Dans un second temps, nous présentons et
analysons brieévement la méthode que nous avons mis en oeuvre. Enfin, nous verrons que la
prise en compte de conditions aux limites de type Neumann avec la nouvelle discrétisation
présente des propriétés intéressantes.

Le chapitre 6 présente les différentes simulations réalisées. Trois calculs sont présentés
et analysés. Les deux premiers nous permettent d’évaluer le comportement de la discrétisation
initiale et de la nouvelle discrétisation du code PRICELES.

Nous concluerons ce travail en faisant le bilan de la nouvelle discrétisation proposée et
en exhibant certains liens entre cette derniére et d’autres méthodes de résolution.




Chapitre 1

Modélisation Physique et
Mathématique

A partir des lois de conservation que nous rappelons dans la premiére section (1.1),
nous établissons les équations des problemes auxquelles nous nous intéressons, & savoir,
les problémes de Stokes et de Navier-Stokes (1.2-1.3). Nous donnons ensuite un apergu de
P'analyse du probleme de Stokes dans le cadre continu (1.4-1.5). A cet effet, nous établissons
la formulation abstraite du probleme de Stokes et nous introduisons la condition inf-sup
a laquelle nous nous intéresserons dans les chapitres suivants.

Pour plus de détails concernant cette section, le lecteur pourra se référer & [Duv90].

1.1 Ecriture des équations de conservation

1.1.1 Lois de conservation
1.1.1.1 Conservation de la masse

I’équation de continuité exprime le principe fondamental de conservation de la masse
que doit vérifier tout écoulement. Soit p(Z,t) la masse volumique au point &, a 'instant ¢,
la masse d'un domaine wy,(t) s’écrit :

M(t) = / B

Le principe de conservation de la masse impose :

dM(t) 0
dt
Ceci s’écrit d’apres la formule de dérivation d’une intégrale dépendant de la quantité
dérivée :
op Lo
/ ——dV+/ pu-nds=0 (1.1)
wm(t) O 0

ol Y (t) = Bwm(t) est le bord de wp(t).
Nous introduisons la formule d’Ostrogradski que nous utiliserons ensuite pour écrire
la conservation de la masse sous forme d’équations aux dérivées partielles :

Théoréme 1.1.1 (Ostrogradski). Soient V un volume et S la surface l’entourant.
L’intégrale de la divergence d’une fonction F sur le volume V est égale d l'intégrale sur
la surface S de la projection de la fonction F sur la surface S. Ce que Uon écrit :

/VV?-FdV:/S(F-ﬁ) ds (1.2)

11



12 CHAPITRE 1. MODELISATION PHYSIQUE ET MATHEMATIQUE

En appliquant cette formule & ’équation (1.1), nous obtenons :

/ op dV+/ V- (p@) dV =0
om(t) OF wm (t)

Ceci étant vrai pour tout domaine wy,(t), le principe de conservation de la masse sous
forme d’équation aux dérivées partielles s’écrit :

ap dp =
8t+V( pi) = ?1_ oV - (1.3)

d
ol I est la dérivée particulaire définie par :

d 0 =
E—8t+ -V (1.4)

1.1.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

La loi fondamentale de la dynamique dit qu’il existe une chronologie (dite galiléenne)
et un référentiel (dit galiléen) tels que, & tout instant et pour toute partie wgam(t) d’un
systéme, la dérivée particulaire du torseur des quantités de mouvement est égale au torseur
des efforts extérieurs. Notons [K] le torseur des quantités de mouvement d’un domaine
Wqdm(t), constitué de la quantite de mouvement K et de son moment Mo(K) :

K = / pi dV
wqdm(")

Mo(K) = / A pi dV
qum(t)

et [F] le torseur des forces extérieures constitué de la force F et de son moment Mo(F) :

F = / pfvdV+/ Fo ds
qum(t) 7qdm(t)

Mo(F) = / pZ A fi dV+/ A fs ds
qum(t)

Yqdm ®

pfv est une densité de force volumique, fs est une densité de force surfacique.
La conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

dlK]
5 = F]

En détaillant alors I’écriture de P’équation précédente, nous obtenons :

/ a"“dv+/ pid -7 ds = / pfvdv+/ fs ds
qum(t) 3t '7qdm(t) wqdm(t) ’qum(t)

/ é—(f/\pﬁ') dV+/ (FApl)E-7ds = / PZT A fy dV+/ A fsds
qum(t) at . '7qdm(t) wqdm(t) 'qum(t)

L’hypothese de Cauchy nous donne :
fs = o (@)

ol o est appelé le tenseur des contraintes.
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Nous nous intéressons a la seconde équation :

/ S (& A pil) dV+/ (FApi)i-fids = / D (& A pi)) + 2-(& A pi) AV
weam(t) Ot Yodm () weam () Ot Oz;

- / f/\pﬁ(a + V- (il )) av
qum(t) 8t

+/ p(—(f/\pﬁ)+a-ﬁ(5Apa)) dv
waam(t) \ Ot

Le premier terme est nul dés que ’équation de conservation de la masse est satisfaite.

dz du
TApi)dV = / [—/\u-i— /\—} dv
/wqdm(t) a (71 weam(®) LA d
L dé

= PN — dV
/wqdmm dt

puisque pour tout champ de vecteurs @, ¥ A ¥ = 0. Apres ces simplifications, la seconde
équation s’écrit donc :

/ p:z:/\fi-—dV = / pi’/\fvdV+/ I Aot ds
qum(t) dt wqdm(t) "/qdm(t)

Pour continuer, nous introduisons le tenseur antisymétrique ¢;;; vérifiant les deux pro-
priétés suivantes :
- €123 =1
— €k =0 .
Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B peut alors s’exprimer & l'aide de ce tenseur
€ijk -
(A‘/\ §)1 = Eijkgjgk

En utilisant cette écriture pour le produit vectoriel, la seconde équation s’écrit :

dug
/ PEijkTj—— T kqv = €ijkT; fe AV +/ €ijkT;0 KTy ds
“’qdm(t) qum(t) 'qum(t)

duy, oo,
/ PeiihTi kv = / eijkt; fi AV + / ik 0’“‘ N\
wqdm(t) qum(t) qum(t) 2
wqdm(t)

du
/ peijkxjﬁf’ dv = €5k fr AV + /
qum(t)
0ok

qum(t)
duy J
€jkT —fo———| dV :/ €jk0k; dV
/wqdm(t) Y ][ 6.’1)[ wqdm(t) ’ ?

Nous voyons apparaitre entre les crochets du premier terme, la premiere équation de
conservation de la quantité de mouvement. Par conséquent, nous obtenons :

Ooiy
[6,kaj Bz, +e,]kak15]1} dv

qudm(t)> / €ijkTkj dV =20
Wadm (t

. ’ . - ~ I .
ce qui est équivaut & affirmer que o est un tenseur symétrique.
Le principe de conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc sous forme
conservative :

/ Opd dV+/ mmﬁds:/ ofv dV+/ o-ids  (1.5)
waam(®) OF Yadm (#) Weam(?) Yodm (1)
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avec un tenseur des contraintes o symétrique.

Pour obtenir le principe de conservation de la quantité de mouvement sous forme d’une
équation aux dérivées partielles, nous appliquons une nouvelle fois la formule d’Ostrograd-
ski (1.2) aux intégrales sur vgqm(t) :

Opii = -, - -
/ —dV+/ V- (pi®@)dV = pfvdV+/ V.o dV
wam () OF waam (1) wadm (1) wadm ()
ol ® désigne le produit tensoriel ((&® );; = uv;).

Ceci étant vrai pour tout domaine wggm(t), on obtient le principe de conservation de

la quantité de mouvement sous sa forme d’équation aux dérivées partielles :
Opi

StV (ied) =pfy+V o (1.6)

Nous nous limiterons dans notre étude a ces deux équations de conservation. Il faut
cependant noter qu’il existe une troisitme équation de conservation correspondant au
premier principe de la Thermohydraulique, ’équation de conservation de ’énergie.

1.1.2 Lois de comportement

Un fluide est un milieu continu isotrope ou la loi de comportement s’exprime par :
o = f(S). S est le tenseur de vitesse des déformations et est défini par

1 ~ LT
S(w) = 3 (gradu + gradd ) .

La propriété d'isotropie implique que o = folg + f1S + f282 ol f, est une fonction des
trois invariants de S.

1.1.2.1 Fluides incompressibles

Un fluide incompressible est tel que div@ = 0. La condition d’incompressibilité a pour

conséquence que d—'i = (), c’est-a-dire que la masse volumique est constante le long des
lignes de courant.

1.1.2.2 Fluides Newtoniens

Un fluide est dit newtonien si o est de premier ordre en S. On peut donc en déduire
que

- fo n’est fonction que du premier invariant de S (la trace de S, soit div @)

— f1 est une constante

— fo est nul
On en arrive finalement & une expression de o de la forme :

o = —plq + A (div @) Iq + 2uS(4)

Le coeflicient p est la viscosité dynamique du fluide et nous la supposerons constante.
Dans le cas d’un fluide newtonien incompressible, o s’écrit :

o=-plg+p (gradﬂ' + gradﬁT) .

Remarque 1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement fait intervenir la
divergence du tensedr des contraintes. En notant que

-~ T -
div Vi@ = V (divd)
nous obtenons donc dans le cas d’un fluide incompressible :

dive = —6;0 + pAd
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1.2 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes modélisent ’écoulement d’un fluide newtonien
visqueux incompressible. Pour les établir, il suflit donc d’écrire les équations de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement en y incluant les lois de comportement
d’un fluide newtonien visqueux incompressible. Pour connaitre I’écoulement d’un tel fluide,
il nous faut donc trouver un champ de vitesse @ et un champ de pression p solution des
équations de Navier-Stokes.

Comme nous 'avons dit précédemment, la conservation de la masse pour un fluide
incompressible revient & dire que la masse volumique est constante le long des lignes de
courant. Nous ferons une approximation supplémentaire qui est de supposer p constant
dans la totalité du domaine. L’équation de conservation de la masse est alors trivialement
vérifiée. Ainsi, afin de respecter la condition d’incompressibilité, ’équation de conservation

de la masse devient :
/ w-nds=0 (1.7)
'Ym(t)

divi =0 (1.8)

ou

Reprenons maintenant la premiere équation de conservation de la quantité de mouve-
ment (1.6) sous sa seconde forme en tenant compte des propriétés d’un fluide newtonien
visqueux incompressible :

Opu

- Tdiv(pu®d) = pfv — Vp + uAa

Intéressons nous plus particulierement aux deux termes de gauche de I’équation précédente,
il est possible en tenant compte de I'équation de conservation de la masse d’obtenir une
autre forme de ’équation de conservation de la quantité de mouvement :
Opt

wa + div (pi ® U)

g§*+p%— + div (p@) € + pi - grad @

dp ot
= <6t +div (pu)) i+p (8_ +u- gradu)

Le premier terme du membre de droite n’est autre que I'’équation de conservation de la
masse. Par conséquent, I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

p (%% +U- gradﬁ) = pfv — Vp + pbi

Compte tenu de I’hypothese faite sur la constance de p, nous obtenons en divisant la
précédente équation par p :

?% + U - gradu-fv—VP+1/Au

olt nous avons introduit la viscosité cinématique v définie par v = Hetp définie par
P

P = = Dans la sulte du manuscrit et par souci de simplicité d’écriture, nous écrirons

p = P. Cette derniére équation peut également étre écrite sous sa forme conservative, en
utilisant a nouveau la condition d’incompressibilité et en remarquant que :

div (Z® i) = (divd) 4 + (4 - grad) 4,
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nous obtenons alors :

ou o
/ gu dV+/ (@) -Mds= / fv dV—/ pri ds+l// gradil - i ds
waam () OF Yadm (©) Wadm (©) Yadm(®) Yadm(£)

Afin de récapituler ces différentes équations, nous donnons ici une expression des
équations de Navier-Stokes auxquelles nous nous intéresserons sous la forme conservative :

/ -a—udV+/ UQU-fids= (1.9)
qum(t) 6t ‘qum(t)
/ deV—/ pﬁds+l// gradd - 7@ ds
qum(t) 'qum(t) "/qdm(t)
/ i-1ds=0 (1.10)
’Ym(t)

et sous la forme d’Equations aux Dérivées Partielles :

@-+div(a®ﬁ) = fy—Vp+vAi (1.11)

Bt
divi = 0 (1.12)

1.3 Le probleme de Stokes

L’analyse des équations de Navier-Stokes n’est pas chose simple, principalement du fait
du terme de convection (i - gradi) non linéaire. Dans la suite de ce travail, nous allons
utiliser des méthodes d’Eléments Finis (EF) ou de Volumes Eléments Finis (VEF) pour
résoudre les équations de Navier-Stokes. L’étude de ces méthodes et en particulier de
I’élément fini sur lequel elles sont basées se fait alors sur un probléme plus simple, linéaire
ou le terme de convection est négligé. Ceci revient & faire ’approximation que le fluide
est trés visqueux ou que l'écoulement est & basse vitesse. Nous nous plagons également
dans le cas d’un écoulement stationnaire, le terme d’évolution temporelle des équations de
Navier-Stokes est alors lui aussi négligé. Le probleme de Stokes s’écrit :

—1// gradd - 71 ds +/ pit ds = / fv dv Vwgam(t) C Q (1.13)
'qum(t) "/qdm(t) L‘)qdm(t)
/ @7 ds =0 Y (£) = B (t) ot win(t) C O
Ym(t)
(1.14)

sous forme conservative, ou bien

—vAT+Vp = f dans (1.15)
Vi =20 dans €2 (1.16)

sous forme d’EDP.

Les équations de Stokes, bien que linéaires, demandent pourtant une attention parti-
culiere pour satisfairg la condition d’incompressibilité div @ = 0. Celle ci apparait en fait
comme une contrainte & respecter pour résoudre ’équation de conservation de la quantité
de mouvement. Le caracteére non évolutif de I’équation de conservation de la masse entraine
que I'inconnue de pression ne possede pas d’équation d’évolution temporelle. Pour obtenir
une équation permettant de trouver une solution en pression, il faut “plonger” ’équation
de conservation de la quantité de mouvement dans I'espace des vitesses a divergence nulle.
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En appliquant 'opérateur divergence sur la premiére équation, nous obtenons ’équation
de Poisson que la pression p doit satisfaire :
1 o

1.4 FEtude d’un probléme abstrait

Cette section rappelle des résultats théoriques classiques d’analyse numérique concer-
nant I'’étude d’un probléme abstrait. Pour plus de détails concernant cette section, le
lecteur pourra se référer & [GR79).

Soient X, M, deux espaces de Hilbert. Les produits scalaires définies sur ces espaces
respectifs sont notés (.;.)x et (.;.)ar. Les normes associées a ces produits scalaires sont
notées ||.|| x et ||.|[4;. Soient a, b deux formes bilinéaires définies respectivement sur X x X
et X x M. Soient f et g deux éléments respectifs de X’ et M'. X’ (respectivement M') est
I’espace dual de 'espace X (respectivement M), c’est a dire que c’est l'espace des formes
linéaires définies sur X (respectivement M ). Le produit entre un élément d'un espace de
Hilbert et un élément de son dual est noté < .,. >.

Nous considérons le probléme suivant :

Trouver (u,p) dans X x M tel que :

Yve X, al(u,v)+bv,p) = < f,v>
(1.18)
Vge M, b(u,q) = <g,9>

et nous nous intéressons aux conditions d’existence et d’unicité d’une solution a ce probléme.
Nous introduisons un sous espace de X, V défini par :

V={ve X/Vqe M,bv,q) =0} (1.19)

Nous supposons dans un premier temps que ¢ = 0. Du probleme initial (1.18), nous
pouvons déduire le probléme suivant :

Yv eV, a(u,v) =< fiv>
(1.20)
uevV

Nous faisons les trois hypotheses suivantes :
— b est une forme bilinéaire continue sur X x M. Par conséquent, V est un sous espace
fermé d’un espace de Hilbert donc V est un espace de Hilbert.

— a est une forme bilinéaire continue sur X x X.

~ a est elliptique sur V : Vo € V, a(v,v) > a|jv||%

Nous pouvons alors appliquer le lemme de Lax-Milgram.

qui nous donne que pour tout f dans V', le probléme (1.20) admet une unique solution
u dans V. De plus, cette solution vérifie

1
< - /
Jull x < < 17l1x

-

Ceci nous assure l’existence et 1'unicité d’une solution u au probléme (1.20).
Il nous reste alors deux points & aborder :

1. Prendre en compte le cas non homogéne ou g # 0.

2. Trouver la solution p du probléme (1.18).
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Pour aborder ces deux points, il est nécessaire d’introduire la condition de type inf-sup
introduite par Babuska-Brezzi (|Bab73],[Bre72]).

Proposition 1.4.1 (Babuska-Brezzi ). Les propriétés 1, 2 et 3 sont équivalentes :

b(v, g)
1. 38> 0 tel que 1nf sup ————— > f3.
Maropex Tollx Nlallyy =

2. Il existe un isomorphzsme B’ de M sur V° vérifiant les propriétés suivantes :

1
b(v,q) =< v; B'g >x x’ Vge M, |qlly < 3 |B’

Le polaire de V, V°, est défini ainsi : V° ={h € X'/ Vv eV, < h,v >=0}.

3. Il existe un isomorphisme B de V- sur M’ vérifiant les propriétés suivantes :

1
b(v,q) =< Bviq >m,m Yo e V4, vy < 7 I1Bvla

L’orthogonal de V, V4, est défini par :V+{v e X/ VYw €V, (v,w) =0}

Une démonstration de cette proposition peut étre trouvée dans la référence [GR79|.
Nous allons voir immédiatement comment est utilisée cette condition inf-sup.
Théoreme 1.4.1. On suppose que :

1. La forme a() est bilinéaire continue sur X x X.

2. La forme b() est bilinéaire continue sur X x M.

8. La propriété d’ellipticité :

Yv eV, a(v,v) > a||v||§( avec a > 0

4. La condition inf-sup :

b
36 > Otelque _inf  sup _bwa g
Q#Ovex vl x llallar
Alors le probleme (1.18) admet pour tout (f;g) € X' x M’ une solution unique (u;p) €

X x M. De plus, cette solution vérifie :

IN

||U“x

2 (1t + Ll ot ) (20
lal lal
5 (1t + 220 (s + B pany ) (122

Démonstration Considérons le probléme non homogéne (1.18). Soit g € M’, la propo-
sition de Babuska-Brezzi nous permet d’écrire qu'’il existe un unique ug € VL vérifiant :

IA

121l s

1
Bug=get |uglly < 3 llgll ps
Vg € M, < Bug;q >=<g;q>

Posons ug = u — ug, le probléme s’écrit alors :
Trouver ug dans V tel que :

Vv €V, a(ug,v) =< f,v > —a(ug,v)

e
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On retrouve un probléme de type (1.20). Le lemme de Lax-Milgram nous indique que ce
probléme posséde une solution unique up dans V vérifiant :

o |luollk a(ug; up) =< fiup > —alug; ug)

<
allully < IFllx lwollx + lall gl lluoll x

1
= (Il + llall llugll x )

IA

[luoll x

Or, nous avons u = ug + ug. Par conséquent, nous avons obtenu l'existence et l'unicité
d’une solution u au probléme (1.18).
Examinons maintenant le probléme & résoudre pour la pression. Ce probléme s’écrit :

Yv € X, b(v,p) =< f;v > —a(u,v)
On définit F forme linéaire sur X, de la fagon suivante :
Yve X, < Fyv>=< f;v> —a(u,v)

On remarque que :
YoeV, <F;v>=0

donc F est un élément du polaire de V, (F' € V°). La proposition de Babiiska-Brezzi nous
dit qu’il existe un isomorphisme B’ de M sur V°, donc

dpeM, Bp=F
ce qui s’écrit :
dpe M, Vv e X, blv;p) =< f;v>—a(u;v)
De plus, on a :
1
< = ||Flix
Ipllar < 3 I1Fllx

Or
IFNx < W llxe + llali flullx

Ce qui, combiné avec la majoration précédente, nous donne la majoration escomptée et
termine la démonstration du théoréeme.

1.5 Retour sur le probléme de Stokes continu

Soit 2 € IR? un ouvert borné & frontiére Lipschitzienne. Nous rappelons les équations
du probléme de Stokes continu auxquelles nous avons rajouté des conditions aux limites
de type Dirichlet homogene :

—vAT+Vp = f dans Q2 (1.23a)
Vi = 0 dans (1.23b)
@ =0 sur I' = 0N (1.23¢)

Nous introduispns les espaces fonctionnels et les formes bilinéaires suivantes :
- L3(Q) = {p e L2(Q)/ /Qp dz = O} le sous espace des fonctions de L?(£2) & moyenne

nulle.
- HY{()? = {v e L2(Q)¢/ Vv € L2(Q)d} : le sous espace des fonctions de L2(Q2)¢ dont

les dérivées premiéres sont dans L2(f2).
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~ H}(Q)¢ : le sous espace des fonctions de H!(2)? & trace nulle sur T = 952.
— Les formes bilinéaires a(.,.) et b(.,.) définies respectivement sur H!(Q)¢ x H}(Q)¢ et
H}(Q)4 x L3(Q) par :

- a(u,v) =v [ gradu: gradv dz
Q

- b(v,q)z/ﬂqdivv dz

En multipliant ’équation (1.23a) par une fonction v de H}(Q2)¢ et en intégrant sur {2,

nous obtenons :
/—uAuvdV—%/ﬁpvdV:/fde
Q 9] ?)

/ugradu : gradvdV+/ﬁpvdV=/f-vdV
Q Q Q

aprés une intégration par parties sur le premier terme de I'’équation. Intéressons nous
maintenant au second terme de cette équation. La formule de Stokes s’écrit, :

Yv € D()?, Vp € D(Q), /v‘ﬁp dV =— [ divvp dV
Q Q

ol D(§2) est ’ensemble des fonctions a support compact dans 2.

En utilisant la propriété de densité de D(2)¢ dans H}(R2)¢, cette relation est valide
pour v dans H}(€2) et p dans H'(Q2). Si la fonction p est “seulement” dans L2(2), alors
nous prenons comme définition :

= at [ o
<Vp,v>H_leé ¢ /levvp dv

De méme, en multipliant ’équation (1.23b) par une fonction p de L2?(£2) et en intégrant
sur le domaine €2, nous obtenons :

/divvpdeO
Q

Avec les notations introduites, la formulation variationnelle du probléeme de Stokes
(1.15) s’écrit sous forme abstraite :
a(u,v) +b(v,p) = < fiv>, VYoeH}(Q)4, ueH}N)?
(1.24)
b(u, q) = <g;qg> Vgel3(), peL3()

On choisit X = H}(Q)¢ et M = L3(Q).
Le probléme de Stokes s’écrit alors comme un probleme de type (1.18).
L’espace V du cadre abstrait s’écrit :

V= {v € HY(Q)%/ Vg € LA(Q), b(v; q) = o} = {'u € H3(€2)¢/ div ¥ = 0 dans Q}

Nous venons d’écrire le probléeme de Stokes sous la forme d’un probléme abstrait de
type (1.18). Pour s’assurer de existence et de l'unicité d’une solution & ce probleme, il
suffit donc de se placer dans le cadre du théoreme (1.4.1) et d’en vérifier les hypotheses.

Les formes bilinéaires a et b sont clairement continues sur les espaces H3 ()¢ x H}(2)¢
et H}(2)? x L3(2). Pour vérifier la condtion d’ellipticité de la forme a, nous utilions une
inégalité de type Poincaré que nous rappelons ici :

Vu € HY(Q), [lullgg < C llull, g (1.25)

Le seul point restant & vérifier est la condition de type inf-sup entre les espaces H}(Q2)¢ et
L2(£2) pour la forme bilinéaire b(.,.). Le lemme suivant nous donne cette condition.
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Lemme 1.5.1. On a les deux assertions suivantes :
.y . : . I (D))
1. L’opérateur div est un isomorphisme de V+ sur =
2. Le gradient est un isomorphisme de L3(§2) sur V°

Gréce au lemme précédent, nous nous trouvons dans les hypotheéses d’application de
la proposition (1.4.1) de Babiiska-Brezzi , ce qui nous donne la condition inf-sup et assure
donc P'existence et 'unicité d'une solution au probléme de Stokes continu.
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Chapitre 2

Discrétisation du probleme de
Stokes

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la discrétisation du probléeme de Stokes.
Nous rappelons d’abord les spécificités numériques du probléme de Stokes ainsi que les
précautions & prendre pour la discrétisation de ce probleme (2.1). Du probleme abstrait
continu (1.4), nous déduisons la formulation abstraite du probléme discret (2.2). A cette
occasion, nous distinguons le cas d’une discrétisation conforme de celui d’une discrétisation
non conforme. Nous verrons en particulier comment intervient Perreur de consistance die
a la non conformité dans le probleme de majoration d’erreur & priori. Nous présentons
et détaillons alors la formulation Eléments Finis sur le cas de Pélément de Crouzeix Ra-
viart (2.3). Enfin nous présentons brievement la méthode des Volumes Eléments Finis
en s’appuyant sur ce méme élément (2.4). Nous détaillons alors l'expression des formes
bilinéaires dans le cadre des Volumes Eléments Finis qui nous servent & faire I’analyse
de cette méthode sur le probleme de Stokes (2.5). Enfin, nous verrons les problémes ren-
contrés avec ’élément de Crouzeix-Raviart (2.6) qui nous ont mené & proposer une nouvelle
discrétisation.

2.1 Mode parasite sur la pression

Comme rappelé au chapitre précédent (1.3), le couplage vitesse/pression peut poser des
problemes sous certaines conditions. Ils se traduisent, lors de I'étude du probléeme discret,
par 'apparition de modes parasites sur la pression. Suivant la discrétisation utilisée, le
gradient de pression calculé peut ne pas étre “vu” par la vitesse. Un exemple de ce type
de champ est exhibé sur la figure (2.1). La discrétisation est de type différences finies.
Les inconnues de vitesse et de pression sont collocalisés, i.e. que toutes les inconnues se
situent au méme endroit (sur la figure (2.1), les inconnues sont & chercher sur les noeuds
du maillage). Le gradient de pression est calculé par une méthode de type différences finies
centrées :

((91)) _ pli+1,5)—pi —1,j)
ij

z 2Azx
o\ _ plig+D)—plis-1)
* 0y/;; 2Ay

Sur un sommet blanc, I'évaluation du gradient de pression, ne fait intervenir que des
sommets de pression noir et est donc nul. De méme, sur un sommet noir, I’évaluation du
gradient de pression ne fait intervenir que des sommets de pression blanc et il est lui aussi

23
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nul. Ce champ de pression présente donc la particularité d’avoir un gradient calculé nul,
sans pour autant étre constant. Ceci est la définition d’un mode parasite sur la pression.

Op=0 @p=I
j=4
j=3
j=2
=1
j=0
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4

Fic. 2.1 — Mode parasite sur la pression en différences finies centrées

En différences finies et en volumes différences finies, l'utilisation de maillages en-
trelacés, comme pour la méthode Marker And Cell ((HW65]), permet d’éviter ce genre
de désagrément. En éléments finis ou en volumes éléments finis, pour qu’il en soit de
méme, les espaces de vitesse et de pression doivent vérifier la condition inf-sup introduite
précédemment ([Bab73],[Bre72]).

2.2 Le probleme discret sous forme abstraite

Nous nous intéressons maintenant au probleme de Stokes discret. Nous cherchons
sous quelles conditions, ce probléeme admet une solution unique. Nous nous intéressons
également aux erreurs de consistance : la solution discréte (up;pp) converge-t-elle vers la
solution continue (u;p) ? Si oui, de quelle facon ?

2.2.1 Cas conforme

Nous reprenons le probléme (1.18) de départ avec g = 0 par souci de simplification.
Considérons alors deux fermés X; C X et My, C M.
Le probleme discret s’écrit :

Trouver (up;pn) € Xp X My, tel que :

{ Vup € X, a(up,vn) +b(vn,pr) = < fion> 2.1)
Vgn € My,  b(un, qn) =0 '

Vi, est alors défini comme :
Vi = {vn € Xn;Van € My, b(vp, qr) = 0}

Il est & noter qu’en regle générale, V, ¢ V.

2.2.1.1 Existence et unicité d’une solution

Le théoreme (1.4.1) s’applique au probleme discret en substituant les espaces dis-
crets aux espaces continus. Pour s’assurer de l'existence et de 'unicité d’une solution au
probléme discret, il suffit donc de vérifier les hypotheses du théoréme (1.4.1).

— Continuité de la forme bilinéaire a

Le fait que la forme bilinéaire a est continue sur X x X implique que a est continue
sur Xp, x X (car X C X).
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— Continuité de la forme bilinéaire b

Le fait que la forme b est continue sur X x M implique que b est continue sur X x M},
(car My C M).

— Ellipticité de la forme bilinéaire a sur Vj

Cette fois ci, lellipticité de a sur V, n’implique pas que a est elliptique sur V. En
revanche, si a est elliptique sur X, alors a est elliptique sur X et donc sur Vj,.

La condition inf-sup

La condition inf-sup du probléme continue n’implique pas que la condition inf-sup
du probleme discret est vérifiée. Bien souvent, Pellipticité de a est vérifiée sur X
donc sur V},, par conséquent, le seul point restant & traiter est la vérification de la

condition inf-sup discrete.
Un mode parasite ¢, sur la pression se traduit de la fagon suivante :

gn € My; qn # 0; Yo, € Xy, b(vp;gn) =0

Ce qui implique que la constante Gy, de la condition inf-sup discrete est nulle et cette
condition n'est donc pas vérifiée. Réciproquement, la vérification de la condition

inf-sup assure qu’il n’y a pas de mode parasite sur la pression.

La démonstration de cette condition dépend bien entendu des espaces discrets choi-

sis.

2.2.1.2 Analyse de Perreur de consistance

Une fois existence et 'unicité d’une solution discréte acquise, il reste encore & vérifier
de quelle fagon converge la solution discréte (up,pp) vers la solution continue (u,p).
Pour évaluer cela, nous cherchons donc & majorer Perreur de consistance ||[u — up|y et

P — prllpr-

Majoration de |[u — ua| x

Soit vy, € V¢
a(up — Vp,up —vp) = a(up, up — Vp) — a(Vh, Up — Vi)
a(up — Vp,up — Vp) = < fiup—vp > —b(up — va,pr) — a(Va, un — vp)

uy, et vy appartenant a Vj,, uy, — vy, appartient également a Vj et nous avons donc
b(up — vp,pn) = 0.
La propriété d’ellipticité de la forme a nous permet d’écrire :
afun —wallx < aun — vn, up — vp)
donc
allun —wlk < < fiun —vn > —a(vp, un — vp)

u est solution du probléme continu (1.18), donc

s a(u,up —vg) +b(up —vp,p) = < fiup—uvp >

On a donc la majoration :

a(u, up — vp) + b(up — va, p) — a(vp, up — Vi)
a(u — vp, up — vn) + b(up — va, P)

o ljun — vnll
2
a llup — vall%

IA A
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Or up — vy, € Vj, donc Vg € My, b(up — vp, qn) = 0.

allun —vall% < alu—vh, up —vn) + b(up — Vi, P — qr)

On utilise alors les propriétés de continuité des formes a et b.

2
oflun —wnlly < llall lun — vrllx lle — vallx + 110]l llua — valix llp — gnlin
oflun —wnllx < llallflu —vnllx + 002 — gnlla

En utilisant I'inégalité triangulaire : |[u — up||y < |Ju — vp|lx + ||up — vallx, on trouve :

oy < (1022 b+ B -

Ceci étant vrai pour tout v, € Vj, et pour tout g, € My, on obtient :

lall\ . |l
_ < (1419 g - 100
lu —unllxy < ( +° ) inf lu —vnllx + ”

inf |lp — qal|
qr€EM), M
Mais la majoration précédente ne fait intervenir que la quantité inf,, cv, |lu — vp|| x que
'on ne sait pas évaluer. Pour obtenir une majoration par la quantité inf,, ex, ||v — val x,
nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. On suppose que la forme b est continue sur Xp x My, et vérifie la
condition inf-sup pour une constante By, alorsVu € V,

. ol .
£ flu— <{1+2%) inf Ju-—
Jof flu—vally < ( 5 ) wik, llu — wallx

Une démonstration de cette proposition peut étre trouvée dans [GR79].
Cette proposition nous permet d’obtenir la majoration :

U — U <l1l+ 1+ nf |u + nf |p 2.2
| nllx < ( : Bh ) onexn llu — vallx Y aneM lp—anllas (2.2)

Cette fois ci, la majoration fait intervenir les bonnes quantités. En effet, il suffit que
I'espace X}, approxime 'espace X a l'ordre 1 en norme ||.|| y et que I'espace M}, approxime
I'espace M & l'ordre 1 en norme ||.||,, pour que la solution du probleme discret uy ap-
proxime la solution du probléme continu & ’ordre 1 en norme ||.|| x.

Majoration de ||p — ppll; Soit gn € Mj. La condition inf-sup nous permet d’écrire :

b(vh,Ph — qn
Brllpn = qnllyy < sup bon,pn — gn)
vh€Xp ”Uh”X
b(vh,9r — qrn) = b(vn,pr) — b(Vk, qn)

< fiyvn > —alun, va) — b(vh, n)
a(u, vg) + b(vh, p) — a(un, v) — b(vh, qr)
= a(u — up, va) + b(Vh,p — qn)
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Nous avons donc :

Vop € Xp,  b(vnsph — qn) < llall lu = wnllx flvnllx + 16l lvallo P — gnll o

b(vp,pr—
Vop, € Xh, Hop=an) < Jlal| llu — unll x + 16l llp — aulas

Ceci étant vrai pour tout vy € X et le membre de droite ne dépendant pas de vy, nous
pouvons écrire :

sup bV, qn)

O 00) ot = il + 6] 1p = anl
oe® TTonllx x + |

En reprenant la premiere inégalité, nous obtenons :

Bullon = aullas < llall llw — unllx + IBlHIp — gallas

En introduisant 'inégalité triangulaire ||p — pallas < 12 — nllps + llgn — Prll s, nous obte-
nons :

Ip—pally < %||u-uhnx+(1+“ﬁih”) Ip = gl

En insérant la majoration précédente de ||u — upl| x, nous trouvons finalement :

Ip = pallyy < B2 (1+220) (1+ B infy, ex, llu — vl (2.3)
b| b .
(1 Ll B g, gl — gl 2.9

2.2.2 Cas non conforme

Considérons deux espaces de Hilbert Xj et M. Cette fois ci, X et My ne sont plus
forcément inclus dans X et M. De ce fait, nous nous donnons également ax(.,.) et by(.,.)
deux formes bilinéaires sur X x Xp, et Xp X M.

2.2.2.1 Existence et unicité d’une solution

Nous cherchons & résoudre le probléme suivant : Trouver (up,pn) dans Xp x My tel
que :
Yop € Xp,  an(un,Vn) +0n(vhspr) = < fivn>
(2.5)
Vgn € My,  bp(up, qn) = <g,qn>

La encore, nous utilisons le théoréme (1.4.1) pour s’assurer de I'existence et de I'unicité
d’une solution. II suffit donc de vérifier :

— la continuité uniforme de la forme ax(.,.) sur Xy x Xp,

- la continuité uniforme de la forme b,(.,.) sur X x My,

— Pellipticité de la forme ax(.,.) sur Vj, et

— une conditign de type inf-sup entre les espaces X, et My pour la forme bilinéaire

b (., .).

Dans ce cas et contrairement au cas conforme, il n’est en général plus possible d’assurer
certaines de ces hypotheéses & partir de celles du probléme continu. Ce n’est plus seulement
la condition inf-sup qu'’il faut vérifier, mais il faut également s’assurer explicitement de la
validité des trois autres hypotheses.
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2.2.2,2 Analyse de ’erreur de consistance

Nous donnons ici une majoration d’erreur abstraite, comme dans le cas conforme. Par
rapport & celui ci, il s’introduit en plus une erreur de consistance rp(u,p).

an(un, vn) + bp(vh.pr) = (f,vn) Yoy, € X,
ap(u,vp) + bh(vh,p) = (f, 'Uh> + T'h(u, p)(vh) Yo, € Xp,
ap(u — un,vp) + ba(vn, p — pr) = rr(u,p)(ve) Yo € Xp

Majoration de u — uy
Soit wp, € X,

ap(up — whyuh —wr) = an(up — U, Up — Wh) + ap(u — Wh, Up — W)

br(un — why P — pr) — rr(, p)(vn) + an(u — wh, up — wp)
Siwy € Vi et gn € My,

ap(up — Wh,up —wp) = bp(up — wh,p — qn) — Th (¥, p)(un — wp) + an(u — wh, up — W)

allup —wrll® < Noall llun — wallx, P — gnllag, + lra(u, DI llun — wally,
+ llanll 1w — wall x, llun — wallx,

b=k, < =l ol
loal Lo
< (1+ Ll ) e g, + 20— gy,

Ceci est vrai pour tout wy, € V, et pour tout g, € Mp. En utilisant le résultat de la
proposition (2.2.1), on peut majorer comme suit :

1[Bn I
wll’éf flu — wallx, < <1+ vlgf lu — vllx,

et nous obtenons la majoration de u — uy, :

llaall AV s
-l < (1422804 Spupin) (10 B20) g ont, +22h o
(2.6)

Majoration de p — p;, Par ailleurs, la condition inf-sup nous donne :

br(Vh, Pr — qn)
Br lpn — gnllpg, < sup (—“U—-—

h”Xh

br(Vh,ph — qr) = bu(vn,pr — D) + bp(Vh,p — i)
= 1p(u,p)(vn) — an(u — up, vp) + bp(Vh, P — qn)
B llpr — Grllag, < lra(u, D)L + 106 P — anrllpg, + ol llu — wallx,

En introduisant I'inégalité triangulaire {[p — pnllpy, < I — gnllag, llgn — Pallpg, » on obtient :

anlll Ilah ]

lp—prllpg, <

b 1 -
= wnlly, + (1 ; ”%) I = @l + 5- I o)
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En insérant la majoration précédente de ||u — upl|x, on trouve finalement :

Manll (; , llanll , 1 AV A
_ < HiazZRilll n-an , - all —
Ip = prllag, < B (14 204 2wl ) (1 ) ing - wnlly

vREX
b b
N (1+ el 1H1onlH + A
B Br

1 .
+ — ||Tnlu,
o= I, )

inf ||p— 2.7
)thth P~ anllag, (2.7)

Les estimations d’erreur ont donc une forme identique a celles du cas conforme, il ap-
parait en plus des termes de non consistance en rp(u, v).
Nous allons maintenant illustrer le cas non conforme en revenant sur I’élément déja intro-
duit dans le plateforme de développement PRICELES, Pélément de Crouzeix Raviart.

2.3 Application a I’élément de Crouzeix Raviart

2.3.1 Introduction et notations

Nous fixons ici quelques notations. Soit € un ouvert connexe borné de IR? ot d est la
dimension d’espace. Sa frontiere I' = 95 est supposée réguliere. On note (73); une famille
réguliere de triangulations de € par des triangles ou des tétraédres notés K, au sens usuel
ou :

— pour tout h, 'intersection de deux éléments différents de 7, si elle n’est pas vide,

est soit un sommet, soit une arete, soit une face commune & ces deux éléments,

— le rapport du diameétre hg d’un élément K de 7}, sur le diameétre de la sphere inscrite

est borné par une constante ¢ indépendante de h.
h et h_ représentent respectivement le diameétre maximum et minimum des éléments de
Th. Nk, Ng et Ny désignent respectivement le nombre d’éléments, de sommets et de faces
de 7;. L’ensemble des faces est noté Fj. Les sommets sont indexés en s;, les milieux de
faces en z;, les faces en f; et les centres de gravité en cg.

2.3.2 Localisation des inconnues

Nous rappelons ici brigvement ’élément introduit par Crouzeix et Raviart ([CRT73]).
Nous définissons les deux espaces d’éléments finis X et M} qui nous serviront d’espace
d’approximation pour la vitesse uy et la pression py.

— L’espace X}, est défini comme ’ensemble des fonctions v;, dans L2(Q)¢ vérifiant :

- leur restriction sur chaque élément K de 7}, appartient a P (K), ou Pi(K) désigne
Pespace des fonctions affines sur K,

- elles sont continues en chaque point x;, pour z; barycentre de f; € F, N oQ.

L’espace X}, n’est donc pas inclus dans X = H}(£2)%, nous nous trouvons bien dans

le cas non conforme.

— L’espace de discrétisation de la pression M}, est défini comme suit :

My, = {qn € L§(Q); VK € Ty, aulx € Po(K)}

L’espace discret de pression My est, quant & lui, inclus dans lespace continu de
pression M = L3(Q).
Les degrés de liberté pour P’élément de Crouzeix-Raviart sont indiqués sur la figure
(2.2).
Les degrés de liberté de vitesse se situent au centre des faces des triangles ou des tétragdres.
Les degrés de liberté de pression se situent au centre des éléments.






2.4. FORMULATION VEF 31

— L’hypotheése de continuité uniforme de la forme ay(., .) sur Xp x X}, se vérifie aisément
en appliquant une inégalité de Cauchy-Schwarz.

- De méme, la continuité uniforme de la forme by(.,.) sur X x M} se vérifie en
appliquant la encore une inégalité de Cauchy-Schwarz.

— En remarquant que :

1
lvnlly o = an(va, vh)? (2.12)

I’hypothese d’ellipticité de la forme ap(.,.) sur Xj et donc sur V}, est trivialement
vérifiée.

— La condition inf-sup entre X et M} pour la forme bilinéaire b;, a été montrée par
Crouzeix et Raviart ([CR73]).

2.4 Formulation VEF

Pour présenter la méthode de Volumes Eléments Finis, qui est celle implémentée
dans le code PRICELES, nous nous appuierons sur l'élément fini de Crouzeix-Raviart
présenté précédemment. Pour plus de détails sur cette méthode et pour tout renseigne-
ment complémentaire concernant ce chapitre, le lecteur pourra se reporter & [Emo92].

Pour appliquer une méthode de Volumes Eléments Finis, on se donne un maillage du
domaine et un espace d’éléments finis. On caractérise la solution par ses valeurs aux noeuds
et on associe a chaque noeud un volume de contréle. Dans le cas des équations de Stokes,
aux noeuds de pression sont associés les volumes de controle de 1’équation de conservation
de la masse, aux noeuds de vitesse sont associés ceux de 1’équation de conservation de
la quantité de mouvement. Les équations du probléme sous forme conservative sont alors
écrites sur les différents volumes de contrdle.

Dans le cas de ’élément de Crouzeix-Raviart, les volumes de contréle de ’équation de
conservation de la masse sont les éléments eux-mémes. Le volume de controle de I'équation
de conservation de la quantité de mouvement associé a chaque noeud de vitesse situé au
barycentre d’une face est construit en joignant les centres de gravité des éléments ayant
la dite face en commun avec les sommets de la face. Nous définissons les k; dans chaque
élément par la relation suivante :

ki = {z € K tel que ¥;(z) > ¢;(x) Vj # i}
Un volume de contréle w; est donc défini comme :
Wi = UKBfiK"i

La figure suivante illustre dans le cas bidimensionnel, la construction d’un volume de
controle w; attaché & un noeud z;.

2.5 Formulation VEF du probleme de Stokes

Nous écrivons les équations de Stokes sous forme conservative (1.13) sur les volumes
de contréle respectifs K et w. Nous cherchons une solution (up,pn) dans nos espaces
d’éléments finis X}, x M} vérifiant ces équations.

VK € T, / @y 7 ds = (2.13)
oK

0
Vw, —/ (—prlgq + graddy,) -fids = / de (2.14)
Ow w
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Pour réaliser 'analyse numérique de ce probleme, il est possible d’obtenir une formulation
abstraite en multipliant une fonction test, associée & un nceud, par ’équation de conser-
vation sur le volume de controle associé au nceud en question, et en sommant sur tous les
neceuds.

Ceci nous donne :

Vg € My, Z (qh(cK)/ Up -1 ds) =0 (2.15)
% oK
Ny Ny
Vor € Xp, =) (17‘h(x¢) Vi - 7t ds) +) <i}'h(wi) / Phi ds) = (2.16)
i=1 0w i=1 wi

;(5h($i)'Li f) dv

En définissant la forme bilinéaire sur X;, x X}, :

Ny

a;‘f(uh,vh) R Z (T_fh(ﬂvi) : ﬁﬂh -7 ds) ,
i=1 Owi
la forme linéaire sur X}, :
Ny
LY () <) (17h($i) : / fdﬂf) :
i=1 wi
et sur Xp x My, les deux formes bilinéaires :
Ny
by (vh,pr) = Z (ﬁh(xi) ~/a jJ%0) ds) ,
i=1 Wi
ci (un,an) = Z (Qh(CK)/aK Up - 7 ds).

KeT,

Le probleme peut alors s’écrire :
Trouver (up,pr) € Xp x M), tel que :

Yop € Xp,  a) (up,vn) + b (Uh,pr) = LY (vn)

Yan € My, ¢ (un, gn) = 0

Deux stratégies peuvent étre adoptées pour analyser ce probléme abstrait :

— on vérifie la continuité uniforme des trois formes bilinéaires introduites, l'ellipticité de
la forme bilinéaire a,‘f et la condition inf-sup entre les espaces X}, et My, relativement
aux formes bilinéaires,

— si le probleme formulé en Elements Finis a été traité, on compare les formes bi-
linéaires du systéme Volumes Eléments Finis avec celles du systéme Eléments Finis

et on étend les résultats obtenus en Eléments Finis au cadre des Volumes Eléments
Finis. .

La formulation Volumes Eléments Finis du probleme de Stokes avec I’élément de
Crouzeix Raviart a été étudiée par P. Emonot dans sa thése [Emo92] en utilisant la seconde
méthode. Ce dernier a démontré que les deux formulations du probléme de Stokes, en
Eléments Finis et en Volumes Eléments Finis, pour cet élément, sont équivalentes. Ceci
signifie que les solutions des deux problemes sont identiques au second membre pres.
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2.6.3 Une résolution maillage différente en vitesse et en pression

La Simulation des Grandes Echelles est un des champs d’application de la plateforme
PRICELES. Je donnerai plus tard le principe de Simulation des Grandes Echelles, je
dirai juste ici que les équations auxquelles nous nous intéresserons sont les équations de
Navier Stokes filtrées par un filtre passe-bas en fréquence. Dans le code PRICELES, le
filtre passe-bas utilisé est le filtre implicite que représente le maillage. Au dessous d’une
certaine taille de maille, un signal d’une fréquence suffisamment grande ne peut plus étre
représenté sur le maillage, par conséquent le maillage représente implicitement un filtre
passe-bas en fréquence. Pour obtenir un champ de vitesse et de pression identiquement
filtrés par le maillage, comme P’a recommandé P. ROLLET-MIET dans sa these ([RM97)),
il est donc nécessaire d’avoir un “maillage vitesse” et un “maillage pression” relativement
similaires. Le nombre de noeuds de discrétisation de vitesse étant largement supérieur
a celui des noeuds de pression pour I'élément de Crouzeix-Raviart, le filtre implicite du
maillage appliqué au champ de vitesse et celui appliqué au champ de pression sont assez
différents.
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Chapitre 3

Nouvelles Discrétisations

Pour pallier les difficultés liées & I’élément de Crouzeix Raviart évoquées précédemment
(cf. 2.6), le nouvel élément proposé est plus riche en pression que ce dernier. Nous présentons
dans un premier temps la nouvelle discrétisation proposée (3.1). L’étude de cet élément a
d’abord été effectuée par Bernardi et Hecht [BH00] dans le cadre Eléments Finis : nous
rappelons les différents résultats qu’ils ont obtenus (3.2) et qui nous servirons pour la suite
de I’étude. Nous présentons alors la formulation du probléeme de Stokes dans le cadre des
Volumes Eléments Finis pour ce nouvel élément (3.3) et nous étendons les résultats du
cadre Eléments Finis A celui des Volumes Eléments Finis (3.4-3.5). Nous exhibons les
fonctions d’une base de V;, dans (3.6). Enfin, nous présentons des résultats numériques
pour illustrer les résultats théoriques obtenus (3.7).

3.1 Présentation du nouvel élément

3.1.1 Vitesse P; non conforme

L’espace discret de vitesse X}, est le méme que 'espace de vitesse introduit par Crouzeix
et Raviart et rappelé précédemment (2.3.2).

3.1.2 Pression P;+ Bulle

Nous définissons M;, comme I’ensemble des fonctions py, de H!(€2) vérifiant la propriété

suivante :

— la restriction de pp, sur chaque élément K appartient & l'espace P(K) défini comme
Pespace de dimension d + 2 engendré par les polynémes de P;(K) et la fonction bulle
définie comme le minimum des coordonnées barycentriques de K.

Nous définissons également My, o comme lintersection de My, avec LE(€2).
Les noeuds de pression sont situés aux sommets et au centre de gravité des éléments.

La fonction de forme P; associée au sommet s;, que nous noterons Ay, dans un élément
K est la coordonnée barycentrique du sommet s;.
La fonction de forme bulle associée au centre de gravité d’un élément K, que nous noterons
¢k peut s’exprimer en fonction des coordonnées barycentriques dans 1’élément :

-

Ve € K, ¢pg(z) = (d+1) rrg}l} As; (z) (3.1)
si
Sur chaque k; de ’élément (défini en 2.4), la fonction de forme bulle peut donc s’écrire :
Vr € ki, o (x) = (d+ 1)As, ()

37
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Sur chaque k; de I'élément, la pression est donc linéaire.
Toute fonction pp de My s’écrit :

N,
Vo € Q@) = Y prlsha(@) + 3 [ male) - 5 3 malsn) | (@) (32
i=1

KeTy, S;EK;

3.2 Formulation EF et résultats

Nous reprenons ici les notations et résultats introduits par Bernardi et Hecht dans
leur article ([BHOO]) portant sur I’analyse dans le cadre des Eléments Finis de ce nouvel
élément.

3.2.1 Le probléme discret en Eléments Finis

Le probléme discret repose sur la formulation variationnelle (1.24) et s’écrit :
Trouver (up,pr) dans Xp X Mp g telle que :

an(un, vp) + by (vhopr) = Ln(vn), Yon € Xi
(3.3)
b} (un, qn) = 0, Vgn € My

ot les formes bilinéaires ax(.,.) et bi(.,.) et la forme linéaire L(.) sont définies comme
suit :

ap(up,vp) = Z / graduy, : gradv, do (3.4)
KeTy K

bi(vh an) = Z/Uh‘ﬁfh dz (3.5)
KeT, 'K

Lp(vp) = Z/fvh dx (3.6)
KeT, 'K

Le nouvel élément introduit, le P; non conforme en vitesse et P1Bulle en pression noté
PINC/P!Bulle, est plus riche en pression que I’élément de Crouzeix Raviart qui est P! non
conforme en vitesse mais P° en pression. Le fait de rajouter des degrés de liberté en pression
risque d’introduire des modes parasites sur la pression. Ce probléme s’analyse comme un
probléme abstrait de la méme fagon que décrit précédemment (2.2). La continuité uniforme
et lellipticité de la forme bilinéaire a(.,.) ont déja été prouvées précédemment lors de
I’étude de I’élément de Crouzeix Raviart puisque lespace en vitesse n’a pas été modifié.
Il nous reste donc & considérer la continuité uniforme de la forme bilinéaire b}(.,.) et
la condition inf-sup discréte. Comme nous sommes dans le cas d’une discrétisation non
conforme, nous verrons comment peut étre majorée 'erreur de consistance die & la non
conformité,

3.2.2 Décomposition des espaces de vitesse et de pression

Nous reprenons Ja décomposition des espaces Xp et My introduite par Bernardi et
Hecht dans [BH00]. Soient X; et My les espaces d’approximation de la vitesse et de la
pression définis précédemment. Ces deux espaces sont décomposés chacun en deux sous
espaces de la fagon suivante :

- X =XZ+X,IIV, avec

- X}I; ’espace des vitesses PINC tangentes aux faces.
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- XhN 'espace des vitesses P!NC normales aux faces.
- My, = M,lL + M?, avec
— Mj Despace des pressions engendré par P!(K).
- MZ Pespace des pressions engendré par les fonctions bulle.
En utilisant cette décomposition, nous pouvons récrire la formule (3.2) :

Vz € Q, pa(z) = pj(z) + p}(z) (3.7)

avec pr € M} et p? € Mt définis de la facon suivante :
h h h h
N, N
pho= > pa(si)bs, = Y Dyids
i=1 i=1

o= > ph(CK)—(—li > pulsy) | ok = > pf ¢k

KeT, sJ‘EK,’ KeTy,
ou nous avons introduit les notations :

Vi=1..N,, Pt = pr(sq)

1
VK €Ty,  pk = |palck) - p] >~ palsy)
SjEK,‘

Remarque : L’analyse de Bernardi et Hecht a été faite avec une fonction bulle définie comme
le produit des coordonnées barycentriques. L’utilisation d’une fonction bulle définie comme
le minimum des coordonnées barycentriques ne change pas la nature du probléme mais
simplifie le codage, c’est pourquoi nous avons implémenté dans le code PRICELES, une
bulle du min et non une hulle produit.

La figure (3.1) illustre la décomposition des deux espaces. Ce choix de décomposition
des espaces a été guidé par la relation d’orthogonalité entre les espaces X{ et M% relati-
vement & by(.,.) :

Vo € X¥, Van € M3, bh(vh,qn) =0 (3.8)

<—XZ‘ N

* M, o M}

-«

FiG. 3.1 - Décomposition des espaces de vitesse et de pression

Les deux espaces de pression, M,ll et Mz, contiennent chacun un mode parasite qui a été
identifié et supprimé. Ces deux modes parasites sont les constantes de chaque espace. La
fonction 1 appartient a I'espace M} et vérifie Vv, € Xp, b}, (vs, gr) = 0, qui est P’expression
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d’un mode parasite. De méme, la fonction ¢, définie par ¢ = Z oK, ol ¢k est la
KeT,

fonction de forme bulle associée & 1’élément K, est un mode parasite dans I’espace M’;L.

Les espaces M};,o et Mﬁ,o sont le résultat de l'intersection avec L3(Q2) des espaces M} et

M;’L. Ces espaces ne contiennent pas les deux modes parasites cités.

3.2.3 Hypotheéses et résultats de ’article de Bernardi et Hecht

Hypothése 1. La frontiére T’ de Q contient au plus un c6té en dimension d = 2, au plus
deuz faces en dimension d = 3 d’un méme élément K de Tj,.

Proposition 3.2.1. La forme b}, est uniformément continue sur X, x M, :
3C indépendant de h, Yy € Xp,VYan € Mp, ba(vp, @) < Cllvnlly g llarllo o (3.9)

Le premier résultat de condition inf-sup que nous rappelons nous donne une condition
inf-sup non optimale entre les espaces X} et M} ,.

Proposition 3.2.2. Sous réserve de vérifier hypothése 1, il existe une contante (ro
indépendante de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée :

N

b} (vh, g
Vgn € My g, sup o) 5 g > bklanlix (3.10)
’uhex’,l.: “Uh“h,Q KeT,

Par contre, nous avons une condition inf-sup optimale entre les espaces Xy, et M}L 0

Proposition 3.2.3. Sous réserve de vérifier l'hypothése 1, il existe une contante [
indépendante de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée :

b} (v,
th EM}L,O’ Sup M

2 Brllanlloq (3.11)
oneXy [Uallng

Nous avons le méme type de résultat pour la paire d’espaces X et M%,o-

Proposition 3.2.4. Il existe une constante By indépendante de h telle que la condition
inf-sup suivante est vérifiée :

b} (vh, qn)
Van € Mig, sup LRI 5 5o (3.12)
v €Xp “Uh“h,Q

Par contre, la condition inf-sup démontrée pour les espaces X; et My, c’est-a-dire
pour ’élément qui nous intéresse, n’est pas optimale, c’est-a-dire que § dépend de h.

Théoréme 3.2.1. Sous réserve de vérifier ’hypotheése 1, il existe une constante 3 indépendante
de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée :

b} (vy,,
th € Mh,()a sup ._h'_(_.h_q’l)

> B( inf ki) llgn 3.13)
vh€Xp ”’Uh”hQ KeT, )” HO,Q (

.
Ceci permet d’affirmer que le probléeme de Stokes discret formulé en Eléments Finis
(3.3) admet une solution unique que nous notons (ux, pr).
Le fait que la condition inf-sup ne soit pas optimale entraine une altération des résultats
d’approximation. Il n’y a pas de résultat de convergence sur la pression. Par contre, le
résultat de convergence sur la vitesse est optimal.
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Théoréme 3.2.2. Sous réserve de vérifier Uhypothése 1, pour tout f dans L2(Q), et si, de
plus, la solution (u,p) du probléme de Stokes continu (1.24) appartient 4 HS+1(Q)4 x H*(Q)
pour un réel s, 0 < s < 1, alors il existe une constante c indépendante de h telle que
Uestimation d’erreur suivante entre la solution continue u et la solution discréte uyp soit
vérifiée :

= unllng < ch* (Nullyyr + Ipllyg) (3.14)

Enfin, nous exploitons la condition inf-sup optimale (3.11) entre les espaces X, et M}l,o.
Soit le probleme suivant : Trouver (up,pp) dans X, X M}l,o telle que :

an(un;vn) + b (vhipr) = La(vn) = < fion >, Vup € Xy
(3.15)
by (un; gn) = 0, Yan € Mj g

Ce probleme admet une solution unique, grace & la condition inf-sup (3.11). Cette
solution ayant toutes les bonnes propriétés de convergence.

Proposition 3.2.5. Sous réserve de vérifier Uhypothése 1, pour tout f dans L2(Q)¢, le
probléme (3.15) admet une solution unigue (@, Pr) dans X x M}, ;. De plus, cette solution
vérifie : ’

lanllna + IPelloo < cllflloqn (3.16)
pour une constante ¢ indépendante de h. Si de plus, la solution (u,p) du probléme (1.24)
appartient @ H¥+1(Q)¢ x H*(Q) pour un réel s, 0 < s < 1, alors il existe une constante c

indépendante de h telle que ’estimation d’erreur suivante entre cette solution et (in,Pp)
du probléme (8.15) :

= il + I~ Pallog < b ([ullysr0 + Ipllo0) - (3.17)

Ce résultat important nous apprend que I’élément P;NC/P;, qui n’avait pas encore
fait I’objet d’une étude posséde toutes les bonnes propriétés de convergence souhaitées, &
savoir que les champs discrets de vitesse et de pression convergent de fagon optimale vers
les solutions continues de vitesse et de pression. De plus, cet élément posséde la propriété
d’avoir un champ de pression continu, ce qui n’était pas le cas de I’élement de Crouzeix
Raviart. Cependant, nous verrons dans la section consacrée & la formulation Volumes
Eléments Finis que ce nouvel élément a en quelque sorte une propriété duale d’un des
inconvénients de 1’élement de Crouzeix Raviart présenté en (2.6) qui justifie le fait que
nous ne 'utilisions pas.

Enfin nous donnons un dernier résultat que nous utiliserons par la suite, concernant
I’angle entre les espaces M,l1 et MZ.

1
d+2\?2
v, 1 Ml v b b / 1.5 < 1 ” b“ 1
qn € M}, Vg, € My, QQth dz < 3452 H‘Ih“o,n 9hfo.c (3.18)

Ceci signifie que P’angle entre les espaces ML et M% dans L2(Q2) reste supérieur & une
constante C, C < 1, indépendante de h.

-
3.3 Description du systeme VEF

Pour écrire le probleme discret en Volumes Eléments Finis, nous utilisons la forme
conservative (1.13 et 1.14) du probleéme de Stokes. Nous devons donc définir les volumes
de contrdle de masse et de quantité de mouvement.
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et les formes bilinéaires sur X, x M}, :

Np

By (v, pn) = Z('Uh(mi)'/ Paft dS) (3.21)
i—1 Ow;
Ny

c,‘l/(vh,qh) &« Zq,sj / vy - ds + oy Z / v, -7 ds (3.22)
i=1 I, Kev(s;) 9K

+ag Z q,{{ (/ath-ﬁds>

KeT,

a1 et az sont deux coefficients qui servent & rendre la forme cj (.,.) proportionnelle & la
forme b} (.,.). Ces deux coefficients sont fonctions de la dimension d’espace et du choix
des volumes de controle de masse. Pour le choix de volume de contréle que nous avons fait
pour 'exposé, les coefficients a; et ag valent respectivement :

d-—1
d+1
gy = -—2T' (324)

3.3.3 Ecriture du probleme de Stokes

Le probléme de Stokes discret formulé en Volumes Eléments Finis s'écrit alors : Trou-
ver (up, pr) dans Xp X My telle que :

ay, (un,vn) + b (vn,pr) = LY (vn), Vou € Xp,
(3.25)
C}Y(uha (Ih) = 0, Vgn € Mh,,O

Comme dit précédemment, deux fagons d’analyser ce probleme peuvent étre envi-

sagées !

— Reprendre ’analyse compléte du probléme. A savoir, continuité uniforme des formes
bilinéaires a} (.,.) et bY(.,.), ellipticité de la forme a}(.,.) et condition inf-sup
discrete.

— S’appuyer sur 'analyse faite en Eléments Finis, puisqu’elle existe, et comparer entre
elles les formes bilinéaires des deux formulations.

Nous choisissons la deuxiéme approche.

3.4 Comparaison des deux formulations
Nous redonnons tout d’abord un résultat concernant les formes a(.,.) et a,‘f(., ).

Lemme 3.4.1. Les formes bilinéaires ap(.,.) et a} (.,.) sont identiques sur l’espace X}, X
Xh.

Ce résultat a été montré entre autres par Emonot dans sa these ([Emo92]). Nous
donnons ici une idée de la démonstration. Il suffit de calculer les deux formes bilinéaires
sur des fonctions de base 1; et ¢;. La formulation Eléments Finis nous donne le résultat
suivant :

ap(Vi, ;) = Z /K grady; : grady; dV

KeTy,
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La formulation Volumes Eléments Finis sécrit :
W) == X [ grad-rids
KeTy, Ky

La fonction 1; est linéaire sur chacun des K de 7y, donc son gradient est une constante
sur chaque élément que 'on peut calculer en appliquant la formule de Stokes.

1
gradwi[K - m/]v(gradwi dv
1 ~
= K] o

Nous ne devons considérer que les éléments en contact avec la face f; associée & la fonction
de forme v;. La fonction de forme est linéaire donc pour calculer son intégrale sur les faces
d’un élément, il suffit de connaitre sa valeur au centre des faces. La fonction v, est non
nulle uniquement au centre de la face f; donc l'intégrale précédente se réduit & :
1 &k
gradyy|, = l—mSi

en notant S¥ = / i ds ot A% est la normale unitaire extérieure & K. La formulation
fiNdK

Volumes Eléments Finis peut donc s’écrire :

of (Withy) = - Z gradyil / fids
KeT, K
KeTy Ky
= Z _§K§K
i g
KeT, IK'
en remarquant que / fids = —S;K . Nous avons donc :
Kry;
1 -
|4 oK K
ay (Yi,¥;) = Z IKI< S; )(_Sj)
RN ANTY
1 =
1% K
tower = ¥ [ () ()
P A RANT
of (bowy) = Y [ eradu gradu; av
KeTy,

a,‘f(z/a, ¥;) = an(¥s, ;)

Nous donnons maintenant un résultat propre au nouvel élément et qui permet d’étendre
les résultats obtenus pour cet élément dans le cadre Eléments Finis au cadre Volumes
Eléments Finis.

Lemme 3.4.2. Soz’;nt ¥ une fonction de X, ¢* une fonction de M} et #® une fonction
de Ml,’L. b,‘l/ est la forme gradient en Volumes Eléments Finis, c,‘l/ la forme divergence en
Volumes Eléments Finis et b} la forme gradient en Eléments Finis. Alors nous avons les
relations suivantes entre les différentes formes en Eléments Finis et Volumes Eléments
Finis
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~ Pour une pression de M}, :

oY (¥, 8") = bi(v,¢") (3.26)
ch (¥, = —‘“%dtl—)b}{(w@l) (3.27)

- Pour une pression de MY :

oy (v, ") = (dzl)b},(w,qﬂb) (3.28)
ch (¥,¢") = —Mz—;il—)bhw,qs") (3.29)

Pour la démonstration, nous calculons simplement les formes gradient et divergence
en Eléments Finis et Volumes Eléments Finis pour les fonctions de forme de vitesse et
de pression (cf. Annexe A).

Remarque 2. La continuité uniforme des différentes formes bilinéaires introduites dans
le cadre des Volumes Eléments Finis se déduit immédiatement de la continuité uniforme
des formes bilinéaires du cadre des Eléments Finis.

Remarque 3. Les formulations Eléments Finis et Volumes Eléments Finis du probléme
de Stokes admettent le méme nombre de modes parasites en pression.

Pour montrer ce résultat, nous notons gn # 0 un mode parasite en Volumes Eléments
Finis. Nous avons donc :

Yo, € Xp, by, (vh,qn) =0

En utilisant la décomposition (3.7) de ’espace My, nous trouvons g, = q,l1 + qz.

Vo, € X, by (vh, qb + q2) =0
Yo € Xp, bX(Uh,q;ll) + b,‘f(vh,qz) =0

Or compte tenu des résultats (3.26) et (3.28), nous pouvons écrire :

d+1
Vo € Xp, b} (vh,qh) + ( )b}l(vh,(ﬁ;) =0

d
Yo, € X, b (vk, Gr) =0
- d+1
pour a1 =af + @3 Ut

dr n’étant pas nul, c’est un mode parasite de pression pour la formulation Eléments
Finis.

Le méme raisonnement aurait pu étre fait en partant d’un parasite en Eléments Finis.
Par conséquent, il apparait qu’a chaque mode parasite de pression en Volumes Eléments
Finis est associéwun mode parasite en Eléments Finis et réciproquement a chaque mode
parasite de pression en Eléments Finis est associé un mode parasite en Volumes Eléments
Finis.

Remarque 4. Soit V,‘L/ le noyau de la forme b,‘f dans Xy, et Vy, le noyau de b}1 dans Xp.
OnaVy =V,
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En effet soit v, € V,Y, montrons que vy € V. Pour cela nous devons établir que

Vg € Ma o, b}, (vh, gn) = 0.

Soit g, un élément de My, g, en utilisant & nouveau la décomposition (3.7) de 'espace M,
nous pouvons écrire :

br(vhygn) = bh(vn,qt) + bh(vn, q})

d
by, (v, qih) + d+1bh (vh, qb)

Il

d
%

by, (vh, qp + T 1‘1h)

Or, v, étant dans V,‘{, by, (vh, g + a—qu;’l) = 0. Par conséquent vy est dans V}. Le méme

calcul peut étre mené en sens inverse, donc nous avons bien VY = Vj,.

3.5 Résultats de convergence

3.5.1 Elément P,NC/P; + Bulle

Compte-tenu des précédents résultats sur I’équivalence des formes Eléments Finis et
Volumes Eléments Finis, toutes les conditions inf-sup prouvées dans le cadre des Eléments
Finis sont valides dans le cadre des Volumes Eléments Finis. De méme, la continuité uni-
forme de la forme bilinéaire b} (., .) se déduit immédiatement de la continuité uniforme de
la forme bilinéaire b}, (., .) par les relations obtenues précédemment (§ 3.4). Par conséquent,
des résultats de convergence peuvent étre donnés pour la vitesse, mais nous n’avons aucun
résultat de convergence sur la pression.

Proposition 3.5.1. Pour tout f dans L2(Q)? et si la solution (u,p) du probléme continu
(1.24) appartient & lespace H*t1(Q)? x H*(Q) pour un réel s, 0 < s < 1, alors il existe
deux constantes ¢ et ¢ indépendantes de h telle que la majoration d’erreur suivante entre
la vitesse u du probléme (1.24) et la vitesse up du probléme (3.25) soit vérifide :

lu = wnlly g < cb* (lully0 + Iplg) + €Al Flog (3.30)

Démonstration
Notons (un,pr) et (u},p} ) les solutions respectives des problemes EF (3.3) et VEF (3.25).
uy, et u,‘f sont deux champs de Vj,, donc la différence que nous noterons e = uy — u,‘f est
également dans V et nous avons la propriété suivante :

an(un,en) = Ln(en)
an(uj, ,en) = L¥ (en)
an(en,en) = Ln(en) — L}, (en)
leallno = Ln(en) — LY (en)
Lp(en) — LY (e) = / fen dx — Zeh m; / fdz
. KeTh

Notons &, 'interpolé P° de e, sur les w; défini par :

ép = Z eh(mi)][wi
Fn
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Z /Kfehdx—;;/w,-féhdx

KeTy,

Lu(en) ~ L¥(en) = ) /Kf(eh — &) dz

KeTy,
|Ln(en) — LY (en)l < D W fllox llen — @nllo i
K

H

Lu(en) — LY (en)

Ln(en) = LY (en)l < D~ hxc I fllo x lenlly, i
K

ILn(en) = Ly (en)] < hllfllogllenllsg

Nous pouvons donc conclure que :

lenllr.a < Rl fllog (3.31)

Ce résultat combiné avec le résultat de convergence (3.14) termine la démonstration.

Nous avons donc obtenu avec ce nouvel élément les mémes résultats pour le systéeme
formulé en Volumes Eléments Finis que pour le systeme formulé en Eléments Finis &
savoir :

— Existence d’une solution unique (u},p}) au probleme (3.25)

— Convergence optimale de la vitesse

- Pas de convergence en pression & priori

3.6 Discussions

3.6.1 Exhibition d’une base de V,,

Nous ne traiterons ici que le cas de la dimension d = 2. Une base de V), est engendrée
par deux types de fonctions de base. Un premier type est lié aux éléments, le second type
est lié aux sommets.

3.6.1.1 Fonctions de la base de V;, liées aux éléments

Ces fonctions de base se construisent & partir de 'espace X} des fonctions tangentes
aux faces. Comme I'exprime la relation d’orthogonalité (3.8), les fonctions de X7 sont &
divergence nulle sur les éléments. Pour satisfaire la condition d’incompressibilité sur les
sommets, il suffit de prendre sur un élément des vitesses tangentes aux faces de sorte que
les flux de masse sur un sommet se compensent. La figure (3.2) illustre ce type de fonction
de base de l’espace & divergence nulleVy en dimension d = 2. Soient un élément K et ses
trois faces fi1, fo et f3. Considérons un champ de vitesse constitué de vitesse tangentes
aux faces fq, fo et fs. Sur chacune de ces faces, la vitesse est notée respectivement iy, i
et 3. Il nous reste trois degrés de liberté pour satisfaire la condition d’incompressibilité
sur les volumes de contréle associés aux sommets. Intéressons nous a cette condition écrite
sur le volume de €ontréle bleu associé au sommet s{. Sur ce volume bleu Il,, la condition

/ % -1 ds = 0 doit étre satisfaite. Cette condition s’écrit :
ally,

1 - = 1 = =
/ U7 ds =~y - (5'1 + 51_3) + —13 - <51 + 31_2)
ally, 4 4
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10 x 10 20x20 | 40 x40 |
PLNC/P1 + Bulle
Ipllo.o 1.84931 | 1.25388 | 1.12664
|1 P 2.73407 | 203485 | 1.91768
12°loq 1.42531 1.09449 | 1.04163
lu = unlloq 0.0237044 | 0.00590125 | 0.001455
PINC/Po
1710 0.512629 | 0.216188
lu — unllgq 0.025911 | 0.00655151

TAB. 3.1 — Convergence du PyNC/P; + Bulle

totale. Dans ce tableau, figurent également, & titre indicatif, les résultats du méme cas test
menés sur les mémes maillages avec ’élément de Crouzeix Raviart.

Comme annoncé par les résultats théoriques, le champ de vitesse converge bien a 1’ordre
deux en norme L? vers la solution analytique. Sur ce cas test, la différence de “qualité”
du champ de vitesse entre le nouvel élément et I’élément de Crouzeix Raviart n’est pas
flagrante.

Les différents champs de pression semblent ne pas converger. Nous faisons figurer les
trois types de champ de pression dans ce tableau pour bien s’apercevoir qu’il n’y a pas
un champ qui converge vers la solution et l'autre qui le perturbe. Les deux champs de
pression, le champ P; et le champ Bulle interagissent ’un avec 1'autre, sans converger que
ce soit indivuellement ou en se combinant.
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Chapitre 4

Amélioration des nouvelles
discrétisations

Ce nouvel élément PyNC/P; + Bulle que nous avons proposé au chapitre précédent,
s’il corrige certaines propriétés génantes du Crouzeix Raviart, n’améliore pas 'ordre de
convergence de la vitesse et ne possede plus de propriété de convergence pour le champ
de pression, ce qui est loin d’étre satisfaisant. Dans ce chapitre, nous parvenons & expli-
quer pourquoi le champ de pression ne converge pas (§4.1). Au vu de cette explication,
nous proposons alors un nouvel espace d’approximation pour la pression qui lui, nous le
montrerons au (§4.2), présente toutes les bonnes propriétés de convergence. Nous revien-
drons alors sur 'élément précédent pour montrer les liens qui unissent ces deux nouveaux
éléments finis et pour démontrer que la condition inf-sup montrée par Bernardi et Hecht
est réellement non optimale (§4.3). Nous établirons ensuite un résultat important sur la
consistance de 'espace V), et sur une propriété de super convergence de 1'élément pour le
probléme de Stokes dans un cas particulier (§4.4). Enfin, nous proposerons une extension
de cette famille d’éléments & d’autres éléments finis (§4.5).

4.1 Probléme lié a la bulle

Si d’un point de vue théorique nous n’avons pas d’affirmation concernant la convergence
du champ de pression (ni preuve de convergence, ni preuve de non convergence), le résultat
du cas test précédent (cf. §3.7) indique que la solution discréte de pression ne converge
pas vers la solution continue. De plus, si les éléments de Crouzeix Raviart et I’élément
P;NC/P; possedent une propriété de convergence en pression, ce cas test a également mis
en évidence que la composante P; comme la composante Bulle de 1’élément P;NC/P; +
Bulle isolément ne convergent pas. Il faut noter d’ailleurs qu’il serait étonnant que la
composante Bullg seule parvienne & converger car l'espace des bulles ne posséde pas de
propriété d’approximation. Cette non convergence des deux composantes prises isolément,
alors que I’élément P*NC/P! possede une propriété de convergence (cf. §3.2.5), indique
bien que les deux champs de pression interagissent. Nous avons donc mis au point un cas
test permettant de rendre compte de cette interaction et de mettre en évidence ce que
nous appellerons un mode parasite asymptotique.

53
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4.1.1 Présentation du cas test

L’idée sous-jacente est de dire que les deux champs de pression tendent & s’opposer.
Pour ce cas test, nous ne résolvons pas un probléme de Stokes, mais le probleme suivant :

—Ad = Vp dans (4.1a)
0 sur I' = 9Q (4.1b)

le champ p étant imposé. Ce probleme, une fois discrétisé, peut s’écrire sous forme abs-
traite :

Yop € Xh,an(up, vn) = b (vh, Dh)

Nous ferons deux calculs avec deux champs de pression différents :

Cas 1 Cas 2
_ x pour la composante P _ z? pour la composante P,
P=1 -2z pour la composante Bulle P=1 222 pour la composante Bulle

ol d représente la dimension d’espace. Les calculs ont été menés sur trois maillage différents
et les résultats sont donnés dans les tableaux 4.1 et 4.2 :

| Cas 1 | 3x3 6 x 6 12 x 12
Jurll; o 0.0770243 || 0.0455212 [ 0.023568
Ipnllo.q 0.460611 | 0.458746 || 0.458279

TAB. 4.1 — Résultats du cas test 1

| Cas 2 [ 3x3 [ 6x6 [ 12x12
llunlly o 0.0866052 || 0.0520347 || 0.027121
Ipllog 0.369913 || 0.35866 [ 0.355813

TAB. 4.2 — Résultats du cas test 2

Les résultats de ces deux cas tests nous apprennent que ces champs de pression que
nous imposons ne tendent pas vers 0 avec h, tandis que la vitesse semble tendre vers
0 comme h. Ceci, compte tenu du probléme que nous résolvons, semble indiquer que la
constante 3 de la condition inf-sup pour 1’élément P;NC/P; + Bulle tend vers 0 avec h.
Mais ceci n’est bien sur pas une preuve. Nous reviendrons sur ce point et donnerons une
démonstration de cette convergence de [ vers 0 dans le paragraphe 4.3.

Ce défaut de I’élément est en fait dii au manque de propriété d’approximation de
P’espace des bulles. La figure 4.1 nous permet de mieux comprendre le phénomeéne. Elle
représente, dans le cas 1D, une fonction P; +Bulle et son “équivalent” dans 'espace P1+Po
sur deux maillages différents. La fonction P; imposée est y = z. Les fonctions rajoutées
au P; sont calculées de telle sorte que la fonction finale soit & moyenne nulle sur chaque
maille. La figure du haut représente la fonction sur un maillage de pas 2, celle du bas
représente la méme fonction sur un maillage raffiné de pas 1. Cette figure nous permet de
mieux comprendre que dans ce cas, la fonction P; + Py & moyenne nulle tend vers 0 avec
le pas de maillage, ce que ne fait pas la fonction “équivalente” de 'espace P; + Bulle.
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4.2 Une nouvelle discrétisation P;NC/P; + Py

Au vu de ’exemple 1D ci-dessus, nous proposons une modification de ’élément in-
troduit précédemment. L’espace d’approximation de pression P; + Bulle est remplacé par
lespace P1 + Po.

4,2.1 Présentation du nouvel élément

Soit Ny, le nouvel espace de discrétisation de la pression. Comme ’espace My, Ny peut
lui aussi s’écrire comme la somme de deux sous-espaces N} et NY.
Pour la partie linéaire P; de la pression, rien n’est changé. L’espace d’approximation est
toujours ’ensemble des fonctions dont la restriction sur chaque élément est P;(K), c’est-
a-dire N}, = M}.
Les degrés de liberté de pression au centre des mailles qui étaient discrétisés & l'aide
de fonctions bulle le seront donc désormais & ’aide de fonctions constantes par élément.
Autrement dit, ’espace N9, qui remplace 1'espace M;’l, s’écrit :

Ny = {gn € L%(Q); VK € T, qnlg € PU(K)} (4.2)

Toute fonction p;, de Ny, s’écrit :

KeTy, d+ 1 SjEKi

N
Vo € Qpn@) = 3 malsAn@ + 3 {prler) - == S pals) | Txl@)  (43)
i=1

L’espace Nj = N} + N9 n’est plus un sous espace de H!(Q2) et la pression discréte n'est

plus continue. En particulier, la pression n’est pas continue au voisinage des sommets.

Nous supposerons ici que la fonction indicatrice sur les éléments est non nulle uniquement

sur l'intérieur des éléments. Ainsi sur n’importe quel sommet s d’un élément K, on a

I K(S) =0.

Nous pouvons décomposer Ny, de la méme fagon que nous avions décomposé My, & savoir :
Vz € Q,pa(z) = pi(z) + ph(x) (4.4)

avec p}, € N} et p) € N? définis de la fagon suivante :

N, N,
Pho= D_pa(sidAs = D Piis,
i=1 =1

mo= ) Ph(CK)—é D opalsy) | Ik = ) ph Ik

KeT, s;EK; KeTy,
ou nous avons introduit les notations :

Vi =1..Ng, Pt = pn(ss)

1
VK €Ty, pf = |pnlcx) - p > pals;)
s]-EK,-

Une autre décomposition de I'espace Nj sera également utilisée dans ce chapitre :
N, = Ny & N?L avec Ny, défini comme suit :
-

Ni = {gn € Niy VK € Th, anly € L3(K))} (4.5)

Cette décomposition de l'espace Ny, est L2 orthogonale, ce qui signifie :

Vg, € Ny, Vgf) € NY; /Qqhqg dz =0
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4.2.2 Formulation VEF du probleme

Nous traitons ici la formulation Volumes Eléments Finis du probléme. La formulation
du probleme est strictement identique pour cet élément a celle de I'élément précédemment
introduit. Les volumes de contrdle de masse et de quantité de mouvement sont les mémes
que ceux choisis et présentés pour 'élément P1NC/P1Bulle. La définition des formes reste
elle aussi la méme, seuls les coefficients oy et a9 servant a rendre proportionnelles les
formes c,‘f et b,‘l/ sont modifiés.

La forme divergence définie par 1’équation (3.22), dont nous rappelons ’expression ici :

V'Uthh Zq /an vp -t ds +ap Z /E)th 7 ds

KeVv(s;)

+a9 Z qh (/ vh~ﬁds>

KeTp,

ne dépend pas de la forme des fonctions bulles choisies. La forme divergence n’est pas
modifiée que nous prenions une bulle du minimum comme précédemment ou bien une
fonction Py. La forme gradient, par contre, est modifiée par le changement de type de
bulle, ¢’est pourquoi les coefficients «; sont modifiés pour conserver la proportionnalité
entre les deux formes bilinéaires.

Nous gardons pour 'instant la décomposition de Ny, en N}L et N?L. Toute pression gy,
de N}, peut donc s’écrire g} + ¢ comme défini au paragraphe 4.4. Nous nous intéressons
au calcul de la forme gradient pour les fonctions de base Pg.

bl‘{(wmu ]IK) = _SZK : "/jm,' (mz)
Or nous avions trouvé pour une fonction de forme bulle du minimum :
v Lok =
by, (wmﬂ ¢K) = —Esi “Ym, (ml)
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Yop € Xp, bf, (vh, Ix) = db}, (vh, K ) (4.6)
Par conséquent, pour que les formes b,‘l/ et c,‘l/ soient proportionnelles, compte tenu

des coefficients «; et ag donnés dans P'équation (3.23), les coefficients oy et ay doivent
maintenant valoir :

d—1

a1 = 7— (47)
dd+1

(65 (2d ) (4.8)

4.2.3 Formulation EF du probleme

Si la formulation Volumes Eléments Finis du probleme reste inchangée par la mo-
dification de I’élément, il n’en est pas de méme pour la formulation Eléments Finis du
probleme. En effet si nous gardons la forme b}L définie par I’équation (3.5) :

Bh(vh,R) = D / vh - Vpy dz,

KeTy,
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nous ne tiendrons absolument pas compte de la composante Py de la pression dans le
calcul du gradient. De fagon similaire, si nous reprenons la forme utilisée pour I'élément
de Crouzeix-Raviart définie par 1’équation (2.10) :

bR (vh,pR) = / div v, ps dz,
KeT, 'K

la composante P; de la pression ne sera pas prise en compte dans le calcul du gradient. En
effet, la vitesse étant linéaire par élément, div vy, est une constante par élément et le calcul
de l'intégrale précédente se restreint au calcul de la moyenne du champ de pression par
élément. En utilisant la décomposition de Nj en Ny, et N ,?, il est clair que la composante P,
ne sera pas prise en compte dans le calcul du gradient. Nous allons donc définir une nouvelle
forme bi combinant les deux précédentes. Pour cela, nous introduisons deux opérateurs
de projection qui nous serviront pour définir la forme b2. Nous introduisons tout d’abord
I'opérateur de projection orthogonale IT) défini sur L?(Q) & valeurs dans N?L.

Vp € L%(R), Vg, € N, (p — p; gr) = 0

Nous introduisons également 'opérateur de projection orthogonale fIh défini sur L2(Q) &
valeurs dans N, ) )
¥p € L?(2),Yan € Na, (b — Iy qa) = 0

Il est & noter les propriétés suivantes des deux opérateurs que nous venons d’introduire :

Van €N, Thgn = qn
Vg € Nh, H(}),Qh =0
Ygn € N, M,gn= 0
Van € Np, Mygn = an

Soit p une fonction de L3(Q2). Notons pp = II}p et pp, = ﬁhp =p} — pr.

Remarque 5. L’écriture de pr en une fonction P!, p,ll, et une fonction P° n'est pas
unique car les deux espaces de discrétisation contiennent les constantes globales sur 2. Par
conséquent et pour rendre unique cette décomposition de pp, il suffit en plus de minimiser
la norme de la fonction p},.

La forme b2(.,.) est alors définie par :

b2(v,p) = Z /}(U-ﬁp}l dr — Z /Kdivv (Pn — Pp) dz (4.9)

KeT;, KeT,
Notons au passage que pour ce choix de la forme b%, nous avons la relation suivante :
Vop € Xn, Vpn € Ni, bj(vh, ph) = b, (vh, Ph) (4.10)

Nous cherchons donc & résoudre le probleme suivant : Trouver (up,pr) dans Xp X Np o
telle que :
an(uhsv) + 8 (vp,pr) = Ln(va), Yon € X
(4.11)
b2 (un, qn) = 0, Vgn € Np,o

Une nouvelle fois, pour s’assurer de 'existence et de P'unicité d’une solution a ce
probléme, nous devons vérifier les quatre hypothéses du théoreme (1.4.1).
— La continuité uniforme de la forme bilinéaire a; est évidente et nous avons rappelé
au § 2.3.3.
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~ La continuité uniforme de la forme bilinéaire b2 reste & démontrer.
— L’ellipticité de la forme bilinéaire a), est elle aussi évidente (cf. § 2.3.3)
— La condition inf-sup pour la forme bilinéaire b} entre les espaces X}, et N?l reste a
prouver.
Nous nous intéressons donc maintenant & la propriété de continuité uniforme et a la
condition de type inf-sup.

Lemme 4.2.1. Il existe une constante c indépendante de h telle que la propriété de conti-
nuité uniforme suivante soit vérifiée :

Vi € Xn,Van € Ni, |6 (vh, gn)| < c|[vnllp g llgnllo o (4.12)

Démonstration. Compte tenu de la décomposition L2 orthogonale de Ny, il suffit de mon-
trer la continuité uniforme de b,% sur Xp X N?L puis sur X X Nj. La continuité uniforme
sur la premiére paire d’espaces est évidente puisque la forme b% sur cet espace s’écrit :

Yoy, € Xp, Van € NO b2 (vp, gn) = — Z / div v, gp dz
KeT, 'K

Pour l'autre paire d’espaces, la démonstration n’est pas si évidente et s’inspire de la
démonstration de continuité uniforme pour ’élément P;NC/P; + Bulle. Soit g5 un élément
de N;. La forme bi s’écrit :

Yup, € Xp,Vgn € Nh,bﬁ(vh,qh) = Z / gradq,l1 vy dx + Z / div v, (j,l1 dz
KeT, 'K KeT, 'K

En intégrant par parties le premier terme, nous obtenons :

b,%(vh,qh) = - Z /Kdivvh (q,ll—q',ll) dx + Z /aK'uh-nq,lLds

KeT, KeT,

b4 (v, qn) = Z/ath'anlldS

KeT,

up, étant linéaire sur chaque élément, div v, est une constante par élément. L’intégrale
sur les éléments dans 'expression précédente fait donc intervenir la valeur moyenne de
gn = q,l1 — (j,ll. gn étant par définition de N & moyenne nulle, 'intégrale sur les éléments
est nulle. Considérons une face f de £, et notons u'),{ la valeur moyenne de tout polynome
wy, sur f. Nous distinguons deux cas suivant la localisation de f :
— f appartient a 0f).
vp - 1 est affine sur f et s’annule au barycentre de f, nous avons donc :

/vh-nq,llds=/vh~n(q}l—5,§f) ds
f f

— f n’appartient pas a 0f2.
L’intégrale sur f apparait deux fois dans la somme précédente sur les éléments de
Th, et elle peut donc étre remplacée par 3 [ s [vn - n]gn ds ou [] représente le saut
de la fonction sur f avec le signe correspondant. Or [vp, - n] est affine et s’annule au
barycentre de f donc :

1/ 1 1 1 7/
3 [l nlghds=3 [ fon-nl (dh =) as
2 f 2 f ( h)
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Nous avons donc prouvé que :
—f
> [ wngds=Y 5 [oen(d-a) as
KeT, V9K KeTy fcok V!

Sur chaque face f de &, vu sur un élément K, nous pouvons donc écrire :

/fvh-n(q}l—&zf) ds:/f(vh—ﬁf)-n(q}b—&f) ds:/f(vh——ﬁf)-n(q}l—(j}l) ds

(1‘,11 est la valeur moyenne de q,ll sur ’élément K considéré. Supposons que f est une face
d’un élément K de 7j. hi représente le diameétre de K, nous utilisons la fonction affine
qui envoie K sur un élément de référence K et la face f sur une face f de K , hous avons
alors la majoration suivante :

v _ . —fia 1114
[ [onn (dh—a) dst < enfet [L1on o ldh — abos,

et en utilisant 1’équivalence des normes sur l'espace de dimension fini sur 'élément de
référence, nous obtenons :

—f il —fll s -
| fonen () dol < enteton - ok - il
O

Nous venons de montrer la continuité uniforme de la forme b%. Il nous reste donc &
démontrer la derniere hypotheése du théoreme (1.4.1), a savoir la condition inf-sup.

4.2.4 Résultats de condition inf-sup

Nous prouvons deux résultats de conditions inf-sup. Le premier fait intervenir les es-
paces XZ et Njp. La démonstration de la seconde condition inf-sup, entre les espaces X, et
Nj, s’appuie sur la premiére, & laquelle nous nous intéressons maintenant.

4.2.4.1 Condition inf-sup entre X{ et Ny,

Le méme schéma de démonstration que pour la condition inf-sup entre Xz et M,ll est
suivi.
Lemme 4.2.2. Sous réserve de vérifier ’hypothése (1), il existe une constante S indépendante
de h telle que la condition inf-sup suivante soit vérifide :

~ b2 (v,
Yqy, € Ny, sup ——————h( b G)

> Br llgnllog (4.13)
vneX} H”h“h,n

Démonstration. Soit g, un élément de Nj,. En utilisant la propriété d’orthogonalité entre
XZ et N? nous obtenons :

b2 (v, qr) = Z / grad g} - v, dz
KeT, 'K

De la définition de Nj,, nous déduisons que grad q,lL est constant sur chaque élément K.
Par conséquent, poyr tout vj, dans X,{ Nnous avons :

bh(onsan) = D gradq}ll”/ v, dz
KeT, K
b}%(vhﬂh) = Z grad (q}1 — q}l)|K . /K v, dz

KeTy
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Rappelons que pour toute fonction w dans P (K),

Ce qui nous donne
K]

b7 (Vh, gn) = Z 171 grad gx|g Z v ().
KETh f,-CBK,f,-¢BQ

Puisque tous les vy, - ny, s’annulent en z; de par la définition de X,7; et puisque la partie
tangentielle de gradgy, est continue sur chaque face f, l'idée est de prendre :

(vn x ny,) (z:) = hY, (grad gn) g x ny,

ou hy, est le diametre de la face f;.

K|
b; (vh, q) = Z i+l Z h?‘il (grad gp), x ny, |2
KET, fiCOK, f; 299

De I'hypotheése faite sur la régularité de la famille de triangulations, il résulte que pour
tout K de 75, contenant la face f;,

O"IhK < h’fi < hg.

Nous avons supposé dans le cas de la dimension d = 2 qu’au moins deux faces d’'un méme
triangle K n’appartiennent pas a 9{). Par conséquent, les vecteurs unitaires tangents a ces
faces forment une base de IR?; de plus, 'angle entre ces deux vecteurs appartient & un
intervalle |, m — 5[, ou 17 dépend uniquement du parameétre sigma mesurant la régularité
de la famille de triangulation (7). De fagon similaire, en dimension d = 3, nous avons
supposé qu’au moins deux faces f; et f] de K n’appartiennent pas & ). Le vecteur unitaire
T sur leur aréte commune, les vecteurs orthogonaux & 7 respectivement dans le plan de
fi et de f! forment une base de IR3; ’angle entre ces vecteurs appartient également 3 un
intervalle |n, m — 7 identique au précédent. Nous obtenons donc

bp(vh,gn) 2 ¢ Y |K]|| (grad gn)g 2,
KeTy

ou, de fagon équivalente

b (vh ) 2 ¢ > hklanlt k (4.14)
KeT,

En utilisant la fonction de Lagrance py, qui appartient & Py(K) pour tout K de 7 et
s’annule en tous les barycentres des faces des éléments K de 7}, sauf en z; ol elle vaut 1,
nous obtenons par passage a I’élément de référence :

1

d_
lesilikg < chyo (4.15)

Ce qui donne
-«

lonl,x < chi|K|?| (grad ga) |

puis

hith = Kl4hi1,K
lvallng < c hlanl}
KeT,
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Donc )
2

bh(vn.an) Z e[ D hklanlix | Nonllng-
KeTy,

Maintenant, en combinant ce résultat avec une inégalite de type Bramble-Hilbert sur K,
nous obtenons

llanllo < hklgnli ks
ce qui nous permet de conclure. O
4.2.4.2 Condition inf-sup entre X; et Ny,

Proposition 4.2.1. Il existe une constante 3 indépendante de h telle que la condition
inf-sup suivante soit vérifiée :

Van € Np, sup b (Vh, n)

> Bllanlloq (4.16)
vh€Xp l|lv ”h,Q

Démonstration. La démonstration s’appuie sur un argument de type Boland et Nicolaides
[BN83]. Soit gp, = Gn + qh, ol g, € Nj, et qh € N,?. En utilisant la condition inf-sup (4.13),
il existe une fonction vh dans XT telle que :

- - 1.
b%(”Z,Qh) = Ilthlﬁ,n et Hvlﬂlh,n < E: ||Qh“0,Q (4.17)

De plus, en utilisant la condition inf-sup de 'élément de Crouzeix-Raviart, il existe une
fonction wy, dans X telle que :

1
b7 (wh, q5) = “qg“;sz et lwallyq < Bn llq;‘illo,n (4.18)

Prenons v, = v} + pwy, et en utilisant les équations (4.17) et (4.18) et la propriété
d’orthogonalité :

- 2 ~
b7, (vhs an) = ldnllo.o + 1 lahll5 o + HOR (wr, Gn)

Maintenant, en appliquant la propriété de continuité uniforme de b7 et la relation (4.18) :

br(vn, qn) > ”‘ih“gn +p Ilq;?llﬁg - —lE Hqgllog lldnllo.o

ontonan 2 (Idilos ~ g lablaa) +u(1—4ﬁ2)n s

20%

En choisissant 4 = —=, nous obtenons :
c

2 i |2 @ 0|12
b (vhygr) > Nldnllgq + 2 llahllo.q

: B3 -2 2
butonsan) 2 inf {1 2} (1l + ekl )
En appliquant une nouvelle fois les expressions (4.17) et (4.18), nous avons :
* lvallpa < Hv“h,a + pllwaling

1 I
l|vh“h,sz < E ”‘Ih”o,ﬂ + _5—1\7 Hq(f)LHO,Q

1
I TN A 2 \3
lonth < (5 + 2 (1atEa+ 1oE15.0)
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La relation .
lanlloq = ldallog + llafllo.0 < V2 (Iaali3q + lafllo) *
nous permet de conclure. O
Les quatre hypothéses du théoréme (1.4.1) sont donc vérifiées et le probléme de

Stokes discret (4.11) admet donc une solution unique (uy, pp). Nous nous intéressons
maintenant & la convergence de cette solution (up,pp) vers la solution continue (u,p).

4.2.5 Résultats de convergence

D’aprés la proposition (4.2.1), sous réserve de vérifier 'hypothése (1), nous avons
une condition inf-sup optimale entre X, et Nj. Cette condition et les propriétés
d’approximation standards des espaces X; et Nj donnent le résultat suivant, qui nous
permet d’assurer la convergence de la solution (up,pp) vers la solution continue (u, p).

Proposition 4.2.2. Sous réserve de vérifier Uhypothése (1), pour tout f dans L2(Q)4, le
probléme 4.11 a une solution unique (U, pn) dans Xp X Ny. De plus, cette solution vérifie

lnlng + palloq < e |7, (4.19)

ot ¢ est une constante indépendante de h. De plus, si la solution (@, p) du probléme (1.24)
appartient & Uespace H2(2)¢ x H(Q), il existe une contante ¢ indépendante de h telle que
lestimation d’erreur entre cette solution et la solution (@, pp) du probléme (4.11) soit la
suivante :

= @allyo + lp = Prllog < ch (lullyq + Pl o) (4:20)

4.3 Condition inf-sup non optimale pour le P!NC/P!Bulle

Nous montrons maintenant que la condition inf-sup pour 1’élément fini PNC/P!Bulle
est réellement non-optimale. Nous allons en fait montrer que le coefficient 3 est en O(h).
Pour ce faire, nous nous servons de la relation (4.6) liant une pression de 1’espace My, &
une pression de ’espace Ny.

Yup € Xp, bY (vh, Ix) = db}, (vn, dx)

Lemme 4.3.1. Le terme (35, de la condition inf-sup pour les espaces Xy, et My, relativement
a la forme b} est majoré comme suit :

3C indépendant de h : B < Ch (4.21)

Démonstration. Considérons py une fonction de Ny, :

N,
pno= Y phhi+ D pRlk
i=1 KeTy
N 1 .
o= D> Pt D Pﬁ(—a > bk | Ik
i=1

KeT; s; €K

.«

Notons p;} la fonction de M}, définie par :

Ny
ph=Y i+ @+ Y oK -3 Y ph ) vx,

=1 KeTy, si€K



64 CHAPITRE 4. AMELIORATION DES NOUVELLES DISCRETISATIONS

Nous rappelons les relations 3.28 et 4.6

Von € X, B (o) = bk un, 00
Yop € Xp, b (vp, 1x) = db), (vp, 9k)
et nous donnons en plus la relation suivante :
Yo, € Xp, b2 (vi, I ) = bY, (vp, 1) (4.22)

La combinaison de ces trois relations nous permet d’écrire :

Yoy, € X, b2 (v, pr) = b, (vh, P} (4.23)

Soit vy, la fonction de X}, telle que la condition inf-sup pour I’élément PINC/P!Bulle est
satisfaite :

b} (vh, p})
Bn < __h\"FR]
||Uh”h,9 “p7u1|o,n
b2 (vn, pr)
By __Th\TobPn)
lvnlls szno,n
“Ph”on
Br < Cr—/i—
27 llo0

par continuité de la fonction b2.

Soit p une fonction de H?(2). Nous choisissons pj, = p,ll +pY, ol p; est l'interpolation
P de la fonction p et P% est 'opposé de l'interpolation Py de la fonction p. Par conséquent,
nous avons la relation suivante :

Iprllo.0 < chlipllz o

Le numérateur de la fraction précédente majorant £ tend donc vers 0 avec h. Nous
montrons maintenant que le dénominateur ne peut tendre vers 0. En effet, notons p,ll et
p?l les fonctions respectives de M} et M2 telle que p}, = p}, + p%. Ceci implique :

2 2
sl > Wbl + o], —2 [ phoh as

2 2
kg = Wbl + o], — 20 Iobloa ot

2 2 2
ity 2 (Ihlon-Clitl,,) +0-cd ]l

La relation (3.18) nous donne la valeur de cette constante C. Cette constante étant en
dimension 2 et 3 inférieure & 1, cette relation nous assure que la fonction pj} ne peut tendre
vers 0 que si les composantes p}l et p}’l tendent simultanément vers 0. Il existe donc des
fonctions p} ne tendant pas vers 0 avec h, ce qui signifie qu'il existe une constante C > 0
et indépendante de h telle que :

. Yh, lIprlloq = C

En combinant ce dernier résultat avec la majoration prédédente de p, et celle de 3y, nous
pouvons conclure que :

B < Chllplly0
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4.4 Consistance de ’espace V,,

Les reproches formulés a ’encontre de I’élément de Crouzeix Raviart traduisent le fait
que cet élément ne parvient pas & séparer de facon consistante I’espace L2, en une partie &
divergence nulle et une partie s’exprimant comme un gradient. Comme nous ’avons déja
signalé, I’espace a V;, de 'élément de Crouzeix Raviart est de trop grande dimension, et
nombre de ses fonctions devraient étre en fait représentées par un gradient. La capacité
d'un élément & séparer 'espace L? en une partie & divergence nulle et une partie gradient
se mesure a travers I’étude du probléme discret de Darcy.

4.4.1 Consistance de Pespace V,

Le probleme de Darcy s’écrit sous la forme du systéme d’équations suivant :

u+Vp=/f dans(
V.ou=0 dans Q (4.24)

u-n=0 sur I' = 9Q

Ce probléeme peut également s’écrire en formulation variationnelle : Trouver (u,p) dans
L2(Q)¢ x HY(Q) NL3(Q) tel que :

m(u,v) +b(v,p) = < fiv>, Yo L}(Q)¢
(4.25)
b(u, q) = 0, Vg € HY(Q) N L&(%2)

Les formes bilindaires m(.,.) et b(.,.) sont définies sur L2(Q)% x L2()% et L2(02)¢ x H(Q)
par :

m(u,v) = /uv dz

Q
b(v,q) = Vguv dz
Q
Le probléme discretisé avec le P!NC/P!Bulle repose sur la formulation variationnelle
(4.25) et s’écrit : Trouver (un,pp) dans Xp x Mp, tel que :

m(up, V) + b(Vh,pr) = < fion >, Vop € Xy
(4.26)
b(Uh, Qh) - O) VQh € Mh,O

Notons que pour les équations du probleme de Darcy, la discrétisation P!NC/P!Bulle est
conforme. L’ellipticité de la forme m, la continuité uniforme de m et de b sur X, x Xj et
Xp X Mp o tout comme la condition inf-sup sont immédiates. Ceci implique que cet élément
possede tous les résultats de convergence optimaux pour les équations de Darcy, et signifie
que cet élément sépare correctement 'espace L2(Q) en une partie gradient et une partie &
divergence nulle. Concernant 1’élément P'NC/P! +P°, nous pouvons appliquer la relation
(4.23) pour montrer que les deux éléments sont capables de représenter les mémes gradients
de pression, par conséquent, cet élément est lui aussi en mesure de séparer correctement
l'espace L%(2). *
De plus, nous montrons que l'espace Vj, est consistant a 'ordre 2 avec l’espace V.

Théoréme 4.4.1. Nous avons le résultat d’approxrimation suivant :

Vo € Vi, Inf flun — vllo.o < Ch* |vnllyg (4.27)
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Démonstration. Pour la démonstration, nous introduisons un probleme auxiliaire : Trouver

(v,9) dans L2(Q)% x HY(Q) N L3(Q) tel que :
(v,w) + (w, V) = (vp,w), Yw e LZQ)?
(v,Vq) = 0, Vg € H(Q) NLj(Q)
En prenant, w = v — vy, nous obtenons :

lo—wnllge = (va,V¥)
= (v, V(¥ —r) Vo €M}

= > [ vw-uv e

KeTy,

- . — d
K;Th/ath n (% — gn) ds

= Z/M(vh'nw—wh“Hg(?ﬁ—wh)ds
KeT,

< Cliorllpg | —wn) = TR — )00

Maintenant, nous choisissons ¥, telle que :

lv —wnll5.0 Chllvallpo I = ¥r)lloo

2
lv—wnllga < CR*lloallng l¥lig

La condition inf-sup pour le probleme de Darcy nous permet d’écrire :

IN

w, VY
Blvlg < sup “2VY)
wer2@)d 1wllo o
S sup ('w,’l)h—v)
weL2(Q)4 “wno,ﬂ
ﬂ“wnl,n < ”U‘Uh“o,ﬂ

En combinant les relations (4.29) et (4.30), nous obtenons le résultat escompté.

4.4.2 Super-Convergence de la solution du probléeme de Stokes

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Nous revenons au probléeme de Stokes dans le cas particulier ou f = V®, c’est-a-dire
u = 0. Nous pouvons alors montrer que I'ordre de convergence de la solution discréte vers

la solution continue est supérieur aux résultats précédemment obtenus.

Proposition 4.4.1. La solution (up, pp) du probléme de Stokes suivant : Trouver (up, pp)

dans X, x NY telle que :
{ af (un,vp) + 0% (vn,pr) = [y Vv dz, Vo, € Xy,

bz(uhth) = 0, Vgn € Npo
a la propriété de super-convergence suivante :

C ..
lunllpg < ;hsu‘I)”z,n

”‘I’—ph“(),n = Ch? “‘I’HQQ

A

(4.31)
(4.32)
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Démonstration. Nous avons :

1 1
“Uh”i,n = ;/Qf'uh dx:;/QVQJ-uh dz
1

= = [ V(®—P) (up—v) dz
Vo

pour toute fonction ®; de My, et pour toute fonction v de
V= {v e L2 (Q)¢/vd e Hl(Q),/QV@ v de = o} .
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :
lunllh g < = ,inf, 18— Balso inf llun — vl
En utilisant le résultat (4.27), nous pouvons écrire :

—qh,2 inf |®— |10

<
lunllpe < LI
C
lurllpe < ;han’“z,n
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(4.33)

(4.34)

Nous donnons maintenant une majoration de I'erreur de consistance ||® — py||g . Pour
:

toute fonction gy de M;{, nous avons la relation suivante :

qn € My NNy
Yoy, € Xp, bh(vh,qn) = b (vh, )

Notons e, = pp — g,. Nous avons :
b} (vh,en) = /9\7‘19 - v, — b (Vh, qn) — an(un, vh)
= bj(vn, ®) — bh(vh, an) — an(un, vk)

La condition inf-sup Darcy nous permet d’écrire :

“6};“ < l b}ll(vha ®— Qh) - (lh(Uh, 'Uh)
o8 = B vp€Xp ”vh”h,ﬂ
C C’
lerlloo < =12 —anlloo+ — llunllag
’ B g
C
lerlloo < 3 2 — gnllon + O(h%)

Par conséquent, ||® — pallg, est majoré ainsi :

o\ ,
o — <|l1+=) inf_ ||®- +O(h
2= pilog < (1+5) inf 19 - ailoa + O

Supposons que ¢ appartienne & H?(£2), nous obtenons finalement :

12— prlloq < Ch* (1250

(4.35)
(4.36)

(4.37)
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4.4.3 Résultats numériques

Pour les trois tests que nous présentons maintenant, nous résolvons les équations de
Stokes pour un fluide dans un domaine carré unité. Les trois tests différent uniquement
de par les forces volumiques appliquées.

—nAu+Vp =pf surl, (4.38)
divu =0 sur, (4.39)
u =0 surdQ (4.40)

Nous fixons 7 = 0.01m? s~! et p = 1kg m~® pour la suite des tests, nous reprenons
ainsi les tests effectués par Gerbeau [GBB97].

4.4.3.1 Fluide soumis & une force constante f

Nous supposons f constante et égale a (100,100) sur 2. Deux calculs sont effectués
respectivement avec 1’élément de Crouzeix-Raviart P!NC/P? et avec le nouvel élément
PINC/P! + PO sur les trois maillages représentés sur les figures (4.2), (4.3) and (4.4).
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e,
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’n‘m

X
X

I G

Tty
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XXX

i
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i
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a¥

F1G. 4.2 — Maillage grossier Fig. 43 - Maillage in- Fi1G. 4.4 — Maillage fin
termédiaire

Les résultats sont présentés dans le tableau (4.3).

h 0.1 0.05 0.025
Norme L? de lerreur en pression 1.01374 | 0.313299 | 0.082203
Norme L? de lerreur en vitesse 14.2575 | 3.53526 | 0.762752
Ordre de convergence pour la pression 1.69 1.93
Ordre de convergence pour la vitesse 2.01 2.21

TaB. 4.3 — Résultats obtenus avec I’élément de Crouzeix-Raviart pour une force constante

Avec le nouvel élément, la solution analytique est obtenue. La force f est une
constante et peut donc s'écrire f = V&g avec ®¢ une fonction de L(2) linéaire sur .
Par conséquent ®q appartient & Ny, et (up = 0,pp = ®g) est la solution de notre probleme
de Stokes. he

4.4.3.2 Fluide soumnis & une force f =V

Dans ce test, nous comparons de nouveau les deux éléments et la force f est égale &
V&, avec &) = 25 + 2% + 22y + 2.
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Ces tests ont & nouveau été réalisés sur les maillages représentés sur les figures (4.2),
(4.3) et (4.4). Les résultats sont donnés dans les tableaux (4.4) et (4.5). Un résultat de super
convergence est observé pour le nouvel élément et confirme numériquement les résultats
théoriques obtenus précédemment.

h 0.1 0.05 0.025
Norme L? de Ierreur en pression 0.0852782 | 0.0385061 | 0.018257
Norme L? de I’erreur en vitesse 0.312739 | 0.0767528 | 0.0178065
Ordre de convergence pour la pression 1.14 1.07
Ordre de convergence pour la vitesse 2.02 2.10

TAB. 4.4 — Résultats obtenus avec I'élément de Crouzeix-Raviart pour f = V@,

h 0.1 0.05 0.025
Norme L? de I'erreur en pression 0.0108966 | 0.00254827 | 0.00060535
Norme L? de I'erreur en vitesse 0.000267965 | 1.4087e-05 5.75e-07
Ordre de onvergence pour la pression 2.09 2.07
Ordre de convergence pour la vitesse 4.24 4.61

TAB. 4.5 - Résultats obtenus avec 1’é1ément P!NC/P! + PY avec f = V®,;

4.4.3.3 Fluide soumis a une force f = V® 4+ rotg

Les deux tests précédents illustraient le cas de fluide au repos. La force maintenant
appliquée est la somme d’un gradient et d’une composante a divergence nulle engendrant
ainsi une vitesse non nulle :

f =V + rotg (4.41)
—
ol rotg est définie par :
9y
i, | O
rotg = __g_.f]_
Oz

Pour s’assurer de la compatibilité entre la condition d’incompressibilité et les conditions
aux limites, nous imposons g = gg, avec go définie ainsi :

A = 0lfay(1-2)(1-1y)?, (4.42)
i = rotA, (4.43)
go = roti, (4.44)
roti est alors définie par :
rotid = % - Oy
Oz dy

Pour les calculs, mous prenons ®(z,y) = %yZ — 10z.

La figure (4.5) représente les champs de vitesse obtenus sur différents maillages et
calculés avec différentes discrétisations, tous comparés avec la solution analytique.

Trois calculs ont été menés sur un maillage structuré 41 x 41 avec différents étirements
en utilisant une discrétisation de type MAC. Les résultats montrent que la discrétisation
est trés sensible aux étirements du maillage. Deux calculs supplémentaires ont été menés
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Démonstration. La démonstration est 14 encore en tout point identique & la démonstration
de la condition inf-sup globale précédente (4.16). 0O

Proposition 4.5.3. Pour tout f dans L2(Q)%, le probléme (4.45) admet une solution
unique (up,pr) dans X, x Ny. De plus cette solution vérifie

lunlly g + lIprlloe < ¢llflloq (4.49)

pour une constante ¢ indépendante de h. De plus, st la solution (u,p) du probléme (1.24)
appartient & H**1(Q) x H*(Q) pour s réel, 0 <s < 2, alors il eziste une constante c
indépendante de h telle que l’estimation d’erreur suivante entre cette solution et la so-
lution (up,pr) du probléme (4.45) est valide :

lu = wnlly o+ lIp = prllog < c* (lullyp,0 + 1ol 0) (4.50)



Chapitre 5

Extension au probleme de
Navier-Stokes

Nous venons d’analyser la nouvelle discrétisation sur le probléme de Stokes et nous
nous intéressons maintenant au comportement de cette discrétisation sur les équations
de Navier-Stokes. En réalité, nous travaillerons sur une forme légérement modifiée des
équations de Navier-Stokes. En effet, le cadre d’application de la plateforme PRICELES
étant la Simulation de la Turbulence & I'aide de la Simulation des Grandes Echelles (SGE),
nous nous intéresserons aux équations de Navier-Stokes filtrées. Nous introduirons tout
d’abord briévement le principe de la SGE, puis nous établirons les équations de Navier-
Stokes filtrées (§5.1).

Nous verrons que du fait de la 1égére modification qu’introduit la SGE sur les équations
de Navier-Stokes, la prise en compte des termes diffusifs demande une attention parti-
culiere. Ce point sera abordé dans la section (5.2).

Les probléemes traités par la SGE concernent des écoulements turbulents, ils ne sont
donc pas a basse vitesse et les termes convectifs ne peuvent donc plus étre négligés. Apres
avoir présenté ce que nous attendons de la discrétisation des termes de convection, nous
proposerons une nouvelle discrétisation de ces termes (§5.3).

5.1 Equations de Navier Stokes avec turbulence

Comme nous 'avons dit, le cadre d’application de la plateforme PRICELES est la Si-
mulation des Grandes Echelles, par conséquent, nous entamons cette partie en présentant
brievement le principe de la SGE et en la situant parmi les méthodes de simulation
numérique des écoulements turbulents. Pour plus de détails sur la plateforme PRICELES,
le lecteur pourra consulter [Bar00] et [BEL99]. La description de la simulation des grandes
échelles dans PRICELES est faite dans la thése de C. Ackermann [Ack00].

5.1.1 La Simulation des Grandes Echelles

Un écoulement turbulent contient un trés grand nombre d’échelles. Si nous voulons
simuler toutes ces échelles (i.e. jusqu’au nombre d’onde de coupure de Kolmogorov !), il
est nécessaire d’ayoir un nombre de points de Pordre de Re®/* (Re : nombre de Reynolds 2),

!le nombre d’onde de Kolmogorov k, est celui ol se produit la dissipation d’énergie cinétique et corres-
pond aux plus petites structures turbulentes présentes dans I’écoulement.

2Le nombre de Reynolds est un nombre adimensionnel permettant d’évaluer le rapport des forces d’iner-
tie sur les forces de viscosité. Il est formé par une échelle de longueur [, une échelle de vitesse u et par la

viscosité moléculaire v. Son expression est : Re = —. Plus il est élevé, plus I’écoulement est turbulent.
v
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of _of

- il doit commuter avec la dérivation : —— = e
Nous présentons les filtres classiquement al:ltilisézsc en Simulation des Grandes Echelles.
Nous les écrivons pour le cas mono-dimensionnel.
— Pour une SGE dans 'espace spectral, le filtre classiquement utilisé est le filtre droit
ou filtre porte, défini par :

1 sik <k,

Gk) = { 0 sinon (5.2)

k. est le nombre d’onde de coupure du filtre.
Les autres filtres explicites utilisés sont :
— le filtre gaussien défini par :

G(z) = (;%—2> exp (::Y—AI%E-‘—E) (5.3)

ol < est une constante, habituellement prise égale & 6.
- le filtre boite ou filtre droit dans 1’espace physique défini par :

1 . A
Gy ={ 7 Sll<3 (5.4)
0 sinon
Par définition, k, = =" et A = 2Az, d'ot : ke =
a ke =< e =208z, d'olt : ke =

En pratique, le filtre que nous utilisons dans le cadre de la plateforme PRICELES est
un filtre implicite lié & la discrétisation. En Volumes Finis, le filtre implicite dii au maillage
peut étre assimilé & un filtre boite, car les grandeurs calculées peuvent étre considérées
comme leur moyenne sur les volumes de controle. La largeur de ce filtre est 2Az.

Pour ce travail, nous supposons que ce filtre vérifie les trois propriétés requises. Notons
que si la troisieme propriété n’est pas vérifiée, 'erreur du a la non commutation des
opérateurs de filtrage et de dérivation est d’ordre deux (cf. [GM95]) et vient s’ajouter aux
erreurs numériques d’approximation et de modélisation.

Nous appliquons le filtre passe-bas aux équations de Navier-Stokes (équations 1.11 et
1.12). Nous obtenons :

aﬂi-t-—q—(ﬁ-") = f——6—ﬁ-+l/82ﬁi +—6—(ﬂ U — uiuj)
ot Bl‘j iU N ’ 6.’131' (9.’13]‘11,‘]' a’Ej v v
o0, .
6m,- =0

En utilisant & nouveau la propriété d’incompressibilité et le fait que nous nous intéressons
a des écoulements & viscosité constante, nous pouvons réécrire ainsi la premiere équation :
ou; 0 = 0p

Bt Vg, W) = him gy

o _
. + (9—1'](21/5” + Tz])

avec Tij = U; Uj — Us U

T;; est le tenseur des contraintes sous-maille.
Ce terme caractérise les effets des échelles sous-maille sur les grandes échelles ; c’est par ce
terme que nous modélisons la turbulence. Nous considérons ici uniquement des modeéles
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faisant I'hypothése d’une viscosité turbulente, c’est & dire que le tenseur des contraintes
sous-maille peut s’écrire comme :
Tij = 2l/tS,'j.

La viscosité turbulente est alors évaluée avec un modele sous maille. Les modeles de Sma-
gorinsky et Fonction de Structure, ainsi que plusieurs de leurs variantes sont implémentées
dans la plateforme PRICELES. Les équations de Navier-Stokes filtrées s’écrivent donc :

a'l_ti 8 o _ —,__?_I_)__ 8 5
5 +aTj(“’“]) = fi o, +axj(2(u+ut)5”) (5.5)
ou, _
oz, (5.6)

5.2 Aspects diffusifs

Nous nous intéressons plus particuliérement a 'implémentation de Popérateur de dif-
fusion. Nous verrons que la combinaison de la non conformité de la vitesse discrétisée et
de la modification du terme de diffusion pour prendre en compte les effets de la turbu-
lence nous force & prendre quelques précautions pour implémenter opérateur de diffusion
turbulente.

Nous nous intéressons & la discrétisation du terme de diffusion des équations de Navier-
Stokes standards. Dans ce cas, le terme continu a discrétiser s’écrit :

Diffp = div (u§u) =vAu

puisque nous avons supposé v constant.

Ce terme est celui que nous avons étudié dans les chapitres précédents lors de ’étude
de la discrétisation du probléeme de Stokes.

Revenons maintenant aux équations qui nous intéressent, & savoir les équations de
la SGE, les équations de Navier-Stokes filtrées. La modélisation de la turbulence étant
uniquement prise en compte de fagon diffusive, le terme de diffusion des équations en est
bien évidemment affecté. Ce terme s’écrit :

Diffg = div [(1/ + 1) (6u + ﬁuT)]

Le terme de diffusion a été modifié en deux points :

— La turbulence modélisée par une action purement dissipative a conduit & 'introduc-
tion d’une viscosité turbulente v;.

— La nature du terme de diffusion a également été modifiée puisque cette fois, ce n’est
plus la divergence du gradient de vitesse qui intervient mais la divergence du tenseur
des vitesses de déformation.

Ces deux modifications entrainent bien évidemment une modification du comportement
de Popérateur de diffusion. Aussi, pour mieux identifier I'effet des deux modifications
apportées au terme de diffusion, nous décidons de séparer les deux effets en écrivant le
terme de diffusion sous la forme suivante :

* Diffg = v div (ﬁu + ﬁuT) + div [ut (ﬁu + ﬁuT)] (5.7)

Ainsi, nous pouvons analyser le comportement de cet opérateur de diffusion dans
le cadre d’un écoulement laminaire sans prendre en compte le second terme mais en

. (= = T
considérant uniquement le terme v div (Vu + Vu )
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5.2.1 Diffusion laminaire

Au terme de diffusion standard vAu, s’est donc ajouté un terme faisant intervenir la
divergence du gradient de vitesse transposée. Ce terme n’apparait pas dans la formulation
continue car en appliquant la relation suivante :

div (ﬁuT> =V (div u)

il apparait que pour un écoulement incompressible, ce terme est nul. Pour cette raison,
le terme de diffusion que l'on cherche & discrétiser de fagon standard est uniquement
vAu. Pour connaitre l'influence et les effets du terme rajouté, nous nous intéressons & sa
discrétisation :

ap(up,vp) = Z/ u(ﬁuh)T : Vo dV
< JK

Ici par souci de simplicité d’écriture, nous omettons les indices h de uy, et v,. Notons A(K)
Pintégrale sur K.

AK) = /K Vi (Ug,2Vz, + UyaVzy + Uz gyUye + Uyytyy) AV

On applique deux fois la formule de Green sur les “termes croisés” :

/ VpUyoVzy AV = g (—/ Uy zyVz AV +/ Uy 2 UMy ds)

K K OK

Uhlg (/ Uy Uz e AV +/ Uy 2 VzNy ds — / Uy y Ve Ny ds)
K 8K K

De méme pour Pautre terme croisé, on obtient :

/ VplgyUy s AV = vplg (/ Uz g Vy,y AV +/ Ug yUyNy ds —/ Ug, zVyMy ds)
K K oK oK

En réintroduisant ces équations dans I’expression A(K), on obtient :

AK) = /K Uh (Uz,pVz,z + UyyVzz + UsaVyy + UyyUyy) AV

+ / U (Uy gy — UyyNa) Vg ds + / v (UgyNe — Ug gTly) Uy ds
oK K

= [ 0 00) 2+ 00) AV
+ / Uh (Uy,gTy — Uy yNa) Vg ds + / Up (UzyNe — Ug zNy) Vy ds
oK oK

.
Nous cherchons une solution a notre probléme qui est dans Vj,. Or pour le choix d’espaces
et de formes bilinéaires que nous avons fait, les fonctions de Vj sont & divergence nulle sur
les éléments donc les intégrales sur les triangles, s’annulent, et il reste les intégrales sur le
bord des éléments. Les transformations effectuées sur les triangles sont “I’équivalent” de
la transformation en continu V - (V@)T = V(V - @).
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La quantité a} (u, v) se limite donc au saut des gradients de vitesse, si 'on considere v
constant, & travers les triangles :

Giuv) = STAK)
K
ap(u,v) = Z (/BK U (Uy,ay — Uy yNz) Ve ds + /

v (Ug yNag — Ug,zMy) Uy ds()S.S)

K oK
= Z / Vh (Uy,aMy — Uy yNe )| Ve ds + Z [Wh (Uzyng — Ugzny)] vy ds
eddnN” e egdN v €

5.2.1.1 Détails pour une fonction de X,

Nous allons maintenant expliciter ce terme supplémentaire pour des fonctions P!
non conforme et pour des fonctions P!. Nous verrons alors clairement que le terme
supplémentaire est identiquement nul pour la discrétisation P! tandis qu’il ne I'est pas
pour la discrétisation non conforme.

Pour ce faire, nous étudierons deux cas

— I'influence de la fonction sur elle-méme,

— Pinfluence de la fonction sur une fonction voisine.

Influence d’une fonction sur elle-méme Il nous suffit de considérer un élément K.
La normale & la surface fy et exterieure & K est notée S° et ses composantes sont S et
SS. La figure (5.4) illustre cette configuration.

FIG. 5.4 — Notations pour le calcul du gradient d’une fonction P!NC : premier cas

Soit @ la fonction de X, portée par cette face fo, de composantes u, et u,. Le gradient

de cette fonction s’écrit : 0

K K
graduIK = uly Slo u!y Slo
K| K |

La fonction test v est portée par la méme face fo. En reprenant Pexpression (5.8) avec

v = 1, nous obtenons :
RS S o uS)
aj(u=(%),v=(})) = u|yK| SO |y “1/5’220
* Ug umS UZS
ap(u=(%),v=(9)) = |K|y52— |K|wSO
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Remarque 6. Nous donnons le résultat équivalent pour une fonction discrétisée P'. La
figure (5.5) illustre les notations choisies.

S0

v

0u = ()

FI1G. 5.5 — Notations pour le calcul du gradient d’une fonction P! : premier cas

r

Le gradient de la fonction u = (Zy) associée au sommet so s’écrit :

gradu|; = Kl K]
s uy Sy uySy
K] K|

La fonction test v est également associé au sommet sg. Ld encore, en reprenant l'expression
(5.8) avec v =1, nous obtenons :

* uy SO 1 uy SO 1
aiw=(5)v=0)) = 5% g 2% =0
* U u:ESOl usol
Gu=(f)o=(9) = s tEls o

Nous constatons donc que le terme supplémentaire de diffusion que nous étudions n’a
pas d’influence sur les termes diagonaux que ce soit pour une discrétisation P! conforme
ou non.

Influence d’une fonction sur une fonction voisine Soit @ la fonction de X, portée
par cette face fo, de composantes u; et uy.
Le gradient de cette fonction s’écrit :

K K

R
X

K| K]

La fonction v est cette fois portée par la face f;. En reprenant Iexpression (5.8) avec

v = 1, nous obtenons :
-

. v uySY o1 UySy
aiw=(5)v=0) = %S~ g%
U’:ESS uxSO

Gilu=(5)w= (1) = Sersi- s
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FIG. 5.6 — Notations pour le calcul du gradient d’une fonction P!NC : second cas

Remarque 7. Nous donnons le résultat équivalent pour une fonction discrétisée P'. La
figure (5.7) illustre les notations choisies.

FIG. 5.7 — Notations pour le calcul du gradient d’une fonction P! : second cas

Le gradient de la fonction u associée au sommet sg sur 'élément K; s’écrit :

TR K

d — I il il

. gradul wS. wS,
| K | K|

La fonction v est associée au sommet s1. En reprenant ’expression (5.8) avec v == 1, nous
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obtenons :
* Ug u S 1 Uu S 1
ah(u:(uy)’vz((l))) = '}}(|2(Sl S)+|;{|2(Sl 2 SS)
uysl 0 uyS 1 g2 o
- -5
|K1‘ 27 |K2| 27 |K l 2 |K2| 27"
oy 0 Go-1 SO 2 0
2 | K1) tKﬂ
* Uy 0 1 1
ahu=(iy).v=(}) = 5( Sz) + 5( Sz)
S 1 1
= (S) +89) ~ =(s2-5y
ug Sl uzS2 1 uSl upS2 1
— y—Sg—— y_SO_ T SO 4 SO
|K1| 2 |Ko| 277 |Ki|27Y  |Ka|27Y
Up 0 5‘0—1 - 50*2
= —|||S"A— SYAN —— =0
2 <] | K1l | 2|

Cette fois-ci, nous pouvons constater que le terme supplémentaire de diffusion que nous
étudions, s’il est nul pour les termes extra-diagonaux dans le cas d’une discrétisation P!
conforme, ne ’est pas dans le cas d'une discrétisation P! non conforme.

En conclusion, nous pouvons dire que ce terme (nul dans le cas continu) est nul dans
le cas d'une discrétisation P! conforme (il peut donc étre ajouté et pris en compte sans
désagrément), tandis qu’il n’est pas nul pour une discrétisation P! non conforme. La prise
en compte d’un tel terme va donc introduire une erreur purement numérique.

5.2.1.2 Illustration numeérique

Pour nous rendre compte de Peffet de I'ajout de ce terme & 'opérateur de diffusion
laminaire, nous ’avons implémenté et testé sur un cas simple. Le cas test que nous avons
choisi pour illustrer I'influence de ce terme est le cas d’un écoulement 2D de Poiseuille.
Le domaine de calcul est un carré de c6té 1 maillé en 800 triangles.

~ Sur les frontidres y = 0 et y = 1, une condition d’adhérence est imposée @ = 0.

— Sur la frontiere z = 0, une pression p = 0 est imposée.

— Sur la frontiere x = 1, une pression p = 1 est imposée.

Ce probleme admet la solution analytique suivante :

u sy(y—1)
v 0
Y4 T

Le maillage utilisé ainsi que les résultats du calcul sont présentés sur les figures 5.8
& 5.11. Le maillagesque nous avons utilisé pour ce calcul privilégie volontairement une
direction, pour mieux illustrer le fait que le terme ajouté & la diffusion est dépendant du
maillage.

Bien entendu, la résolution de ce probléme avec Popérateur de diffusion laminaire non
modifié donne des résultats tout & fait satisfaisants (les normes d’erreurs obtenues sur la
vitesse sont de Pordre de 1.e-5). Sur la figure représentant la solution de vitesse horizontale
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up, avec gradient transposé, nous observons des bandes d’isovaleurs horizontales tout a fait
normales puisque la solution continue est y(y — 1). Mais nous distinguons également sur
cette figure, des bandes d’isovaleurs verticales de méme fréquence que le maillage, alors que
la solution continue ne dépend absolument pas de z. Ces bandes verticales sont uniquement
le fait du terme de diffusion modifié. Les perturbations sont encore plus flagrantes sur les
figures représentant les champs de vitesse verticale et de pression. La vitesse verticale
devrait étre nulle or nous distinguons le méme type de bande, le fluide suivant en fait les
lignes de maillage. L’intensité de ces perturbations est de plus élévé puisque le maximum
de vitesse parasite verticale relevée représente prés de 25% du maximum de la vitesse
horizontale. Le champ de pression est lui aussi parasité et laisse apparaitre ses bandes de
méme fréquence que le maillage.

Dans le cas d’un écoulement laminaire, ou 'on suppose en plus que la viscosité est
constante, nous ne tenons pas compte dans le terme de diffusion de ce terme supplémentaire
que nous venons d’étudier.

5.2.2 Diffusion turbulente

Comme nous V'avons vu dans la section précédente, la modification de la nature du
terme de diffusion des équations de Navier-Stokes filtrées a des conséquences relativement
importantes. Dans le cas d’un écoulement turbulent, au niveau des zones ol le modele de
turbulence n’intervient pas, il serait erroné de tenir compte du terme faisant intervenir
la divergence du gradient transposé dans le terme de diffusion. Par conséquent, nous
avons choisi de modifier le terme de diffusion turbulente pour tenter de limiter les erreurs
numériques apportées par la non conformité de la vitesse. Le terme a discrétiser est celui
de ’équation 5.7 :

Diffg = v div (% + %T) +div [Vt (6“ + 6“71)]

Comme nous P’avons vu dans le paragraphe précédent la prise en compte du gradient trans-
posé dans le cadre d’'une discrétisation P! non conforme introduit une erreur purement
numérique. Dans le cadre d’un écoulement laminaire ot de surcroit nous avons considéré
la viscosité moléculaire v constante, le paragraphe précédent nous a montré quels étaient
les effets de ce terme et nous avons donc décidé de ne pas tenir compte de ce dernier. Le
premier terme de ’équation 5.7 est donc modifié pour ne pas tenir compte du gradient
transposé. Le second terme de cette équation n’est lui pas modifié. En effet, celui ci fait
intervenir la viscosité turbulent qui varie de maille en maille. Il n’est donc pas possible
de tenir le méme raisonnement que précédemment pour éliminer le terme en gradient
transposé. Par conséquent le terme diffusif turbulent discrétisé s’écrit :

Diff, = v div (ﬁu) + div [ut <6u + ﬁuT)] (5.9)

5.3 Aspects Convectifs

5.3.1 Problématique

La complexité de l'étude, de la discrétisation et de la résolution des équations de
Navier-Stokes vient en grande partie des termes convectifs non-linéaires. C’est pour cette
raison que l'étude de ’élément que nous avons introduit s’est faite sur les équations du
probléme de Stokes ol les termes de convection sont négligés.

Une nouvelle fois, nous allons voir combien il est important que 'espace discret Vy
soit consistant avec 1'espace continu V.
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possible ces différents modeles, il est donc nécessaire de limiter au maximum les sources
de diffusion artificielles comme celles des schémas numériques. C’est pourquoi un effort a
été fait sur les schémas convectifs. En effet, I'utilisation d’un schéma de type amont, re-
lativement diffusif anéantirait les chances de pouvoir étudier et appliquer des modeles de
turbulence pour la SGE. En effet la diffusivité de ce schéma masque & elle seule la diffusivité
qu’introduit le modele de SGE. D’un autre c6té, si le schéma ne doit pas étre trop diffusif,
il doit cependant rester stable et ne pas entrainer une divergence du calcul par une création
artificielle d’énergie. Le schéma dit centré a cette propriété d’étre inconditionnellement in-
stable. Entre ces deux extrémes, nous proposons un nouveau schéma de discrétisation qui
nous a permis de réaliser les calculs présentés dans le chapitre suivant. Il faut noter qu'une
tentative intéressante a été faite par Benhamadouche ([BLO0O]) étendant ainsi les travaux
de Perot ([Per00]) pour réaliser un schéma conservant exactement 1’énergie cinétique en
I’absence de termes diffusifs (dans le cas de fluides parfaits). Mais ce schéma est relati-
vement lourd & appliquer en terme de cout CPU et un développement supplémentaire
devrait étre étendu aux cas des fluides visqueux.

Nous reprenons les équations de Navier-Stokes originales. Par souci de simplicité et ne
considérant dans cette partie la discrétisation des termes convectifs, nous prendrons les
équations de Navier-Stokes non filtrées.

Nous introduisons maintenant une décomposition de I’espace X en une partie P!
continue et une partie discontinue. La séparation se fait au sens de L2. Nous noterons X
I'espace discret P! conforme défini ainsi :

Xy = {vh e LX) / VK €Ty, vl € Pl(K)} (5.11)
La séparation de 'espace X peut donc se résumer par les équations suivantes :

up, = iUy +up (5.12)
(u/h,f)h) = 0 Yo, € Xy, (5.13)

Nous pouvons réécrire les équations de Navier-Stokes en nous servant de la décomposition
introduite, ce qui donne :

a —
(%,50 + v (Vup, V) + (up - Vup, o) + (08, Vop)  =(f, ), VYop € Xp (5.14a)

(Q(%ftha U;L) +v (V'U/h, V'U;L) + (Uh . VUh, ’U;L) + (U;l, vph) = (f’ U;),) , vv;l c X,h (514b)
(V- up, gn) =0, Vgn € My, (5.14c)

Compte tenu des propriétés de la décomposition (5.13), ce systéme s’écrit :

a_ -—
(“gf’ﬁh) +v (vuh, V’C_Jh) + (up - Vup, 'T)h) + (T, Vph) = (f’ Th), Vo, € Xy,

ot
(V- un, qn) =0, Vagn € My,

’
<§y—’i,v;1) +v (Vup, Vop) + (un - Vun,vp) + (v, Vor)  =(fivn), Vo € X

Nous faisons le choix de pénaliser la partie discontinue de la vitesse de la fagon suivante :

/
(%’i + Auhvk) + v (Vun, Voi) + (vh, Vo) = (f,0h) , Vo, € Xh (5.15)

Sur cette équation, le terme convectif est donc volontairement négligé par souci de stabi-
lité. Le choix du A sera explicité plus tard.
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Nous choisissons de coupler le schéma de discrétisation temporelle avec celui de discrétisation
des termes convectifs. Le couplage est le suivant :

aptt —ap 1 1 1 L )
( h X —h,'Dh> + v (VUZ'*Z,VT%) + <u2+2 'VU:+2,1_)h> -+ (’l_)h,vPZ"'z) = (f,ﬁh),V{;h € Xy,

u;ln+1—ulhn mty nt3g ’ / n+3 / / ’
T+/\uh Zoup |+ Vuy, 3V )+ (v, Ve, 2 ) = (Fh) Vo, € X

ntl
(V'“h+2,Qh> = 0,Ygn € My,

ol la notation suivante a été adoptée :

N~

fn+% — % (fn+1 4 fn) — (f(t — tn+1) 4 f(t — tn))

Intéressons nous plus particulierement aux termes convectifs de 1’équation portant sur
I’espace Xp. En utilisant la décomposition précédemment introduite de ’espace X;,, nous
pouvons réécrire ce terme convectif en deux termes :

n+i n+a n+l _ntd n+l mit
(uh * . Vu, 2,vh> = <uh 2.V, *,0, |+ {u, *-Vu, 2,0

. /

A B

1
sz . . _n+3
Nous nous intéressons maintenant au premier terme lorsque v, = Uy, 2,

ntl nal ntl
A=Y /K<uh+2-wh+2>-ah+2 de

KeTy,
nt+dl gl = +1 n+i _n+i _n+i
A = - U 2o, 2\ V-u 2 dz — uw, 2-Vi4, 2} -4, °?dr
h h h h h h
KeT, /K KeT, 7K
_'n+l _n+l n-i-l —
+Z/ <uh 2., 2)“11 2.7nds
KeTy, oK

Or, la solution étant & divergence nulle sur les éléments, le premier terme de A est nul. En
constatant que le second terme n’est autre que la quantité A, on obtient :

1 n+l gl el | 1 o+l ol om4l
As—z uhz-ﬁZQ uhQ-nds—k—Z u, *-u, ? U:Z-nds
2 oK 2 oK
KeT, KTy,

Comme %, est continue, de la premiére somme d’intégrales, il ne subsiste que l'intégrale
sur le bord du domaine 2 :

1 _n+d  _n+i) _n+i 1 _nt+i  _n+i m+i
A=—/ (uhz-ﬂh2 uzz-nds+—z Uy, *-u, *)u, *-fids
2 Jon 2 oK
KeTy

Enfin si nous faisons ’hypothese que ’écoulement est régulier, c’est a dire que le terme
1
en u;ln+2 est nul, alors le second terme de A et le terme B sont nuls.

- .y 4 . .. _n+—%
Revenons alors sur la premiere équation de quantité de mouvement pour v, = @, ?,

on obtient une équation d’évolution de ’énergie cinétique pour la composante continue :

Entl _ En 1 1 1 1 el 1 il
h h -y VQZ+2,V,L—LZ+2 __/ ﬂ2+2 .ﬂ;l+2 'l_l,;:_’_? 'T_id8+(f,ﬁh+2)
At 2 Jon
(5.16)
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Cette derniére équation laisse donc apparaitre que dans le cas d’un écoulement lisse
(sans composante u}, ), la variation d’énergie cinétique de la solution calculée avec le schéma
proposé n’est di qu’aux actions :

1. du terme diffusif qui dissipe de ’énergie,

2. du terme de bords (une entrée de fluide représente un apport d’énergie, une sortie
représente une perte),

3. du terme associé aux forces volumiques appliquées a 1’écoulement.

Revenons maintenant sur le choix du parametre A dans ’équation 5.15. Compte tenu
du lien introduit entre la discrétisation temporelle et la discrétisation spatiale, ’équation
précédente s’écrit :

u;l""'l —up m+1 n+i n+d
N S + Ay, v )+ (Vuh 2,Vv;1> + <v§1,Vph 2) = (f,v4), Vv, € X},

Nous avons fait le choix de ne pas avoir de dépendance temporelle sur u’. Ceci est réalisé
en prenant A = 7%5. Nous obtenons alors I’équation suivante :

2u/n+1 ntd el
gt U | +v (Vuh Q,Vv;l) + (vﬁl,Vph 2) = (f,v})

C’est avec ce choix de parametre du schéma de convection que les calculs du chapitre
suivant ont été menés.

5.4 Bilan de ’extension au probléeme de Navier-Stokes

Comme nous venons de le voir, nous avons étendu notre étude aux équations de Navier-
Stokes en tenant compte de la possibilité de modéliser la turbulence & I’aide de la SGE et
des effets que cette modélisation pouvait entrainer sur le terme diffusif. Ceci, combiné &
la discrétisation non conforme de la vitesse, nous a amené, apres avoir mis en évidence la
source d’erreur, & proposer une modification du terme de diffusion turbulente.

Une simulation de type SGE requiert un schéma de convection qui, tout en étant stable,
reste peu diffusif, sans quoi, les effets du modele de turbulence risquent d’étre masqué.
C’est pourquoi, nous avons proposé le schéma de convection présenté ci-dessus basé sur une
décomposition du champ de vitesse permettant de mesurer les perturbations de ce dernier.
Comme nous ’avons vu, ce schéma devrait se révéler, en cas d’écoulements lisses, trés peu
dissipatif. De plus, le fait de pénaliser la composante u) devrait se révéler bénéfique pour
nos simulations de grandes échelles et devrait contribuer a stabiliser les calculs.

Nous allons maintenant présenter quelques tests numériques permettant de vérifier a la
fois la consistance de ces schémas et leurs bonnes propriétés escomptées.



Chapitre 6

Résultats numériques

Nous présentons ici les résultats obtenus sur deux cas tests classiques :
— La cavité a paroi défilante
— L’écoulement autour d’un obstacle de section circulaire

6.1 Cavité a paroi défilante

6.1.1 Description du cas test

Nous cherchons & simuler ’écoulement d’un fluide incompressible et isotherme dans
une cavité carrée de 1 metre de c6té dont 'une des parois est entrainée & la vitesse de
Im-s~ L

Le nombre de Reynolds vaut 1, avec v = 1.1074m?2 - s

Les conditions aux limites du calcul sont :

— une paroi défilante & la vitesse de 1m - s~! pour la paroi supérieure,

- des parois fixes pour les trois autres.

La configuration du calcul est représentée sur la figure 6.1.

Le maillage utilisé pour cette simulation est construit & partir d’'un maillage structuré de
41x41, raffiné prés des parois; chaque maille étant ensuite redécoupée en 4 triangles. La
figure 6.1 le représente.

-1

Parol Defilante u=1 m.s"

o
o
VY
o
M
a''s
X

PN

Paroi fixe

DAXDEX

Y
") X
AL

0.1

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

u=110'm’s" Parol fixe Re = 1.10*

Fi1G. 6.1 - Configuration et maillage du cas Cavité a paroi défilante

91


















6.3. EXEMPLES D’UTILISATION POUR DES CALCULS PLUS COMPLEXES 97

6.3 Exemples d’utilisation pour des calculs plus complexes

Ce calcul vient illustrer I'utilisation faite de la nouvelle discrétisation introduite. Les
travaux concernant le schéma de convection étant relativement récents, ce calcul n’est pas
réalisé avec celui précédemment présenté. Le schéma utilisé pour ces calculs, couple une
nouvelle fois la discrétisation en temps et la discrétisation spatiale des termes convectifs.
Le schéma alternant, comme nous 'avons nommé est décrit dans la thése de C. Ackermann
[Ack00]. C’est un schéma & deux sous pas de temps. Le calcul du terme convectif au premier
pas de temps se fait par un calcul décentré amont, puis au second sous pas de temps par
un calcul décentré aval. La moyenne des deux contributions est alors prise.

6.3.1 Calcul et expérience MOCHE

Ce calcul a été réalisé en collaboration avec EDF par E. Longatte (EDF), U. Bieder
(CEA), P. Ledac (CS). Ce calcul a permis :

— de décrire les spectres des forces de pression sur un tube flexible en écoulement axial,

~ P'étude de phénomenes transitoires,

— une comparaison avec l'expérience MOCHE

La configuration du calcul est représentée sur la figure 6.8. Dans cette configuration,
de l'eau arrive par le haut & travers une grille entre le tube de section cylindrique et le
tube de section carré. L’évacuation se fait par une sortie latérale. Le maillage surfacique
est représenté sur la figure 6.9. Il a été généré a partir d’un maillage structuré de 250000
nceuds, découpé en tétragdres. Le maillage obtenu compte 200000 volumes de controle avec
un raffinement & proximité du tube central.

Fi1G. 6.9 — Maillage utilisé pour le calcul
MOCHE

Fic. 6.8 — Configuration du calcul
MOCHE

Le calcul a été mené en paralléle sur 25 processeurs avec la nouvelle discrétisation
introduite. Le champ de pression sur les parois externes est représenté sur la figure 6.10.
Les champs de pression et de vitesse sont représentés sur la figure 6.11 sur un plan de
coupe axial.

Les trois figures suivantes 6.12 & 6.14 montrent les champ de vitesse et de pression sur
trois coupes perpendiculaires 4 axe central a différentes hauteurs.
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Turbuient force spectral densites computed numencally and
experimentaily atdifierentlocatons along he rod

1,6+402 e —

:
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force

—— 0,3 m from plate LES)

—&— 0,8 m from plate (LES)

—ar— 0,8 m from plate (LES)
+ 0,3 m (experimertal)
a 0,6 m (experimental)
& 0,9m (experimertal)

1 1LEC2

e

1,804

10 100
Frequency Hz)

Fi1G. 6.16 — Comparaison des spectres de forces turbulentes le long du tube axial
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Chapitre 7

Conclusions et Perspectives

La discrétisation de type Marker and Cell (MAC) (cf. [HW65]) reste une référence pour
les calculs effectués sur des maillages structurés. Notre but initial était de nous rapprocher
de la situation du MAC. L’enjeu était donc d’obtenir un espace Vj aussi consistant que
possible, car comme nous 'avons vu, cette consistance facilite la stabilité des schémas
numériques.

Pour étendre les résultats de la discrétisation MAC aux maillages non structurés, il est
possible de formuler le probléme de Stokes en vorticité-vitesse-pression comme !’a fait Sal-
mon (cf. [Sal99]). Mais cette nouvelle formulation pose d’autres problémes, car si 1'espace
Vi, est cette fois consistant, le traitement numérique de cette formulation reste délicat.
Nous avons décidé de garder la formulation en vitesse-pression du probléme de Stokes.
La techique des covolumes est une extension naturelle aux maillages non structurés de
schémas différences finies (tel que le schéma MAC) sur des maillages structurés entrelacés
(cf. [NPH95]) et nous voyons ici que la nouvelle discrétisation introduite durant ce travail
peut étre vue comme une extension de la méthode aux maillages non structurés ou comme
une méthode de type covolume. Dans la méthode MAC, seules les composantes normales
de vitesse sont calculées au milieu des arétes (en dimension 2), des faces (en dimension 3).
Les noeuds de pression sont situés au centre des éléments. La figure 7.1 en haut & gauche
représente une telle discrétisation. Maintenant, imaginons un second maillage, identique

Az Ay

au premier, translaté de (T’ 5 ) en dimension 2. Ce second maillage n’est autre que le

maillage dual du premier.

En dimension 2, un tel maillage est représenté sur la figure 7.1 en haut & droite. La
méme discrétisation est appliquée sur le second maillage. Cette fois, en tout milieu d’aréte
(2D) en tout barycentre de face (3D), toutes les composantes de la vitesse sont connues
et les noeuds de pression se situent & la fois au centre des éléments et aux sommets.
La situation est similaire en dimension 2 pour les éléments que nous avons introduits et
étudiés, comme le montre la figure 7.2. Toutes les composantes de vitesse sont connues
milieu des aretes et les noeuds de pression se situent au centre des mailles et aux sommets.

En dimension 3, la situation est un peu différente. Si les résultats de convergence
optimaux que nous avons obtenu au paragraphe 4.2 sont valables en dimension 2 et 3, il
est possible que 'espace V}, soit encore de trop grande dimension en dimension 3. C’est
en tout cas ce que peut laisser penser la vision présentée ici. Si nous reprenons ’extension
de la discrétisation “triple MAC” en dimension 3, le second maillage doit étre translate de

(%?-, %y, %) toutes les composantes de vitesse seraient connues sur tous les barycentres
de faces et aux sommets. Les noeuds de pression, quant & eux se situeraient au centre des
éléments et au milieu des arétes. L'extension de la méthode multi-MAC en non structuré

tridimensionnelle passerait donc par l'introduction d’un nouvel élément plus riche encore
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en pression que celui que nous avons introduit. Cet hypothétique élément, doté d’un espace
V. plus restreint que celui de la discrétisation introduite, pourrait se révéler plus stable.
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Annexe A

Calcul des différentes formes

Cette annexe présente plus en détail le calcul des formes en Eléments Finis et en
Volumes Eléments Finis pour ’élément fini P!NC /P'Bulle. Nous introduisons tout d’abord
quelques notations dont nous nous servons plus tard pour les calculs proprement dits. En-
suite nous présentons les détails des calculs de la forme gradient, puis ceux de la forme
divergence.

A.1 Notations

Nous introduisons ici une série de notations qui nous seront utiles par la suite.

1
- U(m;) = — vds
) =151/,
- §F= | ag
fi

- BwiK A ow; N K
— V(s:) est 'ensemble des éléments ayant s; pour sommet
— V(f;) est ensemble des éléments ayant f; comme face.

A.2 Calculs des formes gradient et divergence

A.2.1 La forme gradient

Nous rappelons ici 'expression deux formes bilinéaires que nous allons comparer :
K@ = 3 [ pidm)ds
Ow;
@) = 3 [ Fpos
K

Nous redonnons également les volumes de controle w; de conservation de la quantité
de mouvement.

A.2.1.1 PresSion dans MhT
Nous calculons b}l(ifmi, bs;), avec

—

Ym, = ( Y, ) ou bien 9, = ( 0 ) en dimension d = 2, (A1)
0 d}m,‘
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fi en commun. Comme ¢s; est continue sur fis / ¢sjﬁK1ds + / ¢3jﬁK2ds = 0 et nous
pouvons donc ajouter ce terme dans l'expression (g’e bx sans la m{)idiﬁer. Dans la seconde
configuration, ¢, ; est identiquement nul sur f; et nous pouvons donc ajouter / ¢s;Mds &
I'expression de bx sans la modifier, ce qui nous permet d’écrire : |
Y (s 85;) = Prmsme) Y / uy7ids
KeV(fi)NV(s;)

Pour calculer I'intégrale, nous utilisons toujours la formule de Stokes :

¢s,fids = / Vs, dz
wX

anK

La fonction de forme ¢s; est hnealre sur K, donc son gradient est constant par élément.
Le gradient de la fonction ¢3 sur & est le méme que celui sur K.

/aKqujfids = /Kﬁd)sj dz
Ky

K K
= |x; |V¢sJ = |k qubs,
K
— 1K _ s _lak
= W g f 9o = i "( i)
_ 1 &k
T dd+ 1)5
Nous obtenons finalement pour la forme bX :
- 1 ~ -
by, ($mis bs;) = “dd+) > 8K, (m) (A.4)
+1) - ‘
KeV(f;)NV(s;)

Les équations (A.3) et (A.4) nous permettent de conclure sur les relations entre le
gradient Eléments Finis et le gradient Volumes Eléments Finis pour une pression de
T
My T o mT BV T T
Yo € Xp,Vgi € ME, b) (vn,qt ) = bh(vh,qi) (A.5)

A.2.1.2 Pression dans MY

Nous calculons b}t(i—ﬁmi, ¢k ). Nous choisissons la bulle du min dont nous rappelons ici
I’expression

¢x(@) = (d+1) _inf _9K(2)

La fonction ¢x est linéaire sur chaque w; N K, son gradient est constant sur chaque
w; N K. Notons an ‘i—ffwiﬂK.

Vék| o = [@d+1)Vef|

= (d+1)6¢§§
d+1 1 =

_ GK _ K
= IR T dm]
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Donc nous pouvons écrire :

) = S [ Fox b dr= ¥ / Vi Py d
KeV(f, =K CKeV(fi)
. 1 - -
Oh(Umi $K) = D -EIH—KSJK' Ym, dz
sKCKeV(fi) J Kj

Calculons le terme / ﬁmi dz. Nous distinguons deux cas de figure.
K

— calcul de lintégrale de Jmi Sur K,
Ym, €tant linéaire, il suffit de calculer sa moyenne & 'aide des valeurs aux sommets
du k;. La valeur au centre de gravité est a% Les autres sommets pris en compte
sont les sommets de la face f;, et sur ces d sommets ¥, vaut 1. Par conséquent, on
obtient :

- _ |K,i| 1 - )
[yins = 58 (45 525 i

?+d+1
= '”t‘%‘ﬁzlwmz(mz)

(d+1
— calcul de Vintégrale de ﬁmi sur les autres x; de 1'élément
Par rapport au cas précédent, seuls les sommets pris en compte changent. La valeur
au centre de gravité reste identique. d— 1 sommets de la face f; entrent dans le calcul
de l'intégrale. Sur ces sommets, ¥, vaut 1. Sur le sommet opposé a la face f;, Y¥m,
vaut 1 — d. Ce qui nous donne :

= sl
/nfw’”"d‘” = d+1<d+1)w’”'(m1)

1 .
(d—+1‘)—21'€j|¢mi (ms)

b (B 65) = —oSK - / Fmdz+ 3

'l/)mld.’L‘
dl ki WK R gt dlff;l ’ /
d2+d+1

_ GK Y ST G (e
T d(d+1)2 S tm(my) d(d+ 1)? ;S’ Yim(mi)

(P H+d+1 1
N dd+1)2  d(d+1)?

) S o, (1)

o 1 -
bilz("/)mi’d)K) = _d_-l—l-SK P, (M) (A.6)

Calculons maintenant b,‘l/ (z;mi, oK) :

b (rmy, $K) =Z/ﬁ lqﬁxﬁ-iﬁmi(mi)ds
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Comme ¢ g est nulle sur les faces de I’élément, ¢Kﬁ-1ﬁmi (m;)ds = / d)Kﬁ-iZmi (m;)ds
Ow; i
et nous pouvons écrire :

bi‘:('([;mi, ¢K) = Z / PKTT- wm, (mz)

rKi€KeV(fi)

B W bx) = [ oxt G (mi)as

b (Ymsr dK) = ——SK Prmy (M) (A.7)

Les équations (A 6) et (A.7) nous permettent de conclure sur les relations entre les
formes gradient en Eléments Finis et en Volumes Eléments Finis pour une pression dans
MN .

d+1,

Yo, € Xp, Vg € MY, bY (vp, ql) = y ——b},(vh, qp) (A.8)

A.2.2 La forme divergence

En Eléments Finis la forme divergence et la forme gradient sont identiques. En
Volumes Eléments Finis, nous rappelons la définition de la forme divergence introduite
précédemment, :

vh,qh) th / vp - ds+ oy Z /ath 71 ds

I, KeV(s;i)

+as Z a (‘/a Uh‘ﬁds),

KeTy,
ol nous avons introduit les notations :

Vi=1.Ns, g = qn(si)

1

d
s;€EK

VK € T, af = | qn(ck) - qn(sj)

Les coefficients a; et ag sont deux parametres non nuls que nous allons fixer afin de rendre
les formes gradient et divergence symétriques et qui dépendent du choix des volumes de
contrdle de type Il;,. Pour simplifier I’écriture, nous noterons II; = II,. Nous introduisons
maintenant quelques notations utiles qui, de plus, permettent de définir II; :

- 0K NII; = {g € 0K/Xi(z) < B}

- 1k, = {2 € 0K/ Xi(z) = B}

- Xi = {.’L‘ S K/)\,(.’E) > ,3}

_ _ JILnK

La ﬁgure (A.4) illustre les notations que nous venons de définir dans le cas {oz = %,
Le choix que nous avons fait dans le manuscrit correspondait au cas {a = 2—5, 8= % .
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Done, nous avons :

F W) = (a+a—(1=-B)"+(1-@+1)B)A=B)"") S wilm)s; +
IO DR R )

KeV(e;)NV(v;)

Pour s’assurer que c,‘,/ soit toujours proportionnelle & b,‘{, la relation suivante doit étre

vérifiée :
oy +a—(1 —ﬂ)l_ddﬂ =0
Differents choix de a et 8 peuvent étre faits :
1. Premier choix proposé : {a = 57; 8 = 3;01 = %l}
C’est le choix que nous avons fait dans le manuscrit. Avec ce choix, nous avons :

Ci‘z/ (wmi’ ’\vj) = élﬁ Z ¢i(mi) . S;j (A.Q)

KeV(fi)nV(s;)

Dans ce cas, nous pouvons conclure que :

d(d+1)
d

b o) (A10)

Vo € Xp, Vgt € ME, o (vn, qF) = —

2. Second choix proposé : {a = (‘117—1-)‘1—1 B=1%a1 =13 (d—g—l-)d_l}.

Avec ce choix, nous avons

y 1 (d-1\*"! 2
Fomr) =3 () X wm)-§ (&

KeV(ei)nV(vy)

Dans ce cas, nous pouvons conclure que :

d—1 d—1
Yoy, € Xp, Vgl e ME, ) (vp,qF) = —(d+1) (T) bY (vn,qt) (A.12)

A.2.2.2 Pression dans M}

La forme divergence s’écrit alors :

CX(’wm,-NﬁK) = Q2 /amel -7ids

et (Ymys P ag Ym, (M) - SF

fi

Pour s’assurer que les formes gradient et divergence restent proportionnelles, le choix
de ay dépend de celui des volumes de controle de masse (o and f3).
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1
Pour le premier choix proposé, nous fixons as = 2—_; et nous avons le résultat
suivant : dd+1) .,
.+.
Vi € Xn, Van € M, cf, (vh, qn) = — oY (vh, qn)- (A.13)
. . d+1 (d—1\¢"!
. Pour le second choix proposé, nous fixons as = 4 \ "4 et nous avons le

résultat suivant :

Yop, € Xp, Ygn € My, cf (vh,qn) = —(d + 1) (T) by, (Vh, qh)- (A.14)







