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Introduction 

De nos jours, beaucoup de codes de simulation numérique d'écoulements de fluides 
incompressibles utilisent encore des maillages structurés. Les raisons de cette affection 
sont multiples : 

- Maillages aisés à construire dans le cas de géométries simples. 
- Méthodes numériques simples à mettre en oeuvre et néanmoins très robustes. 
Cependant, les simulations sur maillages structurés présentent des limitations. Les pos­

sibilités de zoom locaux, ou de raffinements locaux, sont assez rares et souvent complexes 
à mettre en oeuvre. L'utilisation de maillages structurés "adaptés" en géométrie complexe 
est donc assez peu fréquente. Les maillages non structurés à base de triangle en dimension 
2 et de tétraèdre en dimension 3 se prêtent, quant à eux, très bien aux problèmes de 
maillage posés par les géométries complexes et aux raffinements locaux. La difficulté des 
simulations sur ce type de maillage réside dans le choix de méthodes numériques, stables 
et robustes, à l'image de celles utilisées en maillages structurés, pour un coût de calcul 
raisonnable. 

Au cours de ce travail, nous nous intéressons à la discrétisation des équations de Stokes 
et de Navier-Stokes modélisant l'écoulement de fluides incompressibles sur des maillages 
non structurés en dimension 2 ou 3. Nous utilisons des maillages composés de triangle en 
dimension 2 et de tétraèdres en dimension 3. Les développements effectués et les calculs 
menés durant ces travaux de thèse se font avec le code PRICELES (Plateforme Rapide 
Industrielle Cea Edf pour la LES (Large Eddy Simulation se traduisant en francais par 
Simulation des Grandes Echelles) développé en collaboration par le CEA (Commissariat 
à l'Energie Atomique) et des laboratoires universitaires (LMFA-ECL Lyon, LEGI-INPG 
Grenoble, Laboratoire JLL - Université Pierre et Marie Curie Paris VI, UMIST Man­
chester). C'est un code à vocation industrielle qui présente l'intérêt de pouvoir réaliser 
des simulations sur des maillages structurés ou non structurés. La méthode de résolution 
utilisée est une méthode de Volumes Finis. Nous distinguons deux méthodes sur les deux 
types de maillage : 

- Sur maillages structurés, la méthode de résolution se décline en une méthode de 
Volumes Différences Finies (VDF). Les équations sont discrétisées et résolues sur 
des volumes de contrôle définies à l'aide du maillage et les différents flux et autres 
opérateurs de différentiation sont calculés au moyen de Différences Finies. 

- Sur maillages non structurés, la méthode de résolution se décline en une méthode de 
Volumes Elements Finis (VEF). Les équations sont également discrétisées et résolues 
sur des volumes de contrôle définies à l'aide du maillage mais les flux et les opérations 
de différentiation sont calculés au moyen de méthodes d'éléments finis. Nous verrons 
que pour tQ.us les éléments finis utilisés dans le code PRICELES, cette méthode de 
VEF peut être vue comme une méthode d'Eléments Finis. 

L'élément fini présent au début de la thèse a révélé plusieurs défauts. Partant de ce 
constat, nous avons proposé d'améliorer cette discrétisation en apportant des modifica­
tions à l'élément. Ce travail de thèse propose donc des améliorations à l'élément existant 
mene une analyse théorique des nouveaux éléments introduits. Parallèlement aux ana-

9 
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lyses théoriques, les nouvelles discrétisations sont implémentées pour pouvoir les tester 
numériquement et confirmer ainsi les analyses théoriques. 

Plan du mémoire Le premier chapitre présente la modélisation physique et mathématique 
que nous utilisons au cours de ce travail. A cet effet, nous établissons les équations aux­
quelles nous nous intéressons, à savoir les équations de Stokes et de Navier-Stokes. Le 
cadre théorique de l'analyse mathématique y est également présenté durant ce chapitre. 

Le deuxième chapitre traitera plus particulièrement de la discrétisation des équations 
de Stokes. Dans un premier, nous utilisons le formalisme présenté au chapitre précédent, 
puis nous présentons plus en détailla méthode de résolution de VEF,en nous appuyant sur 
l'élément fini initialement présent dans le code PRICELES. Nous concluons ce chapitre en 
évoquant les différents défauts de cet élément fini. 

Le troisième chapitre présente une première tentative d'amélioration de cet élément 
fini. Elle conduit à la proposition d'un nouvel élément fini que nous présentons en détail. 
Ceci est fait tout d'abord dans le cadre EF, puis dans le cadre VEF. Nous montrons à 
cette occasion que la méthode des VEF basée sur ce nouvel élément peut être vue comme 
une méthode purement EF, et réciproquement, la méthode EF basée sur cet élément peut 
être vue comme une méthode de VEF. Nous présentons l'analyse théorique de ce nouvel 
élément et nous donnons les différents résultats de convergence. En fin de chapitre, des 
résultats numériques viendront appuyer les résultats des analyses, en particulier que la 
nouvelle discrétisation ne nous donne pas entière satisfaction. 

L'analyse du problème rencontré avec la nouvelle discrétisation nous mène à la mo­
difier légèrement. Cette modification est présentée au chapitre 4. Nous procédons, pour 
montrer l'équivalence des formulations EF et VEF, comme au chapitre précédent. L'ana­
lyse théorique de cette nouvelle discrétisation nous donne cette fois tous les résultats de 
convergence que nous escomptions. Dans certains cas particuliers, nous montrons même 
que cette discrétisation présente des propriétés de super convergence. Quelques résultats 
numériques viennent illustrer les résultats théoriques obtenus. Enfin nous concluons en 
présentant une extension de la méthode employée pour améliorer la discrétisation initiale 
de PRICELES, à un autre élément fini. 

Nous abordons dans le chapitre 5, l'étude et la discrétisation des équations de Navier­
Stokes. Nous verrons que l'étude des équations de Navier-Stokes filtrées, utilisées dans le 
cadre de Simulation des Grandes Echelles, nous amène à porter une attention toute par­
ticulière à la discrétisation des termes diffusifs. Ensuite, c'est aux termes convectifs que 
nous nous intéressons. Dans un premier temps, nous comparerons les effets des termes 
convectifs dans les deux discrétisations présentes dans PRICELES, la discrétisation ini­
tiale et l'amélioration présentée au chapitre 4. Dans un second temps, nous présentons et 
analysons brièvement la méthode que nous avons mis en oeuvre. Enfin, nous verrons que la 
prise en compte de conditions aux limites de type Neumann avec la nouvelle discrétisation 
présente des propriétés intéressantes. 

Le chapitre 6 présente les différentes simulations réalisées. Trois calculs sont présentés 
et analysés. Les deux premiers nous permettent d'évaluer le comportement de la discrétisation 
initiale et de la nouvelle discrétisation du code PRICELES. 

Nous concluerons ce travail en faisant le bilan de la nouvelle discrétisation proposée et 
en exhibant certains liens entre cette dernière et d'autres méthodes de résolution . 

.. 



Chapitre 1 

Modélisation Physique et 
Mathématique 

A partir des lois de conservation que nous rappelons dans la première section (1.1), 
nous établissons les équations des problèmes auxquelles nous nous intéressons, à savoir, 
les problèmes de Stokes et de Navier-Stokes (1.2-1.3). Nous donnons ensuite un aperçu de 
l'analyse du problème de Stokes dans le cadre continu (1.4-1.5). A cet effet, nous établissons 
la formulation abstraite du problème de Stokes et nous introduisons la condition inf-sup 
à laquelle nous nous intéresserons dans les chapitres suivants. 

Pour plus de détails concernant cette section, le lecteur pourra se référer à [Duv90]. 

1.1 Écriture des équations de conservation 

1.1.1 Lois de conservation 

1.1.1.1 Conservation de la masse 

L'équation de continuité exprime le principe fondamental de conservation de la masse 
que doit vérifier tout écoulement. Soit p(x, t) la masse volumique au point X, à l'instant t, 
la masse d'un domaine wm(t) s'écrit: 

M(t) = 1 p(x, t) dV 
Wm(t) 

Le principe de conservation de la masse impose : 

dM(t) = 0 
dt 

Ceci s'écrit d'après la formule de dérivation d'une intégrale dépendant de la quantité 
dérivée: 

1 a; dV + 1 pu· fi ds = 0 (1.1) 
wm(t) t 'Ym(t) 

où î'm(t) = 8wm(t) est le bord de wm(t). 
Nous introduisons la formule d'Ostrogradski que nous utiliserons ensuite pour écrire 

la conservation de la masse sous forme d'équations aux dérivées partielles: 

Théorème 1.1.1 (Ostrogradski). Soient V un volume et S la surface l'entourant. 
L'intégrale de la divergence d'une fonction F sur le volume V est égale à l'intégrale sur 
la surface S de la projection de la fonction F sur la surface S. Ce que l'on écrit,' 

i fi . F d V = 1s (F . fi) ds (1.2) 

11 



12 CHAPITRE 1. MODÉLISATION PHYSIQUE ET MATHÉMATIQUE 

En appliquant cette formule à l'équation (1.1), nous obtenons: 

1 a; d V + l'el· (pu) d V = 0 
Wm(t) t Wm(t) 

Ceci étant vrai pour tout domaine wm(t), le principe de conservation de la masse sous 
forme d'équation aux dérivées partielles s'écrit: 

ap - dp-- + \1 . (pu) = - + p\1 . u = 0 at dt 
(1.3) 

où 1t est la dérivée particulaire définie par : 

d a 
dt = Dt + u . 'el (1.4) 

1.1.1.2 Conservation de la quantité de mouvement 

La loi fondamentale de la dynamique dit qu'il existe une chronologie (dite galiléenne) 
et un référentiel (dit galiléen) tels que, à tout instant et pour toute partie Wqdm(t) d'un 
système, la dérivée particulaire du torseur des quantités de mouvement est égale au torseur 
des efforts extérieurs. Notons [K] le torseur des quantités de mouvement d'un domaine 
Wqdm(t), constitué de la quantite de mouvement R et de son moment Mo(K) : 

R 1 pudV 
Wqdm(t) 

Mo(K) 1 x/\pudV 
Wqdm(t) 

et [F]le torseur des forces extérieures constitué de la force ft et de son moment Mo(F) : 

ft 1 pf~ dV + 1 ls ds 
Wqdm(t) ')'qdm(t) 

1 px /\ f~ dV + 1 x /\ f~ ds 
Wqdm(t) ')'qdm(t) 

Mo(F) 

pf~ est une densité de force volumique, f~ est une densité de force surfacique. 
La conservation de la quantité de mouvement s'écrit: 

d[K] = [F] 
dt 

En détaillant alors l'écriture de l'équation précédente, nous obtenons: 

1 apu dV 1 -- -d & + puu·n s 
Wqdm(t) t ')'qdm(t) 1 pf~ dV + 1 f~ ds 

Wqdm(t) ')'qdm(t) 

1 : (x /\ pu) dV + 1 (x /\ pu)u . fi ds 
Wqdm(t) t .. ')'qdm(t) 1 px /\ f~ d V + 1 x /\ f~ ds 

Wqdm(t) ')'qdm(t) 

L'hypothèse de Cauchy nous donne: 

f~ = O'(fi) 

où 0' est appelé le tenseur des contraintes. 
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Nous nous intéressons à la seconde équation: 

1 % (fi Â pü) dV + 1 (fi Â pû)û· fi ds 
Wqdm(t) t "Yqdm(t) 1 a

a (fi Â pû) + aa (fi Â pû) dV 
Wqdm(t) t Xj 

1 fi Â pû (a:: + '\7 . (pû)) dV 
Wqdm(t) 

+ 1 p (%t (fi Â pû) + Û· '\7 (fi Â PÛ)) dV 
Wqdm(t) 

Le premier terme est nul dès que l'équation de conservation de la masse est satisfaite. 

lqdm(t) p :t (fi Â pû) dV 1 [dfi - - dÛ] P -ÂU+XÂ- dV 
Wqdm(t) dt dt 

1 - dû pXÂ - dV 
Wqdm(t) dt 

puisque pour tout champ de vecteurs V, v Â v = O. Après ces simplifications, la seconde 
équation s'écrit donc: 

1 - dû dV 1 - f- dV 1 - -d px Â cl = px Â v + x Â un s 
Wqdm(t) t Wqdm(t) "Yqdm(t) 

Pour continuer, nous introduisons le tenseur antisymétrique Eijk vérifiant les deux pro­
priétés suivantes : 

- EI23 = 1 
- Eiik = 0 

Le produit vectoriel de deux vecteurs A et Ê peut alors s'exprimer à l'aide de ce tenseur 
Eijk : 

( A Â Ê) i = EijkAjÊk 

En utilisant cette écriture pour le produit vectoriel, la seconde équation s'écrit: 

1 pEijkXj d~k dV = 1 EijkXjfk dV + 1 EijkXjUklnl ds 
Wqdm(t) Wqdm(t) "Yqdm(t) 

1 dUk 1 1 aUklXj PEijkXjT dV = EijkXjA dV + Eijk a dV 
Wqdm(t) t Wqdm(t) Wqdm(t) Xl 

1 dUk 1 1 [aukl ] PEijkXjdi dV = EijkXjfk dV + EijkXra + EijkUkl6jl 
Wqdm(t) Wqdm(t) Wqdm(t) Xl 

dV 

1 [ dUk aUkl] 1 EijkXj p-- - fk - -- dV = EijkUkj dV 
Wqdm(t) dt aXI Wqdm(t) 

Nous voyons apparaître entre les crochets du premier terme, la première équation de 
conservation de la quantité de mouvement. Par conséquent, nous obtenons : 

'r/Wqdm(t) , 1 EijkUkj dV = 0 
Wqdm(t) 

ce qui est équiva~t à affirmer que U est un tenseur symétrique. 
Le principe de conservation de la quantité de mouvement s'écrit donc sous forme 

conservative : 

1 apû dV 1 -- -d 1 f- dV 1 -d 8 + puu . n s = p v + U . n s 
Wqdm(t) t "Yqdm(t) Wqdm(t) "Yqdm(t) 

(1.5) 
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avec un tenseur des contraintes CT symétrique. 
Pour obtenir le principe de conservation de la quantité de mouvement sous forme d'une 

équation aux dérivées partielles, nous appliquons une nouvelle fois la formule d'Ostrograd­
ski (1.2) aux intégrales sur ')'qdm(t) : 

1 âpa 1 - 1 - 1 -7) dV + V' . (pa 0 a) dV = pfv dV + V' . CT dV 
Wqdm(t) t Wqdm(t) Wqdm(t) Wqdm(t) 

où 0 désigne le produit tensoriel ((a 0 iJ)ij = UiVj). 

Ceci étant vrai pour tout domaine Wqdm(t), on obtient le principe de conservation de 
la quantité de mouvement sous sa forme d'équation aux dérivées partielles: 

apa - - -Tt + V' . (pa 0 a) = p fv + V' . CT (1. 6) 

Nous nous limiterons dans notre étude à ces deux équations de conservation. Il faut 
cependant noter qu'il existe une troisième équation de conservation correspondant au 
premier principe de la Thermohydraulique, l'équation de conservation de l'énergie. 

1.1.2 Lois de comportement 

Un fluide est un milieu continu isotrope où la loi de comportement s'exprime par 
CT = f(S). S est le tenseur de vitesse des déformations et est défini par 

S(a) = ~ (grada + gradaT
) . 

La propriété d'isotropie implique que CT = foId + hS + hS2 où fa est une fonction des 
trois invariants de S. 

1.1.2.1 Fluides incompressibles 

Un fluide incompressible est tel que diva = O. La condition d'incompressibilité a pour 

conséquence que ~ = 0, c'est-à-dire que la masse volumique est constante le long des 

lignes de courant. 

1.1.2.2 Fluides Newtoniens 

Un fluide est dit newtonien si CT est de premier ordre en S. On peut donc en déduire 
que 

- fo n'est fonction que du premier invariant de S (la trace de S, soit diva) 
- h est une constante 
- h est nul 

On en arrive finalement à une expression de CT de la forme : 

CT = -pId + À (diva) Id + 2J.1's( a) 

Le coefficient IL est la viscosité dynamique du fluide et nous la supposerons constante. 
Dans le cas d'un fluide newtonien incompressible, CT s'écrit: 

CT = -pId + IL (grada + gradaT
) . 

Remarque 1. L'équation de conservation de la quantité de mouvement fait intervenir la 
divergence du tense11r des contraintes. En notant que 

div vaT = v (diva) 

nous obtenons donc dans le cas d'un fluide incompressible : 

div CT = - Vp + ILtla 
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1.2 Équations de Navier-Stokes 

Les équations de Navier-Stokes modélisent l'écoulement d'un fluide newtonien 
visqueux incompressible. Pour les établir, il suffit donc d'écrire les équations de conser­
vation de la masse et de la quantité de mouvement en y incluant les lois de comportement 
d'un fluide newtonien visqueux incompressible. Pour connaître l'écoulement d'un tel fluide, 
il nous faut donc trouver un champ de vitesse a et un champ de pression p solution des 
équations de Navier-Stokes. 

Comme nous l'avons dit précédemment, la conservation de la masse pour un fluide 
incompressible revient à dire que la masse volumique est constante le long des lignes de 
courant. Nous ferons une approximation supplémentaire qui est de supposer p constant 
dans la totalité du domaine. L'équation de conservation de la masse est alors trivialement 
vérifiée. Ainsi, afin de respecter la condition d'incompressibilité, l'équation de conservation 
de la masse devient : 

ou 

l a. fi ds = 0 
"Ym(t) 

diva = 0 

(1. 7) 

(1.8) 

Reprenons maintenant la première équation de conservation de la quantité de mouve­
ment (1.6) sous sa seconde forme en tenant compte des propriétés d'un fluide newtonien 
visqueux incompressible : 

âpa d· (- -) f- ~ A -Tt + IV pu ® U = P V - vp + !-LI..l.U 

Intéressons nous plus particulièrement aux deux termes de gauche de l'équation précédente, 
il est possible en tenant compte de l'équation de conservation de la masse d'obtenir une 
autre forme de l'équation de conservation de la quantité de mouvement: 

âpa + div (pa ® a) 
ât 

âp - âa d· ( -) - - d -ât U + P ât + IV pu U + pu . gra U 

( âP d· ( -)) - (âa - d -) ât + IV pu U + P ât + U • gra U 

Le premier terme du membre de droite n'est autre que l'équation de conservation de la 
masse. Par conséquent, l'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit: 

( 
âa - d -) f- ~ A -P ât + u· gra U = P V - vp + !-LI..l.U 

Compte tenu de l'hypothèse faite sur la constance de p, nous obtenons en divisant la 
précédente équation par p : 

âa - d - f- ~P A -ât + U· gra U = V - v + I/I..l.U 

où nous avons introduit la viscosité cinématique 1/ définie par 1/ = !!:.. et P définie par 
• p 

P = !!.. Dans la suite du manuscrit et par souci de simplicité d'écriture, nous écrirons 
p 

p = P. Cette dernière équation peut également être écrite sous sa forme conservative, en 
utilisant à nouveau la condition d'incompressibilité et en remarquant que: 

div (a ® a) = (diva) a + (a· grad) a, 
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nous obtenons alors : 

1 ~il dV +1 (il ® il) . fi ds = 1 Iv dV -1 pfi ds+v 1 gradil· fi ds 
Wqdm(t) t "Yqdm(t) Wqdm(t) "Yqdm(t) "Yqdm(t) 

Afin de récapituler ces différentes équations, nous donnons ici une expression des 
équations de Navier-Stokes auxquelles nous nous intéresserons sous la forme conservative : 

- 1 ~ A ~ • il cls ~ ~ 
iiu clV + u ~ U radû. n cls 

1 ( ) 
at "Yqdm(t) 1 - dV -1 pfi ds + v 1 (t) g w,om t Iv (tl 7,om 

(1.9) 

Wqdm 

1 il· fi ds = 0 
"Ym(t) 

(t) "Yqdm 

et sous la forme d'Équations aux Dérivées Partielles: 

ail d' (- -) at + IV U ® U 

div il 

1.3 Le problème de Stokes 

Iv - Vp + vb.il 

o 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

L'analyse des équations de Navier-Stokes n'est pas chose simple, principalement du fait 
du terme de convection (il· gradil) non linéaire. Dans la suite de ce travail, nous allons 
utiliser des méthodes d'Éléments Finis (EF) ou de Volumes Éléments Finis (VEF) pour 
résoudre les équations de Navier-Stokes. L'étude de ces méthodes et en particulier de 
l'élément fini sur lequel elles sont basées se fait alors sur un problème plus simple, linéaire 
où le terme de convection est négligé. Ceci revient à faire l'approximation que le fluide 
est très visqueux ou que l'écoulement est à basse vitesse. Nous nous plaçons également 
dans le cas d'un écoulement stationnaire, le terme d'évolution temporelle des équations de 
Navier-Stokes est alors lui aussi négligé. Le problème de Stokes s'écrit: 

-v1 gradil· fi ds + 1 pfi ds = 1 f~ dV 
"Yqdm(t) "Yqdm(t) Wqdm(t) 

1 il· fi ds = 0 
"Ym(t) 

sous forme conservative, ou bien 

-vb.il + Vp 
V . il 

sous forme d'EDP. 

I 
o 

VWqdm(t) C n (1.13) 

V,m(t) = awm(t) où wm(t) C n 

(1.14) 

dans n 
dans n 

(1.15) 

(1.16) 

Les équations de Stokes, bien que linéaires, demandent pourtant une attention parti­
culière pour satisfai~ la condition d'incompressibilité div il = O. Celle ci apparaît en fait 
comme une contrainte à respecter pour résoudre l'équation de conservation de la quantité 
de mouvement. Le caractère non évolutif de l'équation de conservation de la masse entraîne 
que l'inconnue de pression ne possède pas d'équation d'évolution temporelle. Pour obtenir 
une équation permettant de trouver une solution en pression, il faut "plonger" l'équation 
de conservation de la quantité de mouvement dans l'espace des vitesses à divergence nulle. 
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En appliquant l'opérateur divergence sur la première équation, nous obtenons l'équation 
de Poisson que la pression p doit satisfaire : 

1 ---!:l.p = \7. Jv 
p 

(1.17) 

1.4 Étude d'un problème abstrait 

Cette section rappelle des résultats théoriques classiques d'analyse numérique concer­
nant l'étude d'un problème abstrait. Pour plus de détails concernant cette section, le 
lecteur pourra se référer à [GR79]. 

Soient X, M, deux espaces de Hilbert. Les produits scalaires définies sur ces espaces 
respectifs sont notés (.;.) X et (.;.) M. Les normes associées à ces produits scalaires sont 
notées Il.lIx et Il.IIM . Soient a, b deux formes bilinéaires définies respectivement sur X x X 
et X x M. Soient J et 9 deux éléments respectifs de X' et M'. X' (respectivement M') est 
l'espace dual de l'espace X (respectivement M), c'est à dire que c'est l'espace des formes 
linéaires définies sur X (respectivement M). Le produit entre un élément d'un espace de 
Hilbert et un élément de son dual est noté < .,. >. 

Nous considèrons le problème suivant: 
'frouver (u, p) dans X x M tel que : 

{ 

Vv E X, 

VqE M, 

a(u, v) + b(v,p) < J, v> 

b(u,q) < g,q > 
(1.18) 

et nous nous intéressons aux conditions d'existence et d'unicité d'une solution à ce problème. 
Nous introduisons un sous espace de X, V défini par: 

V = {v E XI Vq E M,b(v,q) = O} (1.19) 

Nous supposons dans un premier temps que 9 O. Du problème initial (1.18), nous 
pouvons déduire le problème suivant: 

{ 

Vv E V, a(u,v) =< J,v> 

uEV 

Nous faisons les trois hypothèses suivantes: 

(1.20) 

- b est une forme bilinéaire continue sur X x M. Par conséquent, V est un sous espace 
fermé d'un espace de Hilbert donc V est un espace de Hilbert. 

- a est une forme bilinéaire continue sur X x X. 
- a est elliptique sur V : Vv E V, a(v, v) 2': Œ IIvlli 
Nous pouvons alors appliquer le lemme de Lax-Milgram. 
qui nous donne que pour tout J dans V', le problème (1.20) admet une unique solution 

u dans V. De plus, cette solution vérifie 

.. 
1 

lIuli X ::; -IIJllx1 

Œ 

Ceci nous assure l'existence et l'unicité d'une solution u au problème (1.20). 
Il nous reste alors deux points à aborder : 

1. Prendre en compte le cas non homogène où 9 =1 O. 

2. 'frouver la solution p du problème (1.18). 
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Pour aborder ces deux points, il est nécessaire d'introduire la condition de type inf-sup 
introduite par Babuska-Brezzi ([Bab73],[Bre72]). 

Proposition 1.4.1 (Babuska.-Brezzi ). Les propriétés 1, 2 et 3 sont équivalentes: 

. b(v,q) 
1. ~{3 > a tel que mf sup Il Il Il Il ~ {3. qEM,qtovEX V X q M 

2. Il existe un isomorphisme B' de M sur VO vérifiant les propriétés suivantes : 

b(v,q) =< v;B'q >X,X' \lq E M, IlqllM ::; ~ IIB'qllxl 

Le polaire de V, vo, est défini ainsi: VO = {h E X'I \Iv E V, < h,v >= a}. 

3. Il existe un isomorphisme B de V 1- sur M' vérifiant les propriétés suivantes : 

b(v,q) =< Bv;q >M',M 
1 

\Iv E V1-, Ilvllx ::; --g IIBvIIM, 

L'orthogonal de V, V 1-, est défini par :V1- {v E X/ \lw E V, (v, w) = a} 

Une démonstration de cette proposition peut être trouvée dans la référence [GR79]. 
Nous allons voir immédiatement comment est utilisée cette condition inf-sup. 

Théorème 1.4.1. On suppose que : 

1. La forme aO est bilinéaire continue sur X x X. 

2. La forme bO est bilinéaire continue sur X x M. 

3. La propriété d'ellipticité: 

\Iv E V, a(v, v) ~ (X IIvlli avec (X > a 
4. La condition inf-sup : 

:::J{3 al· f b( v, q) > {3 
:::J > te que m sup Il Il Il Il -qEM,qtO vEX v x q M 

Alors le problème (l.18) admet pour tout (f;g) E X' X M' une solution unique (u;p) E 

X x M. De plus, cette solution vérifie : 

1 ( Ilaii ) Ilullx ::; ; Ilfllxl + 73llgllMI (1.21) 

IIpllM ::; ~ (11fllx1 + Il:11 (11fllx1 + Il;lIllgIIM1) ) (1.22) 

Démonstration Considérons le problème non homogène (1.18). Soit g E M', la propo­
sition de Babuska-Brezzi nous permet d'écrire qu'il existe un unique u g E V1- vérifiant: 

1 
BUg = g et Ilugllx ::; --g IlglIM, 

.. \lq E M, < Bug;q >=< g;q > 

Posons Uo = u - ug , le problème s'écrit alors: 
Trouver Uo dans V tel que : 

\Iv E V, a(uo, v) =< f, v> -a(ug, v) 
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On retrouve un problème de type (1.20). Le lemme de Lax-Milgram nous indique que ce 
problème possède une solution unique Uo dans V vérifiant : 

Ct lIuolli ~ 
Ct lIuolli < 

Iluolix < 

a(uo; uo) =< f; Uo > -a(ug; uo) 

Ilflixl Iluolix + lIalillugllx Iluolix 
1 
; (11f11xl + Ilalillugll x ) 

Or, nous avons u = Uo + Ug' Par conséquent, nous avons obtenu l'existence et l'unicité 
d'une solution U au problème (1.18). 

Examinons maintenant le problème à résoudre pour la pression. Ce problème s'écrit: 

\:Iv E X, b(v,p) =< f; v> -a(u, v) 

On définit F forme linéaire sur X, de la façon suivante : 

\:Iv E X, < F;v >=< f;v > -a(u,v) 

On remarque que : 
\:Iv E V, < F; v >= 0 

donc F est un élément du polaire de V, (F E VO). La proposition de Babùska-Brezzi nous 
dit qu'il existe un isomorphisme B' de M sur VO, donc 

:3!p E M, B'p = F 

ce qui s'écrit 
:3!p E M, \:Iv E X, b(v;p) =< f; v> -a(u; v) 

De plus, on a : 
1 

IIpllM ~ -g IlFlixl 

Or 
IlFlixl ~ Ilflixl + lIalillulix 

Ce qui, combiné avec la majoration précédente, nous donne la majoration escomptée et 
termine la démonstration du théorème. 

1.5 Retour sur le problème de Stokes continu 

Soit n E lRd un ouvert borné à frontière Lipschitzienne. Nous rappelons les équations 
du problème de Stokes continu auxquelles nous avons rajouté des conditions aux limites 
de type Dirichlet homogène : 

-v~a+ vp = f 
v·a = 0 

a = 0 

dans n 

dans n 

sur r = an 

Nous introdui&pns les espaces fonctionnels et les formes bilinéaires suivantes: 

(1.23a) 

(1.23b) 

(1.23c) 

- L~(n) = {p E L2 (n)j ln p dx = o} le sous espace des fonctions de L2 (n) à moyenne 

nulle. 
- Hl (n)d = { v E L2(n)d j Vv E L2(n)d} : le sous espace des fonctions de L2(n)d dont 

les dérivées premières sont dans L2 (n). 
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- Hô(O)d : le sous espace des fonctions de HI(O)d à trace nulle sur r = ao. 
- Les formes bilinéaires a(.,.) et b(.,.) définies respectivement sur HI(O)d x HI(O)d et 

Hl (O)d x L2(O) par: 

- a(u,v) = v ln gradu: gradv dx 

- b(v,q) = ln q divv dx 

En multipliant l'équation (1.23a) par une fonction v de Hô(O)d et en intégrant sur 0, 
nous obtenons : 

ln -vflu v dV + ln .çp v dV = ln f . v dV 

r vgradu : gradv dV + r .çp v dV = r f· v dV Jn Jn Jn 
après une intégration par parties sur le premier terme de l'équation. Intéressons nous 
maintenant au second terme de cette équation. La formule de Stokes s'écrit: 

Vv E D(O)d, Vp E D(O), r v . .çp dV = - r div v p dV Jn Jn 
où D(O) est l'ensemble des fonctions à support compact dans O. 

En utilisant la propriété de densité de D(O)d dans Hô(O)d, cette relation est valide 
pour v dans HÔ(O) et p dans HI(O). Si la fonction p est "seulement" dans L2(O), alors 
nous prenons comme définition : 

( 
-) déf 1 \lp; v = - div v p dV 

H-1xHJ n 

De même, en multipliant l'équation (1.23b) par une fonctionp de L2(O) et en intégrant 
sur le domaine 0, nous obtenons: 

ln divv p dV = 0 

A vec les notations introduites, la formulation variationnelle du problème de Stokes 
(1.15) s'écrit sous forme abstraite: 

{ 

a(u, v) + b(v,p) = < f; v>, 

b(u,q) < g;q >, 

On choisit X = Hô(O)d et M = q(O). 

Vv E HÔ(O)d, u E Hô(O)d 

Vq E q(O), P E L6(O) 

Le problème de Stokes s'écrit alors comme un problème de type (1.18). 
L'espace V du cadre abstrait s'écrit: 

V = {v E HÔ(O)d/ Vq E L6(O), b(v; q) = O} = {v E HÔ(O)d / div v = 0 dans O} 

(1.24) 

Nous venons d'écrire le problème de Stokes sous la forme d'un problème abstrait de 
type (1.18). Pour s'assurer de l'existence et de l'unicité d'une solution à ce problème, il 
suffit donc de se placer dans le cadre du théorème (1.4.1) et d'en vérifier les hypothèses. 

Les formes bilinéaires a et b sont clairement continues sur les espaces HÔ(O)d x HÔ(O)d 
et H6(O)d x L6(O). :four vérifier la condtion d'ellipticité de la forme a, nous ut ilions une 
inégalité de type Poincaré que nous rappelons ici : 

Vu E HÔ(O), Ilulla,n ~ C Ilulll,n (1.25) 

Le seul point restant à vérifier est la condition de type inf-sup entre les espaces Hô(O)d et 
L6 (0) pour la forme bilinéaire b(., .). Le lemme suivant nous donne cette condition. 
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Lemme 1.5.1. On a les deux assertions suivantes: 

L2 (D) 
1. L'opérateur div est un isomorphisme de V 1. sur ---rn:-
2. Le gradient est un isomorphisme de L5(D) sur VO 

Grâce au lemme précédent, nous nous trouvons dans les hypothèses d'application de 
la proposition (1.4.1) de Babùska-Brezzi , ce qui nous donne la condition inf-sup et assure 
donc l'existence et l'unicité d'une solution au problème de Stokes continu . 

• 
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Chapitre 2 

Discrétisation du problème de 
Stokes 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la discrétisation du problème de Stokes. 
Nous rappelons d'abord les spécificités numériques du problème de Stokes ainsi que les 
précautions à prendre pour la discrétisation de ce problème (2.1). Du problème abstrait 
continu (1.4), nous déduisons la formulation abstraite du problème discret (2.2). A cette 
occasion, nous distinguons le cas d'une discrétisation conforme de celui d'une discrétisation 
non conforme. Nous verrons en particulier comment intervient l'erreur de consistance dûe 
à la non conformité dans le problème de majoration d'erreur à priori. Nous présentons 
et détaillons alors la formulation Éléments Finis sur le cas de l'élément de Crouzeix Ra­
viart (2.3). Enfin nous présentons brièvement la méthode des Volumes Éléments Finis 
en s'appuyant sur ce même élément (2.4). Nous détaillons alors l'expression des formes 
bilinéaires dans le cadre des Volumes Éléments Finis qui nous servent à faire l'analyse 
de cette méthode sur le problème de Stokes (2.5). Enfin, nous verrons les problèmes ren­
contrés avec l'élément de Crouzeix-Raviart (2.6) qui nous ont mené à proposer une nouvelle 
discrétisation. 

2.1 Mode parasite sur la pression 

Comme rappelé au chapitre précédent (1.3), le couplage vitesse/pression peut poser des 
problèmes sous certaines conditions. Ils se traduisent, lors de l'étude du problème discret, 
par l'apparition de modes parasites sur la pression. Suivant la discrétisation utilisée, le 
gradient de pression calculé peut ne pas être "vu" par la vitesse. Un exemple de ce type 
de champ est exhibé sur la figure (2.1). La discrétisation est de type différences finies. 
Les inconnues de vitesse et de pression sont collocalisés, i.e. que toutes les inconnues se 
situent au même endroit (sur la figure (2.1), les inconnues sont à chercher sur les noeuds 
du maillage). Le gradient de pression est calculé par une méthode de type différences finies 
centrées: 

( 8P ) 
8x i,j 

.. (~~) i,j 

p(i + 1,j) - p(i - 1,j) 
2~x 

p(i,j + 1) - p(i,j - 1) 
2~y 

Sur un sommet blanc, l'évaluation du gradient de pression, ne fait intervenir que des 
sommets de pression noir et est donc nul. De même, sur un sommet noir, l'évaluation du 
gradient de pression ne fait intervenir que des sommets de pression blanc et il est lui aussi 

23 
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nul. Ce champ de pression présente donc la particularité d'avoir un gradient calculé nul, 
sans pour autant être constant. Ceci est la définition d'un mode parasite sur la pression. 

Op=O ep=l 

j=4 

j=3 

j=2 

j=l 

j=O 
i=O i=l i=2 i=3 i=4 

FIG. 2.1 - Mode parasite sur la pression en différences finies centrées 

En différences finies et en volumes différences finies, l'utilisation de maillages en­
trelacés, comme pour la méthode Marker And Cell ([HW65]), permet d'éviter ce genre 
de désagrément. En éléments finis ou en volumes éléments finis, pour qu'il en soit de 
même, les espaces de vitesse et de pression doivent vérifier la condition inf-sup introduite 
précédemment ([Bab73],[Bre72]). 

2.2 Le problème discret sous forme abstraite 

Nous nous intéressons maintenant au problème de Stokes discret. Nous cherchons 
sous quelles conditions, ce problème admet une solution unique. Nous nous intéressons 
également aux erreurs de consistance: la solution discrète (Uh; Ph) converge-t-elle vers la 
solution continue (u; p) ? Si oui, de quelle façon? 

2.2.1 Cas conforme 

Nous reprenons le problème (1.18) de départ avec g = 0 par souci de simplification. 
Considérons alors deux fermés Xh C X et Mh C M. 
Le problème discret s'écrit: 

Trouver (Uh;Ph) E Xh x Mh tel que: 

{ 
VVh E X h, 
Vqh E Mh, 

Vh est alors défini comme : 

a(Uh,Vh) +b(Vh,ph) < J,Vh > 
b(Uh, qh) = 0 

Vh = {Vh E Xh; Vqh E Mh, b(Vh, qh) = O} 

Il est à noter qu'en règle générale, Vh ct V. 

2.2.1.1 Existence et unicité d'une solution 

(2.1) 

Le théorème (1.4.1) s'applique au problème discret en substituant les espaces dis­
crets aux espaces continus. Pour s'assurer de l'existence et de l'unicité d'une solution au 
problème discret, il suffit donc de vérifier les hypothèses du théorème (1.4.1). 

- Continuité de la forme bilinéaire a 

Le fait que la forme bilinéaire a est continue sur X x X implique que a est continue 
sur Xh x Xh (car Xh eX). 
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- Continuité de la forme bilinéaire b 
Le fait que la forme b est continue sur X x M implique que b est continue sur Xh x Mh 
(car Mh cM). 

- Ellipticité de la forme bilinéaire a sur Vh 
Cette fois ci, l'ellipticité de a sur V, n'implique pas que a est elliptique sur Vh. En 
revanche, si a est elliptique sur X, alors a est elliptique sur Xh et donc sur Vh. 

- La condition inf-sup 
La condition inf-sup du problème continue n'implique pas que la condition inf-sup 
du problème discret est vérifiée. Bien souvent, l'ellipticité de a est vérifiée sur X 
donc sur Vh, par conséquent, le seul point restant à traiter est la vérification de la 
condition inf-sup discrète. 
Un mode parasite qh sur la pression se traduit de la façon suivante: 

qh E Mh; qh 1= 0; VVh E Xh, b(Vh; %) = 0 

Ce qui implique que la constante (lh de la condition inf-sup discrète est nulle et cette 
condition n'est donc pas vérifiée. Réciproquement, la vérification de la condition 
inf-sup assure qu'il n'y a pas de mode parasite sur la pression. 
La démonstration de cette condition dépend bien entendu des espaces discrets choi­
sis. 

2.2.1.2 Analyse de l'erreur de consistance 

Une fois l'existence et l'unicité d'une solution discrète acquise, il reste encore à vérifier 
de quelle façon converge la solution discrète (Uh,Ph) vers la solution continue (u,p). 
Pour évaluer cela, nous cherchons donc à majorer l'erreur de consistance Ilu - uhllx et 
IIp - phllM· 

Majoration de lIu - uhllx 
Soit Vh E Vh : 

a(Uh - Vh, Uh - Vh) 

a(uh - Vh, Uh - Vh) 

a(Uh,Uh - Vh) - a(vh,uh - Vh) 

< f;uh - Vh > -b(Uh - Vh,Ph) - a(vh,uh - Vh) 

Uh et Vh appartenant à Vh, Uh - Vh appartient également à Vh et nous avons donc 

b(Uh - Vh,Ph) = O. 

La propriété d'ellipticité de la forme a nous permet d'écrire: 

a IIUh - vhll~ ::; a(uh - Vh, Uh - Vh) 

donc 

a IIUh - vhll~ ::; < f; Uh - Vh > -a(vh, Uh - Vh) 

U est solution du problème continu (1.18), donc 

... a(u, Uh - Vh) + b(Uh - Vh,P) < f; 'Uh - Vh > 

On a donc la majoration : 

a IIUh - vhll~ ::; a(u, Uh - Vh) + b(Uh - Vh,P) - a(vh, Uh - Vh) 

a IIUh - vhll~ ::; a(u - Vh, Uh - Vh) + b(Uh - Vh,P) 
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Or uh - Vh E Vh donc Vqh E Mh, b(Uh - Vh, qh) = o. 

Ct lIuh - vhll~ :s a(u - Vh, Uh - Vh) + b(Uh - Vh,P - qh) 

On utilise alors les propriétés de continuité des formes a et b. 

Ct lIuh - vhll~ :s lIalllluh - vhllx Ilu - vhllx + IIblllluh - vhllx IIp - qhllM 

Ct IIUh - vhllx :S Ilalillu - vhllx + Ilbllllp - qhllM 

En utilisant l'inégalité triangulaire: Ilu - uhllx :S lIu - vhllx + Iluh - vhllx, on trouve: 

( 
Ilall) Ilbll Ilu - uhllx:S 1 + -;- lIu - vhllx + -;;-Ilp - qhllM 

Ceci étant vrai pour tout Vh E Vh et pour tout qh E Mh, on obtient: 

Ilu - uhllx :S (1 + M) inf Ilu - vhllx +.ll!1 inf IIp - qhllM 
Ct VhEVh Ct qhEMh 

Mais la majoration précédente ne fait intervenir que la quantité infvhEvh lIu - vhllx que 
l'on ne sait pas évaluer. Pour obtenir une majoration par la quantité infvhExh lIu - vhllx, 
nous avons besoin de la proposition suivante. 

Proposition 2.2.1. On suppose que la forme b est continue sur Xh x Mh et vérifie la 
condition inf-sup pour une constante {3h, alors Vu E V, 

inf Ilu - vhllx :S (1 + 1{3l
b
ll) inf lIu - whllx 

vhEVh h WhEXh 

Une démonstration de cette proposition peut être trouvée dans [GR79]. 
Cette proposition nous permet d'obtenir la majoration: 

lIu - uhllx :S (1 + M) (1 +.ll!1) inf lIu - vhllx +.ll!1 inf IIp - qhllM (2.2) 
Ct {3h vhEXh Ct qhEMh 

Cette fois ci, la majoration fait intervenir les bonnes quantités. En effet, il suffit que 
l'espace Xh approxime l'espace X à l'ordre 1 en norme Il.lI x et que l'espace Mh approxime 
l'espace M à l'ordre 1 en norme Il.IIM pour que la solution du problème discret Uh ap­
proxime la solution du problème continu à l'ordre 1 en norme Il.lIx. 

Majoration de IIp - phllM 

(3h Ilph - qhllM 

b( Vh,'fJh - qh) 

Soit qh E Mh. La condition inf-sup nous permet d'écrire: 

< 
b(Vh,Ph - qh) 

sup 
VhEXh Ilvhllx 
b(Vh,Ph) - b(Vh, qh) 

< f; Vh > -a(uh, Vh) - b(Vh, qh) 

a(u, Vh) + b(Vh,P) - a(uh, Vh) - b(Vh, qh) 

a(u - Uh, Vh) + b(Vh,p - qh) 
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Nous avons donc: 

VVh E X h, b(Vh,Ph - qh) ::; Ilallllu - uhllx IIVhllx + Ilbllllvhll x IIp - qhllM 

VVh E Xh, b(vrr::'11-%) ::; Ilallllu - uhllx + Ilblllip - qhllM 

Ceci étant vrai pour tout Vh E Xh et le membre de droite ne dépendant pas de Vh, nous 
pouvons écrire : 

bh(Vh,qh) 
sup Il Il ::; Ilallliu - uhllx + Ilblllip - qhll 

VhEXh Vh X 

En reprenant la première inégalité, nous obtenons: 

f3h Ilph - qhllM ::; Ilalillu - uhllx + Ilbllllp - qhllM 

En introduisant l'inégalité triangulaire IIp - phllM ::; IIp - qhllM + IIqh - PhIIM' nous obte­
nons: 

Ilaii (lIbll) IIp - phllM ::; f3h Ilu - uhllx + 1 + K IIp - qhllM 

En insérant la majoration précédente de Ilu - uhllx, nous trouvons finalement: 

IIp - phllM ::; ~ (1 +~) (1 +~) infvhExh Ilu - vhllx 

+ (1 + II~W:II + ~) inf%EMh IIp - qhllM 

2.2.2 Cas non conforme 

(2.3) 

(2.4) 

Considérons deux espaces de Hilbert Xh et Mh. Cette fois ci, Xh et Mh ne sont plus 
forcément inclus dans X et M. De ce fait, nous nous donnons également ah(.,.) et bh("') 
deux formes bilinéaires sur Xh x Xh et Xh x Mh· 

2.2.2.1 Existence et unicité d'une solution 

Nous cherchons à résoudre le problème suivant: 'frouver (Uh,Ph) dans X h x Mh tel 
que: 

{ 

VVh E Xh, 

Vqh E Mh, 

ah(uh, Vh) + bh(Vh,Ph) 

bh(Uh, qh) 

< f, Vh > 
(2.5) 

< g, qh > 

Là encore, nous utilisons le théorème (1.4.1) pour s'assurer de l'existence et de l'unicité 
d'une solution. Il suffit donc de vérifier: 

- la continuité uniforme de la forme ah(.,') sur Xh X Xh, 
- la continuité uniforme de la forme bh(.,.) sur Xh x Mh, 
- l'ellipticité de la forme ah("') sur Vh et 
- une conditiQ.n de type inf-sup entre les espaces Xh et Mh pour la forme bilinéaire 

bh (., .). 
Dans ce cas et contrairement au cas conforme, il n'est en général plus possible d'assurer 
certaines de ces hypothèses à partir de celles du problème continu. Ce n'est plus seulement 
la condition inf-sup qu'il faut vérifier, mais il faut également s'assurer explicitement de la 
validité des trois autres hypothèses. 



28 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION DU PROBLÈME DE STOKES 

2.2.2.2 Analyse de l'erreur de consistance 

Nous donnons ici une majoration d'erreur abstraite, comme dans le cas conforme. Par 
rapport à celui ci, il s'introduit en plus une erreur de consistance rh(u,p). 

ah(Uh, Vh) + bh(Vh,Ph) = (j, Vh) 

ah(u,vh) +bh(Vh,p) = (j,Vh) +rh(u,p)(Vh) 

ah(u - Uh, Vh) + bh(Vh,P - Ph) = rh(u,p)(Vh) 

Majoration de U - Uh 
Soit Wh E Xh, 

VVh E X h 
VVh E Xh 

VVh E Xh 

ah(Uh - Wh, Uh - Wh) ah(Uh - u, Uh - Wh) + ah(U - Wh, Uh - Wh) 

bh(Uh - Wh,P - Ph) - rh(u,p)(Vh) + ah(U - Wh, Uh - Wh) 

Si Wh E Vh et Qh E Mh, 

ah(Uh - Wh, Uh - Wh) 

lX IIUh - whl1 2 

bh(Uh - Wh,P - qh) - rh(u,p)(Uh - Wh) + ah(U - Wh, Uh - Wh) 

< Ilbhlllluh - whllxh IIp - qhllMh + Ilrh(U,p)llh Iluh - whllxh 

+ lIahllllu - whllxh Iluh - whllxh 

IIU - uhllxh ::; lIu - whllxh + IIWh - uhllxh 

< (1 + lIahll + !..llrh(u,p)llh) Ilu - whllxh + Ilbhlllip - %IIMh lX lX lX 

Ceci est vrai pour tout Wh E Vh et pour tout qh E Mh. En utilisant le résultat de la 
proposition (2.2.1), on peut majorer comme suit: 

. ( Ilbhll ). mf Ilu - whllx ::; 1 + -{3 mf Ilu - vhllx whEVh h h vhEXh h 

et nous obtenons la majoration de U - Uh : 

Ilu-Uhlix ::; (1+ lIahll +!..llrh(u,p)llh) (1+ II{3bhll ) inf Ilu-Vhllxh+llbhllllp-qhIlMh 
h lX lX h vhEXh lX 

Majoration de P - Ph Par ailleurs, la condition inf-sup nous donne : 

(3h IIph - qhllMh ::; sup bh(Vh,ph - qh) 
Ilvhllxh 

bh(Vh,ph - qh) bh(Vh, Ph - p) + bh(Vh,p - qh) 

rh(u,p)(Vh) - ah(U - Uh, Vh) + bh(Vh,P - qh) 

{3h Ilph - qhllMh ::; Ilrh(U,p)lIh + Ilbhllllp - qhllMh + Ilahllllu - uhllxh 

(2.6) 

En introduisant l'inégalité triangulaire IIp - PhllMh ::; IIp - qhllMh IIqh - PhllMh' on obtient: 

IIp-PhllMh ::; 1I1I~~lIlIllu-Uhllxh + (1+ IIII~:IIII) IIp-qhllMh + ;h IIrh(U,p)lI h 
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En insérant la majoration précédente de lIu - uhllx, on trouve finalement: 

IIp - phliM ~ Il Il ah Il Il (1 + Ilahli + ~ Ilrh(U,p)II~) (1 + Ilbhll ) inf lIu - vhllx 
h f3h 0:' 0:' f3h VhEXh 

+ (1 + IIlIahllllllllbhllli + IllIbhllll) inf IIp - %IIM (2.7) 
O:'f3h f3h qhEMh h 

+ ;h Ilrh(u,p)ll~ 

Les estimations d'erreur ont donc une forme identique à celles du cas conforme, il ap­
paraît en plus des termes de non consistance en rh(u, v). 
Nous allons maintenant illustrer le cas non conforme en revenant sur l'élément déjà intro­
duit dans le plateforme de développement PRlCELES, l'élément de Crouzeix Raviart. 

2.3 Application à l'élément de Crouzeix Raviart 

2.3.1 Introduction et notations 

Nous fixons ici quelques notations. Soit n un ouvert connexe borné de IRd où d est la 
dimension d'espace. Sa frontière r = ao est supposée régulière. On note (Th)h une famille 
régulière de triangulations de 0 par des triangles ou des tétraèdres notés K, au sens usuel 
où: 

- pour tout h, l'intersection de deux éléments différents de Th, si elle n'est pas vide, 
est soit un sommet, soit une arete, soit une face commune à ces deux éléments, 

- le rapport du diamètre hK d'un élément K de 'Th, sur le diamètre de la sphère inscrite 
est borné par une constante (J indépendante de h. 

h et h_ représentent respectivement le diamètre maximum et minimum des éléments de 
'Th,. NK, N s et Nf désignent respectivement le nombre d'éléments, de sommets et de faces 
de 'Th,. L'ensemble des faces est noté Fh. Les sommets sont indexés en Si, les milieux de 
faces en Xi, les faces en fi et les centres de gravité en CK· 

2.3.2 Localisation des inconnues 

Nous rappelons ici brièvement l'élément introduit par Crouzeix et Raviart ([CR73]). 
Nous définissons les deux espaces d'éléments finis X h et Mh qui nous serviront d'espace 
d'approximation pour la vitesse Uh et la pression Ph. 

- L'espace X h est défini comme l'ensemble des fonctions Vh dans L2 (O)d vérifiant: 
- leur restriction sur chaque élément K de 'Th, appartient à Pl (K), où Pl (K) désigne 

l'espace des fonctions affines sur K, 
- elles sont continues en chaque point Xi, pour Xi barycentre de fi E Fh n ao. 
L'espace X h n'est donc pas inclus dans X = Hà(O)d, nous nous trouvons bien dans 
le cas non conforme. 

- L'espace de discrétisation de la pression Mh est défini comme suit: 

Mh = {% E L6(O); VK ETh, qhlK E Po(K)} 

L'espace di~cret de pression Mh est, quant à lui, inclus dans l'espace continu de 
pression M = L5(O). 

Les degrés de liberté pour l'élément de Crouzeix-Raviart sont indiqués sur la figure 
(2.2). 
Les degrés de liberté de vitesse se situent au centre des faces des triangles ou des tétraèdres. 
Les degrés de liberté de pression se situent au centre des éléments. 
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• vitesse 

• pression 

FIG. 2.2 - Localisation des degrés de liberté pour l'élément de Crouzeix Raviart 

Soit 'ljJi la fonction de base monodimensionnelle de Xh qui vérifie 'ljJi(Xj) = 6ij . 
Sur chaque élément K , les fonctions de base s'écrivent : 

'ljJi 1 K = 1 - d Ài 1 K , (2.8) 

où Ài 1 K est la coordonnée barycentrique de K associée au sommet faisant face au nœ ud 
Xi. Par conséquent, toute fonction v de Xh peut s'écrire : 

v(X ) = (u, v, w) = (L U(Xd'IjJi(X), L V(Xi)'ljJi(X), L W(Xi )'ljJi(X )) 
t t t 

Soit :ffK la fonction indicatrice du triangle K , toute fonction qh de Mh s'écrit : 

qh (X) = L q(CK ):ffK(X) 
KETh 

2.3.3 Formulation EF 

Les espaces X = HÔ(O)d et M = 16(0) sont donc remplacés par les espaces d 'ap­
proximation X h et Mh définies précédemment . Les formes bilinéaires a(. ,. ) et b( .,. ) sont 
remplacées par les formes ah (., .) et bh (., .). La différence entre les formes bilinéaires vient 
simplement du fait que les intégrales sur 0 ont été remplacées par des sommes d 'intégrales 
sur les éléments de la triangulation puisque les fonctions de X h ne sont pas dans Hl(O)d 
mais dans I1K EThH1(K) d. Dans le cas de l'élément de Crouzeix-Raviart , ah et bh sont 
définies par : 

'v'(Uh, Vh) E Xh x Xh , ah (uh, Vh) = L r graduh : gradvh dx 
K JK 

(2 .9) 

'v'(uh,Ph)E Xh xMh, bh (uh,Ph) = L r divuhPhdx 
K JK 

(2.10) 

Le fait que Xh ne soit pas inclus dans X nous amène également à travailler avec une 
aut re norme pour l'espace X h que la norme 11.1I 1 n . La seminorme brisée suivante est alors 
introduite: ' 

1 

Il vhllh,n = (L IVhl i.K ) 2 

KE'T,. - (2.11) 

Rappelons que Crouzeix et Raviart ont montré dans [CR73 , Lemme 2] que cette seminorme 
s'avère êt re une norme sur l'espace Xh . Pour s'assurer de l'existence et de l'unicité d 'une 
solution au problème de Stokes discrétisé par EF à l'aide de l'élément de Crouzeix Raviart , 
il suffi t de vérifier les quatre hypothèses du théorème l. 4.1 : 
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- L'hypothèse de continuité uniforme de la forme ah("') sur X h XXh se vérifie aisément 
en appliquant une inégalité de Cauchy-Schwarz. 

- De même, la continuité uniforme de la forme bh("') sur Xh x Mh se vérifie en 
appliquant là encore une inégalité de Cauchy-Schwarz. 

- En remarquant que: 

IIVhllh,n = ah(vh, vh)1 (2.12) 

l'hypothèse d'ellipticité de la forme ah("') sur Xh et donc sur Vh est trivialement 
vérifiée. 

- La condition inf-sup entre Xh et Mh pour la forme bilinéaire bh a été montrée par 
Crouzeix et Raviart ([CR73]). 

2.4 Formulation VEF 

Pour présenter la méthode de Volumes Éléments Finis, qui est celle implémentée 
dans le code PRICELES, nous nous appuierons sur l'élément fini de Crouzeix-Raviart 
présenté précédemment. Pour plus de détails sur cette méthode et pour tout renseigne­
ment complémentaire concernant ce chapitre, le lecteur pourra se reporter à [Em092]. 

Pour appliquer une méthode de Volumes Éléments Finis, on se donne un maillage du 
domaine et un espace d'éléments finis. On caractérise la solution par ses valeurs aux noeuds 
et on associe à chaque noeud un volume de contrôle. Dans le cas des équations de Stokes, 
aux noeuds de pression sont associés les volumes de contrôle de l'équation de conservation 
de la masse, aux noeuds de vitesse sont associés ceux de l'équation de conservation de 
la quantité de mouvement. Les équations du problème sous forme conservative sont alors 
écrites sur les différents volumes de contrôle. 

Dans le cas de l'élément de Crouzeix-Raviart, les volumes de contrôle de l'équation de 
conservation de la masse sont les éléments eux-mêmes. Le volume de contrôle de l'équation 
de conservation de la quantité de mouvement associé à chaque noeud de vitesse situé au 
barycentre d'une face est construit en joignant les centres de gravité des éléments ayant 
la dite face en commun avec les sommets de la face. Nous définissons les "'i dans chaque 
élément par la relation suivante : 

"'i = {x E K tel que 'l/Ji(X) ~ 'l/Jj(x) Vj t- i} 

Un volume de contrôle Wi est donc défini comme: 

Wi = UK3J;"'i 

La figure suivante illustre dans le cas bidimensionnel, la construction d'un volume de 
contrôle Wi attaché à un noeud Xi' 

2.5 Formulation VEF du problème de Stokes 

Nous écrivons les équations de Stokes sous forme conservative (1.13) sur les volumes 
de contrôle respectifs K et w. Nous cherchons une solution (Uh,Ph) dans nos espaces 
d'éléments finis Xh x Mh vérifiant ces équations. 

VK E Ttt, r Üh' fi ds = 0 
JaK 

(2.13) 

Vw, - r (-Ph1d + gradüh) . fi ds = 1 f dV 
Jaw w 

(2.14) 
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FI G. 2.3 - Représentation des "'i en 2D et 3D 
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FIG. 2. 4 - Volume de cont role Wi (en grisé) attaché à un noeud Xi 

~ 
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Pour réaliser l'analyse numérique de ce problème, il est possible d'obtenir une formulation 
abstraite en multipliant une fonction test, associée à un nœud, par l'équation de conser­
vation sur le volume de contrôle associé au nœud en question, et en sommant sur tous les 
nœuds. 
Ceci nous donne : 

Vqh E Mh, ~ (qh(CK) kK Uh' fi dS) =0 

Nf Nf 

VVh E Xh, - tr (Vh(Xï) kWi '\7Uh . fi dS) + tr (Vh(Xi) kWi Ph fi dS) 

(2.15) 

(2.16) 

Nf 

L (Vh(Xi) '1. f\ dV 
t=l w. ) 

En définissant la forme bilinéaire sur Xh x Xh : 

Nf 

ah (Uh, Vh) ~ - L (vh(xd . ln . '\7Uh . fi dS) , 
i=l Ôw. 

la forme linéaire sur X h : 

Nf 

Lh(Vh) ~ ~ (Vh(Xi) ·li f dX), 
et sur Xh x Mh, les deux formes bilinéaires: 

Nf 

bh(Vh,Ph) déf L(Vh(Xi)' (.Ph fidS ), 
i=l Jôw, 

Ch(Uh,qh) dM L (qh(CK) ln Uh' fi dS). 
KETh ôK 

Le problème peut alors s'écrire: 
Trouver (Uh,ph) E Xh x Mh tel que: 

{ 

VVh E Xh, 

Vqh E Mh, 

ah (Uh, Vh) + bh (Vh, Ph) 

Ch (Uh, qh) 

Lh(Vh) 

o 
Deux stratégies peuvent être adoptées pour analyser ce problème abstrait: 

- on vérifie la continuité uniforme des trois formes bilinéaires introduites, l'ellipticité de 
la forme bilinéaire ah et la condition inf-sup entre les espaces Xh et Mh relativement 
aux formes bilinéaires, 

- si le problème formulé en Éléments Finis a été traité, on compare les formes bi­
linéaires du système Volumes Éléments Finis avec celles du système Éléments Finis 
et on étend les résultats obtenus en Éléments Finis au cadre des Volumes Éléments 
Finis. .. 

La formulation Volumes Éléments Finis du problème de Stokes avec l'élément de 
Crouzeix Raviart a été étudiée par P. Emonot dans sa thèse [Emo92] en utilisant la seconde 
méthode. Ce dernier a démontré que les deux formulations du problème de Stokes, en 
Éléments Finis et en Volumes Éléments Finis, pour cet élément, sont équivalentes. Ceci 
signifie que les solutions des deux problèmes sont identiques au second membre près. 
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2.6 Problèmes liés à l'élément de Crouzeix-Raviart 

2.6.1 Un gradient de pression inconsistant 

Le champ de pression es t discrétisé constant par élément. Il ne sera donc possible de 
calculer que les composantes normales du gradient de pression, comme le montre la figure 
(2.5). 

r pnds = (Pl - PO)Si 
J ÔWi 

FIG. 2.5 - Gradient de pression normal aux faces 

2.6.2 Un espace V h trop grand 

Les noeuds de pression se situant au cent re de gravité des éléments K de Th , les 
volumes de contrôle des équations de conservation de la masse sont les éléments eux­
mêmes. L'équation de conservation de la masse doit donc être vérifiée sur tous les éléments. 
Sur un élément , cette équation s'écrit : 

r Üh · fi ds = 0 JôK 
Hors, un champ de vitesse ayant uniquement des composantes tangentes sur les faces de 
l'élément sera forcément considéré comme étant à divergence nulle, ce qui peut être rela­
t ivement choquant dans certains cas comme l'illustre la figure (2.6). Ce n 'est pas seule­
ment choquant d 'un point de vue physique; cela révèle aussi une véritable inconsistance 
numérique. Considérons en effet un simple tourbillon de la forme (u , v ) = (y, -x). La 
cont ribut ion du terme non linéaire de convection, que nous devrons prendre en compte 
lors de la résolution des équations de Navier Stokes, sur un tourbillon de cette forme 
génère un champ de la forme de celui représenté sur la figure (2.6) . Ce champ est à di­
vergence discrète nulle et n 'est donc pas absorbé par la pression comme il devrait l'être. 

ous reviendrons sur cet exemple lors du chapitre 6. 

'" 

FIG. 2.6 - Vitesse dans Vh pour l'élément de Crouzeix Raviart 
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2.6.3 Une résolution maillage différente en vitesse et en pression 

La Simulation des Grandes Echelles est un des champs d'application de la plateforme 
PRICELES. Je donnerai plus tard le principe de Simulation des Grandes Echelles, je 
dirai juste ici que les équations auxquelles nous nous intéresserons sont les équations de 
Navier Stokes filtrées par un filtre passe-bas en fréquence. Dans le code PRICELES, le 
filtre passe-bas utilisé est le filtre implicite que représente le maillage. Au dessous d'une 
certaine taille de maille, un signal d'une fréquence suffisamment grande ne peut plus être 
représenté sur le maillage, par conséquent le maillage représente implicitement un filtre 
passe-bas en fréquence. Pour obtenir un champ de vitesse et de pression identiquement 
filtrés par le maillage, comme l'a recommandé P. ROLLET-MIET dans sa thèse ([RM97]), 
il est donc nécessaire d'avoir un "maillage vitesse" et un "maillage pression" relativement 
similaires. Le nombre de noeuds de discrétisation de vitesse étant largement supérieur 
à celui des noeuds de pression pour l'élément de Crouzeix-Raviart, le filtre implicite du 
maillage appliqué au champ de vitesse et celui appliqué au champ de pression sont assez 
différents. 

• 
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Chapitre 3 

Nouvelles Discrétisations 

Pour pallier les difficultés liées à l'élément de Crouzeix Raviart évoquées précédemment 
(cf. 2.6), le nouvel élément proposé est plus riche en pression que ce dernier. Nous présentons 
dans un premier temps la nouvelle discrétisation proposée (3.1). L'étude de cet élément a 
d'abord été effectuée par Bernardi et Recht [BROO] dans le cadre Éléments Finis : nous 
rappelons les différents résultats qu'ils ont obtenus (3.2) et qui nous servirons pour la suite 
de l'étude. Nous présentons alors la formulation du problème de Stokes dans le cadre des 
Volumes Éléments Finis pour ce nouvel élément (3.3) et nous étendons les résultats du 
cadre Éléments Finis à celui des Volumes Éléments Finis (3.4-3.5). Nous exhibons les 
fonctions d'une base de Vh dans (3.6). Enfin, nous présentons des résultats numériques 
pour illustrer les résultats théoriques obtenus (3.7). 

3.1 Présentation du nouvel élément 

3.1.1 Vitesse Pl non conforme 

L'espace discret de vitesse Xh est le même que l'espace de vitesse introduit par Crouzeix 
et Raviart et rappelé précédemment (2.3.2). 

3.1.2 Pression Pl + Bulle 

Nous définissons Mh comme l'ensemble des fonctions Ph de Rl(O) vérifiant la propriété 
suivante: 

~ la restriction de Ph sur chaque élément K appartient à l'espace P(K) défini comme 
l'espace de dimension d+2 engendré par les polynômes de Pl(K) et la fonction bulle 
définie comme le minimum des coordonnées barycentriques de K. 

Nous définissons également Mh,O comme l'intersection de Mh avec 16(0). 
Les nœuds de pression sont situés aux sommets et au centre de gravité des éléments. 

La fonction de forme Pl associée au sommet Si, que nous noterons ÀSi' dans un élément 
K est la coordonnée barycentrique du sommet Si. 
La fonction de forme bulle associée au centre de gravité d'un élément K, que nous noterons 
CPK peut s'exprimer en fonction des coordonnées barycentriques dans l'élément: 

... 
'<Ix E K, CPK(X) = (d + 1) min ÀSi (x) 

siEK 
(3.1) 

Sur chaque "'i de l'élément (défini en 2.4), la fonction de forme bulle peut donc s'écrire: 

'<Ix E "'i,CPK(X) = (d+1)ÀSi(X) 

37 
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Sur chaque /\'i de l'élément, la pression est donc linéaire. 
Toute fonction Ph de Mh s'écrit: 

~ (1) "Ix E n,ph(X) = ~Ph(Si).ÀSi(X) + K;h Ph(CK) - d + 1 8~i Ph(Sj) cPK(X) (3.2) 

3.2 Formulation EF et résultats 

Nous reprenons ici les notations et résultats introduits par Bernardi et Recht dans 
leur article ([BROO]) portant sur l'analyse dans le cadre des Éléments Finis de ce nouvel 
élément. 

3.2.1 Le problème discret en Éléments Finis 

Le problème discret repose sur la formulation variationnelle (1.24) et s'écrit: 
Trouver (Uh,Ph) dans Xh x Mh,O telle que: 

{ 

ah(uh, Vh) + bk(Vh,Ph) 

bHuh, qh) 

Lh(Vh), VVh E Xh 

0, Vqh E Mh,O 
(3.3) 

où les formes bilinéaires ah(.,.) et bH.,.) et la forme linéaire Lh(') sont définies comme 
suit: 

ah(Uh, Vh) L 1 graduh : gradvh dx (3.4) 
KETh K 

bk(Vh,Qh) L 1 Vh' '9qh dx (3.5) 
KETh K 

Lh(Vh) L 1 fVh dx (3.6) 
KETh K 

Le nouvel élément introduit, le Pl non conforme en vitesse et pl Bulle en pression noté 
plNC/pl Bulle, est plus riche en pression que l'élément de Crouzeix Raviart qui est pl non 
conforme en vitesse mais pO en pression. Le fait de rajouter des degrés de liberté en pression 
risque d'introduire des modes parasites sur la pression. Ce problème s'analyse comme un 
problème abstrait de la même façon que décrit précédemment (2.2). La continuité uniforme 
et l'ellipticité de la forme bilinéaire ah("') ont déjà été prouvées précédemment lors de 
l'étude de l'élément de Crouzeix Raviart puisque l'espace en vitesse n'a pas été modifié. 
Il nous reste donc à considérer la continuité uniforme de la forme bilinéaire bk(.,.) et 
la condition inf-sup discrète. Comme nous sommes dans le cas d'une discrétisation non 
conforme, nous verrons comment peut être majorée l'erreur de consistance dûe à la non 
conformité. 

3.2.2 Décomposition des espaces de vitesse et de pression 

Nous reprenons Ja décomposition des espaces Xh et Mh introduite par Bernardi et 
Recht dans [BROO]. Soient Xh et Mh les espaces d'approximation de la vitesse et de la 
pression définis précédemment. Ces deux espaces sont décomposés chacun en deux sous 
espaces de la façon suivante : 

- Xh = Xr + Xr:, avec - Xr l'espace des vitesses pl NC tangentes aux faces. 
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- Xi: l'espace des vitesses pl NC normales aux faces. 
- Mh = Mh + M~, avec 

- Mh l'espace des pressions engendré par pl(K). 
- M~ l'espace des pressions engendré par les fonctions bulle. 

En utilisant cette décomposition, nous pouvons récrire la formule (3.2) : 

Vx E O,ph(X) = Ph(X) + p~(x) (3.7) 

avec Ph E Mh et p~ E M~ définis de la façon suivante : 

N s N s 

Ph LPh(sd<pSi = LP~i<PSi 
i=l i=l 

p~ L (Ph(CK) - ~ L Ph(Sj)) <PK = L Pf<PK 
KETh sjEKi KETh 

où nous avons introduit les notations: 

Vi = l..Ns , p~i = Ph(Si) 

VK ETh, pI; ~ (p,(eK) - ~ ,~, P'(';)) 

Remarque: L'analyse de Bernardi et Recht a été faite avec une fonction bulle définie comme 
le produit des coordonnées barycentriques. L'utilisation d'une fonction bulle définie comme 
le minimum des coordonnées barycentriques ne change pas la nature du problème mais 
simplifie le codage, c'est pourquoi nous avons implémenté dans le code PRICELES, une 
bulle du min et non une bulle produit. 

La figure (3.1) illustre la décomposition des deux espaces. Ce choix de décomposition 
des espaces a été guidé par la relation d'orthogonalité entre les espaces XI et M~ relati­
vement à bh("') : 

VVh E xI, Vqh E Mt bh(Vh,qh) = ° (3.8) 

~xr ~xr: 

eM~ eMK 

.. 
FIG. 3.1 - Décomposition des espaces de vitesse et de pression 

Les deux espaces de pression, Ml et M~, contiennent chacun un mode parasite qui a été 
identifié et supprimé. Ces deux modes parasites sont les constantes de chaque espace. La 
fonction 1 appartient à l'espace Mh et vérifie VVh E Xh, bl(vh, qh) = 0, qui est l'expression 
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d'un mode parasite. De même, la fonction <Ph définie par <Ph = L 1>K, où 1>K est la 
KETh 

fonction de forme bulle associée à l'élément K, est un mode parasite dans l'espace M~. 
Les espaces Mh,o et M~,o sont le résultat de l'intersection avec L5(0) des espaces M~ et 
M~. Ces espaces ne contiennent pas les deux modes parasites cités. 

3.2.3 Hypothèses et résultats de l'article de Bernardi et Hecht 

Hypothèse 1. La frontière r de 0 contient au plus un côté en dimension d = 2, au plus 
deux faces en dimension d = 3 d'un même élément K de Ttt. 

Proposition 3.2.1. La forme b~ est uniformément continue sur X h x Mh : 

:JC indépendant de h, VVh E Xh, Vqh E Mh, bh(Vh, qh) :S C Ilvhllh,n Ilqhllo,n (3.9) 

Le premier résultat de condition inf-sup que nous rappelons nous donne une condition 
inf-sup non optimale entre les espaces XI et Mh,o' 

Proposition 3.2.2. Sous réserve de vérifier l'hypothèse 1, il existe une contante f3To 
indépendante de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée : 

( )
~ 

1 b~(Vh,qh) 2 2 
Vqh E Mh,o, SUPT IIVhl1 :::: f3TO L hKIQhll,K 

VhEX h h,n KETh 
(3.10) 

Par contre, nous avons une condition inf-sup optimale entre les espaces Xh et M~ o. , 

Proposition 3.2.3. Sous réserve de vérifier l'hypothèse 1, il existe une contante f3T 
indépendante de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée : 

1 b~(Vh, qh) f3 Il Il 
\/qh E Mh,o, sup Il Il :::: T qh o,n 

VhEXh vh h,n 
(3.11) 

Nous avons le même type de résultat pour la paire d'espaces Xh et Mto' 

Proposition 3.2.4. Il existe une constante f3N indépendante de h telle que la condition 
inf-sup suivante est vérifiée : 

b b~(Vh, qh) f3 Il Il 
Vqh E Mh,o, sup Il Il :::: N Qh o,n 

vhEXh Vh h,n 
(3.12) 

Par contre, la condition inf-sup démontrée pour les espaces Xh et Mh,O, c'est-à-dire 
pour l'élément qui nous intéresse, n'est pas optimale, c'est-à-dire que f3 dépend de h. 

Théorème 3.2.1. Sous réserve de vérifier l'hypothèse 1, il existe une constante f3 indépendante 
de h telle que la condition inf-sup suivante est vérifiée : 

b~(Vh, qh) ( . ) Il Il 
Vqh E Mh,O, sup Il Il :::: f3 mf hK qh 0 n 

VhEXh Vh h,n KETh ' 
(3.13) 

'" 
Ceci permet d'affirmer que le problème de Stokes discret formulé en Éléments Finis 

(3.3) admet une solution unique que nous notons (Uh,ph)' 
Le fait que la condition inf-sup ne soit pas optimale entraîne une altération des résultats 

d'approximation. Il n'y a pas de résultat de convergence sur la pression. Par contre, le 
résultat de convergence sur la vitesse est optimal. 
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Théorème 3.2.2. Sous réserve de vérifier l'hypothèse 1, pour tout f dans L2(n)d, et si, de 
plus, la solution (u, p) du problème de Stokes continu (1.24) appartient à Hs+ 1 (n)d x HS(n) 
pour un réel s, 0 < s :::; 1, alors il existe une constante c indépendante de h telle que 
l'estimation d'erreur suivante entre la solution continue U et la solution discrète Uh soit 
vérifiée: 

Ilu - uhllh,o :::; ch
s 

(lIulIs+1,0 + IIplIs,o) (3.14) 

Enfin, nous exploitons la condition inf-sup optimale (3.11) entre les espaces Xh et Mh,o. 
Soit le problème suivant: Trouver (Uh,Ph) dans Xh x Mh 0 telle que: , 

{ 

ah(uh; Vh) + bh(Vh;Ph) Lh(Vh) = < f, Vh >, 

bh(Uh;%) 0, 

VVh E X h 
(3.15) 

Vqh E Mh,o 

Ce problème admet une solution unique, grâce à la condition inf-sup (3.11). Cette 
solution ayant toutes les bonnes propriétés de convergence. 

Proposition 3.2.5. Sous réserve de vérifier l'hypothèse 1, pour tout 1 dans L2(n)d, le 
problème (3.15) admet une solution unique (Ûh,Ph) dans Xh x Mh o. De plus, cette solution 
vérifie: ' 

IIÛhllh,O + IIPhllo,n :::; c 11111 0,0 (3.16) 

pour une constante c indépendante de h. Si de plus, la solution (u, p) du problème (1.24) 
appartient à HS+1(n)d x HS(n) pour un réel s, 0 < s :::; 1, alors il existe une constante c 
indépendante de h telle que l'estimation d'erreur suivante entre cette solution et (Ûh,Ph) 
du problème (3.15) : 

lIu - ûhllh,n + IIp - phllo,o :::; ch
s (lIulIs+1,n + IIplIs,o) . (3.17) 

Ce résultat important nous apprend que l'élément P1NCjP1, qui n'avait pas encore 
fait l'objet d'une étude possède toutes les bonnes propriétés de convergence souhaitées, à 
savoir que les champs discrets de vitesse et de pression convergent de façon optimale vers 
les solutions continues de vitesse et de pression. De plus, cet élément possède la propriété 
d'avoir un champ de pression continu, ce qui n'était pas le cas de l'élement de Crouzeix 
Raviart. Cependant, nous verrons dans la section consacrée à la formulation Volumes 
Éléments Finis que ce nouvel élément a en quelque sorte une propriété duale d'un des 
inconvénients de l'élement de Crouzeix Raviart présenté en (2.6) qui justifie le fait que 
nous ne l'utilisions pas. 

Enfin nous donnons un dernier résultat que nous utiliserons par la suite, concernant 
l'angle entre les espaces Mh et M~. 

lIb b 1: 1 b ( d + 2 ) ~ Il 111 Il b Il Vqh E Mh, Vqh E Mh, n qhqh dx:::; 3d + 2 qh 0,0 qh o,n (3.18) 

Ceci signifie que l'angle entre les espaces Mh et M~ dans L2 (n) reste supérieur à une 
constante C, C :::; 1, indépendante de h . 

... 
3.3 Description du système VEF 

Pour écrire le problème discret en Volumes Éléments Finis, nous utilisons la forme 
conservative (1.13 et 1.14) du problème de Stokes. Nous devons donc définir les volumes 
de contrôle de masse et de quantité de mouvement. 
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3.3.1 Description des volumes de contrôle 

Les volumes de cont rôle pour l'équation de conservation de la quantité de mouvement 
sont identiques à ceux définis pour l'élément de Crouzeix-Raviart (§ 2.4) . Ces volumes sont 
notés Wi. L'ensemble des volumes de contrôle de quantité de mouvement est noté Wh . 

ous distinguons deux types de volume de contrôle pour l'équation de conservation de 
la masse. 

- Le premier que nous notons ilSi est associé à un noeud de pression en Si, 

- le second associé à un noeud de pression au centre de gravité CK d 'un élément K est 
l'élément K lui même. 

Différents choix peuvent être faits pour la construction des volumes de contrôle. Ces 
différents choix et leurs conséquences sur la définition des formes bilinéaires sont dét aillés 
dans l'annexe A. Pour clarifier l'exposé, nous faisons le choix de ne pas considérer le cas 

général mais de définir les ilSi de la façon suivante: ilS i = UKET" { X E K / ÀSi(X ) ~ ~} . 
Le volume de cont rôle ilSi se construit donc en joignant sur tous les éléments contenant 
Si les barycentres des faces dont Si est un sommet en dimension 2. En dimension 3, le 
volume est construit en joignant sur tous les éléments contenant Si, les barycentres des 
arêtes dont Si est un sommet. L'ensemble de ces volumes de contrôle est noté Vh . 

~ ______ Il
si 

3.3.2 Description des formes bilinéaires 

ous définissons la forme bilinéaire a~ sur X h x X h par : 

a~ (Uh, Vh) ~ - ~ ( Vh(mi ). r . graduh . fi dS) , 
i= l Jaw, 

(3.19) 

• 
la forme linéaire L~ sur Xh par : 

Lr (Vh) "! ~ ( Vh("") . L f dX) (3.20) 
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et les formes bilinéaires sur Xh x Mh : 

br (Vh,Ph) '" ~ (Vh (mi) -f1Jw/h fi d,) (3.21 ) 

cr (Vh, qh) (ln Vh . fi ds + ŒI I: r Vh' fi dS) 
anSi KEV(Si) JaK 

Nv 

déf I: q~i (3.22) 
i=l 

+Œ2 I: qt (r Vh' fi dS) 
KET" JaK 

ŒI et Œ2 sont deux coefficients qui servent à rendre la forme cr (.,.) proportionnelle à la 
forme br (., .). Ces deux coefficients sont fonctions de la dimension d'espace et du choix 
des volumes de contrôle de masse. Pour le choix de volume de contrôle que nous avons fait 
pour l'exposé, les coefficients ŒI et Œ2 valent respectivement: 

ŒI 

Œ2 

d-1 
2d 
d+1 
2d 

3.3.3 Ecriture du problème de Stokes 

(3.23) 

(3.24) 

Le problème de Stokes discret formulé en Volumes Éléments Finis s'écrit alors: Trou­
ver (Uh, Ph) dans Xh x Mh,O telle que: 

{ ai;' (Uh, Vh) + bi;' (Vh, Ph) = Lr (Vh), VVh E Xh, 
(3.25) cr (Uh, qh) = 0, Vqh E Mh,O 

Comme dit précédemment, deux façons d'analyser ce problème peuvent être envi-
sagées : 

- Reprendre l'analyse complète du problème. A savoir, continuité uniforme des formes 
bilinéaires ar (., .) et br (., .), ellipticité de la forme ar (., .) et condition inf-sup 
discrète. 

- S'appuyer sur l'analyse faite en Éléments Finis, puisqu'elle existe, et comparer entre 
elles les formes bilinéaires des deux formulations. 

Nous choisissons la deuxième approche. 

3.4 Comparaison des deux formulations 

Nous redonnons tout d'abord un résultat concernant les formes ah("') et ar (., .). 
Lemme 3.4.1. Les formes bilinéaires ah("') et ar (.,.) sont identiques sur l'espace Xh x 

Xh· 

Ce résultat a.. été montré entre autres par Emonot dans sa thèse ([Emo92]). Nous 
donnons ici une idée de la démonstration. Il suffit de calculer les deux formes bilinéaires 
sur des fonctions de base Wi et Wj. La formulation Éléments Finis nous donne le résultat 
suivant: 

ah(Wi, Wj) = I: r gradWi: grad'ljJj dV 
KET"JK 
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La formulation Volumes Éléments Finis s'écrit: 

ah CI/Ji, 'l/Jj) = - L f grad'I/Ji . iïds 
KETh J Kn"'1j 

La fonction 'l/Ji est linéaire sur chacun des K de Trt, donc son gradient est une constante 
sur chaque élément que l'on peut calculer en appliquant la formule de Stokes, 

grad'I/JilK I~I L grad'I/Ji dV 

1~I1aK 'l/Ji . iï ds 

Nous ne devons considérer que les éléments en contact avec la face fi associée à la fonction 
de forme 'l/Ji. La fonction de forme est linéaire donc pour calculer son intégrale sur les faces 
d'un élément, il suffit de connaître sa valeur au centre des faces, La fonction 'l/Ji est non 
nulle uniquement au centre de la face li donc l'intégrale précédente se réduit à : 

1 -K 
grad'I/JilK IKI Si 

en notant sf = f iïK ds où iïK est la normale unitaire extérieure à K. La formulation 
Jf;nâK 

Volumes Éléments Finis peut donc s'écrire: 

ar ('l/Ji, 'l/Jj) - L grad'l/JilK f iïds 
KETh JKn'Yj 

~ 1 -Ki -~ IKISi nds 
KETh Kn'Yj 

~ 1 -K-K 
~ IKISi Sj 

KETh 

en remarquant que f iïds = -Sf. Nous avons donc: 
J Kn'Yj 

~ (1 -K) ( 1 -K) ~ IKI ïKïSi ïKï Sj 
KETh 

ah ('l/Ji, 'l/Jj) 

ah('l/Ji,'l/Jj) K~h L C~lsf) C~lsf) dV 

ah ('l/Ji, 'l/Jj) = L 1 grad'I/Ji grad'I/Jj dV 
KETh K 

ah ('l/Ji, 'l/Jj) ah('l/Ji, 'l/Jj) 

Nous donnons maintenant un résultat propre au nouvel élément et qui permet d'étendre 
les résultats obtenus pour cet élément dans le cadre Éléments Finis au cadre Volumes 
Éléments Finis. .. 
Lemme 3.4.2. Soient 'I/J une fonction de Xh, cp1 une fonction de Mh et cpb une fonction 
de M~. bh est la forme gradient en Volumes Éléments Finis, Ch la forme divergence en 
Volumes Éléments Finis et bh la forme gradient en Éléments Finis. Alors nous avons les 
relations suivantes entre les différentes formes en Éléments Finis et Volumes Éléments 
Finis : 
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~ Pour une pression de Mk 

br('IjJ,4}) 

cr('IjJ,<j>l) 

- Pour une pression de M~ 

br('IjJ,<j>b) 

cr('IjJ,4}) 

bk('IjJ, <j>1) 

d(d+1)br('IjJ,<j>1) 

(d + 1) bk('IjJ, <j>b) 
l 

d(d-: 1)br('IjJ,<j>b) 
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(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

Pour la démonstration, nous calculons simplement les formes gradient et divergence 
en Éléments Finis et Volumes Éléments Finis pour les fonctions de forme de vitesse et 
de pression (cf. Annexe A). 

Remarque 2. La continuité uniforme des différentes formes bilinéaires introduites dans 
le cadre des Volumes Éléments Finis se déduit immédiatement de la continuité uniforme 
des formes bilinéaires du cadre des Éléments Finis. 

Remarque 3. Les formulations Éléments Finis et Volumes Éléments Finis du problème 
de Stokes admettent le même nombre de modes parasites en pression. 

Pour montrer ce résultat, nous notons % i- 0 un mode parasite en Volumes Éléments 
Finis. Nous avons donc : 

VVh E Xh,br(Vh,qh) = 0 

En utilisant la décomposition (3.7) de l'espace Mh, nous trouvons qh = qk + qK. 

VVh E Xh, br(Vh,qh + qK) = 0 

VVh E Xh, br(Vh,qh) + br(Vh,qK) = 0 

Or compte tenu des résultats (3.26) et (3.28), nous pouvons écrire: 

1 1) (d+1) 1( b) VVh E X h, bh(Vh, qh + d bh Vh, qh 

VVh E Xh, bh (Vh, qh) 

- 1 (d + 1) b 
pour qh = qh + d %. 

=0 

=0 

qh n'étant pas nul, c'est un mode parasite de pression pour la formulation Éléments 
Finis. 

Le même raisonnement aurait pu être fait en partant d'un parasite en Éléments Finis. 
Par conséquent, il apparaît qu'à chaque mode parasite de pression en Volumes Éléments 
Finis est associé-un mode parasite en Éléments Finis et réciproquement à chaque mode 
parasite de pression en Éléments Finis est associé un mode parasite en Volumes Éléments 
Finis. 

Remarque 4. Soit Vr le noyau de la forme br dans Xh et Vit le noyau de bk dans Xh. 
On a Vr = Vh. 
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En effet soit Vh E Vr, montrons que Vh E Vh. Pour cela nous devons établir que 

VQh E Mh,O, bk(vh, qh) = O. 

Soit Qh un élément de Mh,O, en utilisant à nouveau la décomposition (3.7) de l'espace Mh, 
nous pouvons écrire: 

bk(vh,qh) bk(vh, qh) + bk(vh, q~) 

br (Vh, qh) + d! 1 br (Vh, q~) 
v 1 d b 

bh (Vit, qh + d + 1 Qh) 

Or, Vh étant dans vr, br (Vh, qh + ahq~) = o. Par conséquent Vh est dans Vh· Le même 
calcul peut être mené en sens inverse, donc nous avons bien Vr = Vh. 

3.5 Résultats de convergence 

3.5.1 Élément P1NCjP1 + Bulle 

Compte-tenu des précédents résultats sur l'équivalence des formes Éléments Finis et 
Volumes Éléments Finis, toutes les conditions inf-sup prouvées dans le cadre des Éléments 
Finis sont valides dans le cadre des Volumes Éléments Finis. De même, la continuité uni­
forme de la forme bilinéaire br (.,.) se déduit immédiatement de la continuité uniforme de 
la forme bilinéaire bk (., .) par les relations obtenues précédemment (§ 3.4). Par conséquent, 
des résultats de convergence peuvent être donnés pour la vitesse, mais nous n'avons aucun 
résultat de convergence sur la pression. 

Proposition 3.5.1. Pour tout / dans L2(O)d et si la solution (u,p) du problème continu 
(1.24) appartient à l'espace Hs+1(O)d x HS(O) pour un réel s, 0 < s :::; 1, alors il existe 
deux constantes c et cf indépendantes de h telle que la majoration d'erreur suivante entre 
la vitesse u du problème (1.24) et la vitesse Uh du problème (3.25) soit vérifiée: 

lIu - uhllh,n :::; ch
s (liull s+1,n + Ilplls,n) + eth 1I/llo,n (3.30) 

Démonstration 
Notons (Uh, Ph) et (ur,pn les solutions respectives des problèmes EF (3.3) et VEF (3.25). 
Uh et ur sont deux champs de V h, donc la différence que nous noterons eh = Uh - ur est 
également dans V h et nous avons la propriété suivante : 

ah(uh,eh) 

ah(Ur, eh) 

ah(eh,eh) 

lIehll~,n 

Lh(eh) - Lr (eh) .. 

Lh(eh) 

Lr (eh) 

Lh(eh) - Lr (eh) 

Lh(eh) - Lr (eh) 

:L 1 /eh dx - :L eh(mi) 1 / dx 
KETh K :Fh Wi 

Notons eh l'interpolé pO de eh sur les Wi défini par: 

eh = :L eh(md][Wi 
:Fh 
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Lh(eh) - Lr (eh) L 1 feh dx - L 1 feh dx 
KETh K Th Wi 

Lh(eh) - Lr (eh) = L 1 f (eh - eh) dx 
KETh K 

ILh(eh) - Lr (eh)1 ~ L Ilfllo,K lIeh - ehllo,K 
K 

ILh(eh) - Lr (eh)1 ~ L hK Ilfllo,K lIehl11,K 
K 

ILh(eh) - Lr (eh)1 ~ h Ilfllo,o Ilehllh,n 

Nous pouvons donc conclure que: 

Ilehllh,o ~ c'h Ilfllo,o (3.31) 

Ce résultat combiné avec le résultat de convergence (3.14) termine la démonstration. 
Nous avons donc obtenu avec ce nouvel élément les mêmes résultats pour le système 

formulé en Volumes Éléments Finis que pour le système formulé en Éléments Finis à 
savoir: 

- Existence d'une solution unique (ur,pn au problème (3.25) 
- Convergence optimale de la vitesse 
- Pas de convergence en pression à priori 

3.6 Discussions 

3.6.1 Exhibition d'une base de Vh 

Nous ne traiterons ici que le cas de la dimension d = 2. Une base de V h est engendrée 
par deux types de fonctions de base. Un premier type est lié aux éléments, le second type 
est lié aux sommets. 

3.6.1.1 Fonctions de la base de V h liées aux éléments 

Ces fonctions de base se construisent à partir de l'espace XI des fonctions tangentes 
aux faces. Comme l'exprime la relation d'orthogonalité (3.8), les fonctions de XI sont à 
divergence nulle sur les éléments. Pour satisfaire la condition d'incompressibilité sur les 
sommets, il suffit de prendre sur un élément des vitesses tangentes aux faces de sorte que 
les flux de masse sur un sommet se compensent. La figure (3.2) illustre ce type de fonction 
de base de l'espace à divergence nulleV h en dimension d = 2. Soient un élément K et ses 
trois faces fI, 12 et h. Considérons un champ de vitesse constitué de vitesse tangentes 
aux faces h, 12 et h. Sur chacune de ces faces, la vitesse est notée respectivement U1, U2 
et U3. Il nous reste trois degrés de liberté pour satisfaire la condition d'incompressibilité 
sur les volumes de contrôle associés aux sommets. Intéressons nous à cette condition écrite 
sur le volume de ~ontrôle bleu associé au sommet SI. Sur ce volume bleu Ils!, la condition 

ru. fi ds = 0 doit être satisfaite. Cette condition s'écrit: 
Jan S1 

ln 1 (- - ) 1 (- - ) u· fi ds = 4U2· SI + Sl-3 + 4U3· 51 + 51- 2 
an S1 
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OÙ Si = r fi ds. En procédant de même sur les deux autres volumes de contrôle associés 
JI; 

aux sommets S2 et S3 , nous obtenons les deux aut res équations suivantes: 

r u. iï ds 
JanS2 

r u. fi ds 
JanS3 

1 ( - - ) 1 ( - - ) 4U3' S2 + S2 - 1 + 4U1 ' S2 + 52- 3 

1 ( - - ) 1 ( - - ) 4U1' S3 + S3- 2 + 4U2 ' 53 + 53- 1 

Ces trois équations ne sont pas indépendantes . Pour s'en apercevoir , il suffit de les addi­
tionner et l'on obtient : 

r u. iï ds + r u. iï ds + r u. iï ds = 
JanSl JanS2 JanS3 

1 (- - - - ) 4U1' S2 + 52-3 + 53 + 53-2 + 

1 ( - - - - ) 4U2' Sl + 51- 3 + S2 + S2-3 + 

1 ( - - - - ) 4 U3 ' Sl + 51- 2 + S2 + S2 - 1 

Or, par construction géométrique, les trois sommes de normales précédentes sont nulles, 
l'expression précédente est donc identiquement nulle et les trois contraintes d 'incompres­
sibilité pour ce type de champ sont liées . Par conséquent il reste un degré de liberté par 
élément . 

J n3 
• 

FIG . 3.2 - Fonction de base de l'espace à divergence nulleVh liée à un élément 

3.6.1.2 Fonctions de base de Vh liées aux sommets 
~ 

Considérons maintenant un sommet s. Soit N le nombre d'éléments partageant ce 
sommet. s appartient également à N faces. Nous considérons un champ de vitesse non nul 
uniquement sur les N faces auxquelles ce sommet appartient et nous cherchons à trouver 
un champ à divergence nulle sur tous les éléments et sur tous les volumes de contrôle 
associés aux sommets . La figure (3.3) représente un tel champ. La contribution d 'une 
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vitesse Ui à la divergence sur le volume de contrôle associé au sommet S est en Ui . n~. 
Considérons donc un champ normal à n~ sur chaque face fi. Ce champ est à divergence 
nulle sur le sommet s considéré . A noter qu 'il est également à divergence nulle sur tous 
les sommets . En effet, soit Si l 'autre sommet d 'une face li contenant S, la contribution de 
la vitesse Ui est également en Ui . n~ et par conséquent nulle compte tenu du choix des Ui 
normaux aux 1"ï~ . De plus, dans un élément K , si nous appelons s~ le sommet opposé à 
une face f i dans K . La contribution de la vitesse Ui sur le volume de contrôle associé au 
sommet s~ est nulle car la fonction Pl non conforme est nulle sur le bord de ce volume de 
contrôle. 

Nous avions donc 2N inconnues. Nous avons fixé N contraintes pour sat isfaire la 
condit ion de divergence nulle sur tous les sommets. Il nous reste à imposer cette condition 
sur les éléments. N éléments entrent en jeu , et nous rajoutons donc N contraintes, mais 
ces N contraintes sont liées. En effet, notons ni les normales respectives aux faces li 
tournant dans le sens contraire des aiguilles d 'une montre autour du sommet s. Le système 
d'équations assurant la condition de divergence nulle sur les éléments s'écrit: 

{ 

-Ul' nI + U2 . n2 = 0 

-~2 n~ +û~ n~ ~ 0 

-UN' nN + Ul . n I = 0 

Ce système est clairement lié et le nombre de contra intes n 'est donc que de N - 1, il reste 
donc un degré de liberté par sommet. 

FIG. 3.3 - Fonction de base de l'espace à divergence nulle liée à un sommet 

3.6.2 Remarque sur l'Élément PI NCjP l 

Revenons sur le résultat de la proposition 3.2.5 obtenu dans le cadre Éléments Finis. 
De la même façon que pour l'élément PINCj P l + Bulle, ce résultat peut être étendu au 
cadre des Volumes Éléments Finis. Cet élément a la propriété d 'avoir non seulement une 
convergence optimale en vitesse mais également une convergence optimale en pression, 
ce qui fait défaut à l'élément PINCj Pl + Bulle. Mais cet élément possède le défaut dual 
d 'un de ceux du ~rouzeix Raviart évoqué en (§ 2.6.2). Pour construire une base de Vh de 
cet élément , il suffit de reprendre la construction précédente (§ 3.6.1.2) sans satisfaire la 
condit ion de divergence nulle sur les éléments. Nous nous apercevons que le mode choquant 
de la figure (2.6) a ét é éliminé. Cependant, un nouveau type de champ de Vh (figure 3.4) est 
apparu et ce dernier n 'est guère moins choquant . Ce type de champ n 'est pas à divergence 
nulle sur les éléments. 
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FIG. 3.4 - Champ de vitesse de V h pour le PINC/ P I 

L'élément de Crouzeix Raviart assure la condition d'incompressibilité sur les éléments, 
ce qui entraîne le type de champ de V h de la figure (2.6) . L'élément PINC/Pl assure la 
condition d 'incompressibilité sur les volumes de contrôle définis autour des sommets, ce 
qui entraîne le type de champ de Vh de la figure (3.4). L'élément PINC/Pl + Bulle assure 
lui la condition d'incompressibilité sur les deux types de volumes de contrôle, les éléments 
et ceux centrés autour des sommets. 

3.7 Résultats numériques 

3.7.1 Présentation du cas test 

ous présentons un cas test en dimension d = 2. Le domaine n est défini comme le 
carré unité n = [0 , 1] x [0 , 1]. 

Nous résolvons le problème de Stokes suivant: 

-b.ü + fJp 

fJ·ü 

ü 

l 
o 
o 

avec la force de volume l définie par: 

dans n 
dans n 
sur r = an 

l = ( 4II2 sin(2IIy)(1 - 2 cos(2IIx )) ) 
4II2 sin(2IIx)(1 - 2 cos(2IIy)) 

Ce problème admet la solution analytique suivante: 

u - sin(2IIy) + sin(2IIy) cos(2IIx) 

v sin(2IIx) - sin(2IIx) cos(2IIy) 

p 0 

3.7.2 Résultats du cas test 

(3.32) 

Des calculs menés sur différents maillages nous permettent de vérifier l'ordre de conver­
gence de vitesse et nous donnent une idée de la convergence de la pression car les résultats 
théoriques précédents ne peuvent nous affirmer ni que la pression converge, ni qu'elle ne 
converge pas. Les normes d 'erreur en pression porteront sur plusieurs champs. Le champ 
nommé p indique la norme de la pression totale Pl + Bulle, pl indique la norme des com­
posants Pl de la pression totale et pb indique la norme des composants Bulle de la pression 
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n 10 x 10 20 x 20 40 x 40 

PINC/PI + Bulle 

IIplion 1.84931 1.25388 1.12664 

Ilpllion 2.73407 2.03485 1.91768 

Ilpbllon 1.42531 1.09449 1.04163 

IIU-Uhllon 0.0237044 0.00590125 0.001455 

PINC/Po 

]Pu:ITon 0.512629 0.216188 

Ilu - uhllon 0.025911 0.00655151 

TAB. 3.1 - Convergence du PINC/PI + Bulle 

totale. Dans ce tableau, figurent également, à titre indicatif, les résultats du même cas test 
menés sur les mêmes maillages avec l'élément de Crouzeix Raviart. 

Comme annoncé par les résultats théoriques, le champ de vitesse converge bien a l'ordre 
deux en norme L2 vers la solution analytique. Sur ce cas test, la différence de "qualité" 
du champ de vitesse entre le nouvel élément et l'élément de Crouzeix Raviart n'est pas 
flagrante. 

Les différents champs de pression semblent ne pas converger. Nous faisons figurer les 
trois types de champ de pression dans ce tableau pour bien s'apercevoir qu'il n'y a pas 
un champ qui converge vers la solution et l'autre qui le perturbe. Les deux champs de 
pression, le champ Pl et le champ Bulle interagissent l'un avec l'autre, sans converger que 
ce soit indivuellement ou en se combinant . 

.. 
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Chapitre 4 

Amélioration des nouvelles 
discrétisations 

Ce nouvel élément P1NC/PI + Bulle que nous avons proposé au chapitre précédent, 
s'il corrige certaines propriétés gênantes du Crouzeix Raviart, n'améliore pas l'ordre de 
convergence de la vitesse et ne possède plus de propriété de convergence pour le champ 
de pression, ce qui est loin d'être satisfaisant. Dans ce chapitre, nous parvenons à expli­
quer pourquoi le champ de pression ne converge pas (§4.1). Au vu de cette explication, 
nous proposons alors un nouvel espace d'approximation pour la pression qui lui, nous le 
montrerons au (§4.2), présente toutes les bonnes propriétés de convergence. Nous revien­
drons alors sur l'élément précédent pour montrer les liens qui unissent ces deux nouveaux 
éléments finis et pour démontrer que la condition inf-sup montrée par Bernardi et Recht 
est réellement non optimale (§4.3). Nous établirons ensuite un résultat important sur la 
consistance de l'espace V h et sur une propriété de super convergence de l'élément pour le 
problème de Stokes dans un cas particulier (§4.4). Enfin, nous proposerons une extension 
de cette famille d'éléments à d'autres éléments finis (§4.5). 

4.1 Problème lié à la bulle 

Si d'un point de vue théorique nous n'avons pas d'affirmation concernant la convergence 
du champ de pression (ni preuve de convergence, ni preuve de non convergence), le résultat 
du cas test précédent (cf. §3.7) indique que la solution discrète de pression ne converge 
pas vers la solution continue. De plus, si les éléments de Crouzeix Raviart et l'élément 
PINC/Pl possèdent une propriété de convergence en pression, ce cas test a également mis 
en évidence que la composante Pl comme la composante Bulle de l'élément P1NC/Pl + 
Bulle isolément ne convergent pas. Il faut noter d'ailleurs qu'il serait étonnant que la 
composante Bulle seule parvienne à converger car l'espace des bulles ne possède pas de 
propriété d'approximation. Cette non convergence des deux composantes prises isolément, 
alors que l'élément p1NC/p1 possède une propriété de convergence (cf. §3.2.5), indique 
bien que les deux champs de pression interagissent. Nous avons donc mis au point un cas 
test permettant de rendre compte de cette interaction et de mettre en évidence ce que 
nous appellerons un mode parasite asymptotique. 

53 
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4.1.1 Présentation du cas test 

L'idée sous-jacente est de dire que les deux champs de pression tendent à s'opposer. 
Pour ce cas test, nous ne résolvons pas un problème de Stokes, mais le problème suivant : 

-b.i1 

U 

.çp 
o 

dans n 
sur r = an 

(4.1a) 

(4.1b) 

le champ P étant imposé. Ce problème, une fois discrétisé, peut s'écrire sous forme abs­
traite: 

VVh E Xh, ah(uh, Vh) = bh(Vh,Ph) 

Nous ferons deux calculs avec deux champs de pression différents: 

Cas 1 Cas 2 

P = { -2~ pour la composante Pl 
{ x

2 pour la composante Pl 
pour la composante Bulle P = _2x2 pour la composante Bulle 

------- ---------- ----------

où d représente la dimension d'espace. Les calculs ont été menés sur trois maillage différents 
et les résultats sont donnés dans les tableaux 4.1 et 4.2 : 

~ Cas 1 3x3 IT 6x6 12 x 12 ~ 

i l/uhlllO 0.0770243 0.0455212 

I/phllo,o 0.460611 0.458746 

TAS. 4.1 - Résultats du cas test 1 

~ Cas 2 Il 3 x 3 Il 6 x 6 Il 12 x 12 

f Il uhl/1.0 lro.0866052 Il 0.0520347 0.027121 

IllIPhllo,n Il 0.369913 Il 0.35866 0.355813 

TAS. 4.2 - Résultats du cas test 2 

Les résultats de ces deux cas tests nous apprennent que ces champs de pression que 
nous imposons ne tendent pas vers 0 avec h, tandis que la vitesse semble tendre vers 
o comme h. Ceci, compte tenu du problème que nous résolvons, semble indiquer que la 
constante (3 de la condition inf-sup pour l'élément PINC/PI + Bulle tend vers 0 avec h. 
Mais ceci n'est bien sur pas une preuve. Nous reviendrons sur ce point et donnerons une 
démonstration de cette convergence de (3 vers 0 dans le paragraphe 4.3. 

Ce défaut de l'élément est en fait dû au manque de propriété d'approximation de 
l'espace des bulles. La figure 4.1 nous permet de mieux comprendre le phénomène. Elle 
représente, dans le cas ID, une fonction Pl + Bulle et son "équivalent" dans l'espace Pl + Po 
sur deux maillages àifférents. La fonction Pl imposée est y = x. Les fonctions rajoutées 
au Pl sont calculées de telle sorte que la fonction finale soit à moyenne nulle sur chaque 
maille. La figure du haut représente la fonction sur un maillage de pas 2, celle du bas 
représente la même fonction sur un maillage raffiné de pas 1. Cette figure nous permet de 
mieux comprendre que dans ce cas, la fonction Pl + Po à moyenne nulle tend vers 0 avec 
le pas de maillage, ce que ne fait pas la fonction "équivalente" de l'espace Pl + Bulle. 
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Pl+Bulle Pl+PO 

10 10 

8 8 

6 6 

4 4 

2 2 

0 0 

-2 -2 

-4 -4 

-6 -6 

-8 -8 

- 10 
0 2 4 6 8 10 

- 10 
0 2 4 6 8 10 

10 10 
-

8 1- - 8 1- -
-

6r 6 r -
-

41- 4 r -
-

2 1- V 2 

-~ ~VIV -~ 
-4 r ~ -4 

1- -

V /' V V /' V /' V /' ~ 
r -

-
r -

-6 1- t!> ~ -6 
-

1- -
-

-8 r -8 1- -
-

- 10 - 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

FIG. 4.1 - Transposition d 'une bulle du min en Po 

.. 
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4.2 Une nouvelle discrétisation P1NCjP1 + Po 

Au vu de l'exemple ID ci-dessus, nous proposons une modification de l'élément in­
troduit précédemment. L'espace d'approximation de pression Pl + Bulle est remplacé par 
l'espace Pl + Po. 

4.2.1 Présentation du nouvel élément 

Soit Nh le nouvel espace de discrétisation de la pression. Comme l'espace Mh, Nh peut 
lui aussi s'écrire comme la somme de deux sous-espaces Nh et N~. 
Pour la partie linéaire Pl de la pression, rien n'est changé. L'espace d'approximation est 
toujours l'ensemble des fonctions dont la restriction sur chaque élément est PI(K), c'est-
'd' NI Ml a- 1re h= h' 

Les degrés de liberté de pression au centre des mailles qui étaient discrétisés à l'aide 
de fonctions bulle le seront donc désormais à l'aide de fonctions constantes par élément. 
Autrement dit, l'espace N~, qui remplace l'espace M~, s'écrit: 

N~ = {Qh E L2 (0); VK E 7h, qhlK E pO(K)} 

Toute fonction Ph de Nh s'écrit: 

~ (1) Vx E O,ph(X) = LPh(Si)ÀSi (x) + L Ph(CK) - d + 1 L Ph(Sj) ][K(X) 
t=l KETh sjEKi 

(4.2) 

(4.3) 

L'espace Nh = Nh + N~ n'est plus un sous espace de HI(O) et la pression discrète n'est 
plus continue. En particulier, la pression n'est pas continue au voisinage des sommets. 
Nous supposerons ici que la fonction indicatrice sur les éléments est non nulle uniquement 
sur l'intérieur des éléments. Ainsi sur n'importe quel sommet S d'un élément K, on a 
][K(S) = O. 
Nous pouvons décomposer Nh de la même façon que nous avions décomposé Mh à savoir: 

Vx E O,ph(X) = Ph(x) + p~(x) 
avec Ph E Nh et P~ E N~ définis de la façon suivante : 

N. N. 

Ph LPh(Si)ÀSi = LP~iÀSi 
i=l i=l 

p~ = L (Ph(CK) - ~ L Ph(Sj)) ][K = L pf][K 
KETh SjEKi KETh 

où nous avons introduit les notations: 

Vi = l..Ns , p~i = Ph(Si) 

VK E 7h, pif = (Ph(CK) - ~ L Ph(Sj)) 
sjEKi 

(4.4) 

Une autre décomposition de l'espace N h sera également utilisée dans ce chapitre: 
Nh = Nh EB N~ avec Nh défini comme suit: 

• 
Nh = {qh E Nh; VK E 7h, qhlK E L~(K)} (4.5) 

Cette décomposition de l'espace N h est L2 orthogonale, ce qui signifie: 

Wjh E Nh, Vq~ E N~; 1n ijhq~ dx = 0 
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4.2.2 Formulation VEF du problème 

Nous traitons ici la formulation Volumes Éléments Finis du problème. La formulation 
du problème est strictement identique pour cet élément à celle de l'élément précédemment 
introduit. Les volumes de contrôle de masse et de quantité de mouvement sont les mêmes 
que ceux choisis et présentés pour l'élément P1NCjp1Bulle. La définition des formes reste 
elle aussi la même, seuls les coefficients al et a2 servant à rendre proportionnelles les 
formes cr et br sont modifiés. 

La forme divergence définie par l'équation (3.22), dont nous rappelons l'expression ici : 

Cr(Vh,Qh) t Q~i (i Vh . fi ds + al L i Vh' fi dS) 
i=l ao s; KEV(Si) aK 

+a2 L qf (i Vh' fi dS) 
KETh aK 

ne dépend pas de la forme des fonctions bulles choisies. La forme divergence n'est pas 
modifiée que nous prenions une bulle du minimum comme précédemment ou bien une 
fonction Po. La forme gradient, par contre, est modifiée par le changement de type de 
bulle, c'est pourquoi les coefficients ai sont modifiés pour conserver la proportionnalité 
entre les deux formes bilinéaires. 

Nous gardons pour l'instant la décomposition de Nh en Nh et N~. Toute pression qh 
de N h peut donc s'écrire qk + q~ comme défini au paragraphe 4.4. Nous nous intéressons 
au calcul de la forme gradient pour les fonctions de base Po. 

V ~K ~ 

bh ('l/Jmi' lIK) = -Si . 'l/Jm; (mi) 

Or nous avions trouvé pour une fonction de forme bulle du minimum: 

v 1 ~K ~ 
bh ('l/Jmi,<PK) = -ZlSi . 'l/Jmi(mi) 

Nous obtenons donc le résultat suivant: 

VVh E Xh, br(Vh, lIK) = dbr(Vh,<PK) (4.6) 

Par conséquent, pour que les formes br et cr soient proportionnelles, compte tenu 
des coefficients al et a2 donnés dans l'équation (3.23), les coefficients al et a2 doivent 
maintenant valoir : 

al 

a2 

4.2.3 Formulation EF du problème 

d-1 
~ 
d (d + 1) 

2d 

(4.7) 

(4.8) 

Si la formula,tion Volumes Éléments Finis du problème reste inchangée par la mo­
dification de l'élément, il n'en est pas de même pour la formulation Éléments Finis du 
problème. En effet si nous gardons la forme bk définie par l'équation (3.5) : 

bh(Vh,Ph) = L r Vh' fJPh dx, 
KETh JK 
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nous ne tiendrons absolument pas compte de la composante Po de la pression dans le 
calcul du gradient. De façon similaire, si nous reprenons la forme utilisée pour l'élément 
de Crouzeix-Raviart définie par l'équation (2.10) : 

b~(Vh,Ph) = L r divVhPh dx, 
KETh lK 

la composante Pl de la pression ne sera pas prise en compte dans le calcul du gradient. En 
effet, la vitesse étant linéaire par élément, div Vh est une constante par élément et le calcul 
de l'intégrale précédente se restreint au calcul de la moyenne du champ de pression par 
élément. En utilisant la décomposition de N h en il h et NR, il est clair que la composante Pl 
ne sera pas prise en compte dans le calcul du gradient. Nous allons donc définir une nouvelle 
forme b~ combinant les deux précédentes. Pour cela, nous introduisons deux opérateurs 
de projection qui nous serviront pour définir la forme b~. Nous introduisons tout d'abord 
l'opérateur de projection orthogonale II~ défini sur L2 (0) à valeurs dans N~. 

Vp E L2 (0), Vqh E N~, (p - II~p; qh) = 0 

Nous introduisons également l'opérateur de projection orthogonale ÏIh défini sur L2 (0) à 
valeurs dans N h. 

Vp E L2 (0), Vqh E Nh, (p - ÏIhP; qh) = 0 

Il est à noter les propriétés suivantes des deux opérateurs que nous venons d'introduire: 

Vqh E N~, II~qh = qh 

Vqh E Nh, II~qh = 0 

Vqh E N~, ÏIhqh = 0 

VQh E Nh, ÏIhqh = qh 

Soit p une fonction de L5(0). Notons Ph = IIgp et Ph = ÏIhP = p~ - p~. 

Remarque 5. L'écriture de Ph en une fonction pl, p~, et une fonction po n'est pas 
unique car les deux espaces de discrétisation contiennent les constantes globales sur O. Par 
conséquent et pour rendre unique cette décomposition de Ph, il suffit en plus de minimiser 
la norme de la fonction P~ . 

La forme b~ (., .) est alors définie par : 

b~(v,p) = L 1 v· Vp~ dx - L 1 div V (Ph - p~) dx 
KETh K KETh K 

(4.9) 

Notons au passage que pour ce choix de la forme b~, nous avons la relation suivante: 

VVh E Xh, VPh E Nh, b~(Vh,Ph) = br (Vh,Ph) (4.10) 

Nous cherchons donc à résoudre le problème suivant: Trouver (Uh,Ph) dans X h x Nh,o 
telle que: 

J ah(uh, Vh) + b~(Vh,Ph) Lh(Vh), 

t b~(Uh, qh) 0, 

VVh E Xh 
(4.11) 

Vqh E Nh,o 

Une nouvelle fois, pour s'assurer de l'existence et de l'unicité d'une solution à ce 
problème, nous devons vérifier les quatre hypothèses du théorème (1.4.1). 

- La continuité uniforme de la forme bilinéaire ah est évidente et nous l'avons rappelé 
au § 2.3.3. 
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- La continuité uniforme de la forme bilinéaire b~ reste à démontrer. 
- L'ellipticité de la forme bilinéaire ah est elle aussi évidente (cf. § 2.3.3) 
- La condition inf-sup pour la forme bilinéaire b~ entre les espaces Xh et N~ reste à 

prouver. 
Nous nous intéressons donc maintenant à la propriété de continuité uniforme et à la 

condition de type inf-sup. 

Lemme 4.2.1. Il existe une constante c indépendante de h telle que la propriété de conti­
nuité uniforme suivante soit vérifiée : 

VVh E Xh, Vqh E Nh, Ib~(Vh, qh)1 :s c II vhllh,n Ilqhllo,n (4.12) 

Démonstration. Compte tenu de la décomposition L2 orthogonale de Nh, il suffit de mon­
trer la continuité uniforme de b~ sur Xh x N~ puis sur Xh x Nh. La continuité uniforme 
sur la première paire d'espaces est évidente puisque la forme b~ sur cet espace s'écrit: 

VVh E Xh,Vqh E N~,b~(Vh,qh) = - L 1 divVh qh dx 
KETh K 

Pour l'autre paire d'espaces, la démonstration n'est pas si évidente et s'inspire de la 
démonstration de continuité uniforme pour l'élément PiNC/Pi + Bulle. Soit qh un élément 
de Nh. La forme b~ s'écrit: 

VVh E Xh, Vqh E Nh, b~(Vh, qh) = L r gradqJi Vh dx + L r div Vh iiJi dx 
KETh

JK KETh
JK 

En intégrant par parties le premier terme, nous obtenons: 

b~(Vh, qh) - L 1 divVh (qJi-iiJi) dx+ L r vh·nqJids 
KETh K KETh JôK 

L la Vh' n qJi ds 
KETh ôK 

b~(Vh,%) 

Vh étant linéaire sur chaque élément, div Vh est une constante par élément. L'intégrale 
sur les éléments dans l'expression précédente fait donc intervenir la valeur moyenne de 
qh = qJi - iiJi. qh étant par définition de Nh à moyenne nulle, l'intégrale sur les éléments 

est nulle. Considérons une face 1 de Eh et notons w~ la valeur moyenne de tout polynome 
Wh sur f. Nous distinguons deux cas suivant la localisation de 1 : 

- f appartient à ao. 
Vh . n est affine sur f et s'annule au barycentre de l, nous avons donc: 

h Vh . n qJi ds = h Vh . n ( qJi - qJi f) ds 

- f n'appartient pas à ao. 
L'intégrale sur 1 apparaît deux fois dans la somme précédente sur les éléments de 
~, et elle .peut donc être remplacée par ~ If [Vh . n] qh ds où [.] représente le saut 
de la fonction sur 1 avec le signe correspondant. Or [Vh . n] est affine et s'annule au 
barycentre de 1 donc : 

~ h [Vh . n] qJi ds = ~ h [Vh . n] (qJi - qJif) ds 
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Nous avons donc prouvé que: 

L ln vh' n q~ ds = L L J Vh . n ( q~ - q~f) ds 
KETh âK KETh fcâK f 

Sur chaque face f de Eh, vu sur un élément K, nous pouvons donc écrire: 

tVh.n(qk-qkf) ds= t(Vh-Vhf).n(qk-qe) ds= t(Vh-vhf).n(qk-qD ds 

q~ est la valeur moyenne de q~ sur l'élément K considéré. Supposons que f est une face 
d'un élément K de Th. hK représente le diamètre de K, nous utilisons la fonction affine 
qui envoie K sur un élément de référence k et la face f sur une face j de k, nous avons 
alors la majoration suivante : 

1 t Vh . n (q~ - q~f) dsl::; chi-1 h IVh - vhfllq~ - q~ld'§, 

et en utilisant l'équivalence des normes sur l'espace de dimension fini sur l'élément de 
référence, nous obtenons : 

1 t Vh . n (q~ - q~f) dsl ::; chi- 1 
Ilvh - Vhfl11,k IIq~ - q~llo,k 

o 
Nous venons de montrer la continuité uniforme de la forme b~. Il nous reste donc à 

démontrer la dernière hypothèse du théorème (1.4.1), à savoir la condition inf-sup. 

4.2.4 Résultats de condition inf-sup 

Nous prouvons deux résultats de conditions inf-sup. Le premier fait intervenir les es­
paces XI et Nh. La démonstration de la seconde condition inf-sup, entre les espaces Xh et 
Nh s'appuie sur la première, à laquelle nous nous intéressons maintenant. 

4.2.4.1 Condition inf-sup entre XI et Nh 

Le même schéma de démonstration que pour la condition inf-sup entre xI et M~ est 
suivi. 

Lemme 4.2.2. Sous réserve de vérifier l'hypothèse (1), il existe une constante fh indépendante 
de h telle que la condition inf-sup suivante soit vérifiée : 

- b~(Vh,qh) 
Vqh E Nh, sup Il Il ~ fh IIqhllo,n (4.13) 

VhEXI Vh h,n 

Démonstration. Soit qh un élément de Nh. En utilisant la propriété d'orthogonalité entre 
XI et NR, nous obtenons : 

b~(Vh, qh) = L 1 grad q~ . Vh dx 
KETh K 

De la définition de Nh, nous déduisons que grad q~ est constant sur chaque élément K. 
Par conséquent, po~r tout Vh dans XI nous avons: 

b~(Vh,qh) L gradq~IK·1 Vh dx 
KETh K 

b~(Vh, qh) L grad (qk - qk) IK' r Vh dx 
KE~ JK 
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Rappelons que pour toute fonction w dans Pl(K), 

r IKI Jf w dx = -d- :L W(Xi). 
K + 1 fiC8K 

Ce qui nous donne 

2 '" IKI '" bh(Vh, qh) = ~ d + 1 grad qhlK ~ Vh(Xi). 
KETh J;c8K,Ji<t8n 

Puisque tous les Vh . nJ; s'annulent en Xi de par la définition de XI et puisque la partie 
tangentielle de gradqh est continue sur chaque face f, l'idée est de prendre : 

(Vh x nf;) (Xi) = hJi (grad qh)K x nfi 

où h J; est le diamètre de la face fi. 

b~(Vh,qh) = :L d
l: l

l :L hJil (gradqh)K x nJ;1
2

. 

KETh fiC8K,Jirt8n 

De l'hypothèse faite sur la régularité de la famille de triangulations, il résulte que pour 
tout K de 'Th, contenant la face fi, 

()" -1 h K :S h fi :S h K . 

Nous avons supposé dans le cas de la dimension d = 2 qu'au moins deux faces d'un même 
triangle K n'appartiennent pas à an. Par conséquent, les vecteurs unitaires tangents à ces 
faces forment une base de IR2; de plus, l'angle entre ces deux vecteurs appartient à un 
intervalle ]1], 'Tf' -1][, où 1] dépend uniquement du paramètre sigma mesurant la régularité 
de la famille de triangulation (Th)h. De façon similaire, en dimension d = 3, nous avons 
supposé qu'au moins deux faces li et fI de K n'appartiennent pas à an. Le vecteur unitaire 
T sur leur arête commune, les vecteurs orthogonaux à T respectivement dans le plan de 
fi et de ff. forment une base de IR3 ; l'angle entre ces vecteurs appartient également à un 
intervalle ]1], 'Tf' -1][ identique au précédent. Nous obtenons donc 

b~(Vh, qh) 2 c :L IKII (grad qh)K 12 , 

KETh 

ou, de façon équivalente 

b~(Vh, qh) 2 c :L hklqhlf,K (4.14) 
KETh 

En utilisant la fonction de Lagrance J.L fi qui appartient à Pl (K) pour tout K de 'Th, et 
s'annule en tous les barycentres des faces des éléments K de Th sauf en Xi où elle vaut 1, 
nous obtenons par passage à l'élément de référence : 

d 

1J.LJ;h,K :S ChJi-
l

. (4.15) 

Ce qui donne .. 
IVhh,K :S ChKIKI~ 1 (grad Qh)K 1 

puis 
1 

Ilvhllh,n :S c ( :L hklqhlf,K) "2 
KETh 
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Donc 
1 

b~(Vh, %) ~ C (:L hklqhli,K) 2 Ilvhllh,n. 
KETh 

Maintenant, en combinant ce résultat avec une inégalite de type Bramble-Hilbert sur K, 
nous obtenons 

11%llo,K ::; hKlqh!I,K, 

ce qui nous permet de conclure. o 

4.2.4.2 Condition inf-sup entre Xh et Nh 

Proposition 4.2.1. Il existe une constante (3 indépendante de h telle que la condition 
inf-sup suivante soit vérifiée : 

bh(Vh,qh) 
Vqh E Nh, sup Il Il ~ (3llqhllo,n 

VhEXh Vh h,n 
( 4.16) 

Démonstration. La démonstration s'appuie sur un argument de type Boland et Nicolaides 
[BN83]. Soit qh = qh + q~, où qh E Nh et q~ E N~. En utilisant la condition inf-sup (4.13), 
il existe une fonction vI dans Xl telle que: 

1 
b~(vr, qh) = Ilqhll~,n et Ilvlllh,n ::; (3T Ilqhllo,n (4.17) 

De plus, en utilisant la condition inf-sup de l'élément de Crouzeix-Raviart, il existe une 
fonction Wh dans Xh telle que: 

b~(Wh, q~) = Ilq~II~,n et Ilwhllh,n ::; (3~ Ilq~llo,n (4.18) 

Prenons Vh = vI + Il-Wh, et en utilisant les équations (4.17) et (4.18) et la propriété 
d'orthogonalité: 

b~(Vh, %) = Ilqhll~,n + Il- Ilq~II~,n + Il-b~(Wh, qh) 

Maintenant, en appliquant la propriété de continuité uniforme de b~ et la relation (4.18) : 

bh(Vh, qh) ~ lIihll~,n + Il- Ilq~II~,n - ;: Ilq~llo,n Ilihllo,n 

bh(Vh, qh) ~ (lIihllo,n - ,;;: Ilq~llo,n) 2 + Il- (1 -:~) Ilq~II~,n 
E h ·· 2(3~ b n c OlSlssant Il- = -2 ,nous 0 tenons : 

C 

b~(Vh, qh) ~ Ilqhll~,n + ~~ Ilq~II~,n 
bh(Vh, qh) ~ inf { 1; ~~ } (1Iihll~,n + Ilq~II~,n) 

En appliquant une nouvelle fois les expressions (4.17) et (4.18), nous avons: 

• Ilvhllh,n ::; Ilvllkn + Il- Ilwhllh,n 

Ilvhllh,n ::; ;T Ilqhllo,n + ;N Ilq~llo,n 
2 ! 1 

(
1 Il- )2(_ 2 11°112)2 Ilvhllh,n::; (3'f + (3~ Ilqhllo,n + qh o,n 
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La relation 
1 

IIqhllo,o = Ilqhllo,o + Ilq~llo,o ~ v'2 (ilqhll~,o + Ilq~II~,o) :2 

nous permet de conclure. D 

Les quatre hypothèses du théorème (1.4.1) sont donc vérifiées et le problème de 
Stokes discret (4.11) admet donc une solution unique (Uh,Ph). Nous nous intéressons 
maintenant à la convergence de cette solution (Uh,Ph) vers la solution continue (u,p). 

4.2.5 Résultats de convergence 

D'après la proposition (4.2.1), sous réserve de vérifier l'hypothèse (1), nous avons 
une condition inf-sup optimale entre Xh et Nh. Cette condition et les propriétés 
d'approximation standards des espaces Xh et Nh donnent le résultat suivant, qui nous 
permet d'assurer la convergence de la solution (Uh,Ph) vers la solution continue (u,p). 

Proposition 4.2.2. Sous réserve de vérifier l'hypothèse (1), pour tout f dans L2 (O)d, le 
problème 4.11 a une solution unique (ih,ph) dans X h x Nh. De plus, cette solution vérifie 

Iluhllh,O + Ilphllo,o ~ c Il f110,0 (4.19) 

où c est une constante indépendante de h. De plus, si la solution (u,p) du problème (1.24) 
appartient à l'espace H2 (O)d x H1(O), il existe une contante c indépendante de h telle que 
l'estimation d'erreur entre cette solution et la solution (Uh, Ph) du problème (4.11) soit la 
suivante: 

lIu - uhllh,n + IIp - Phllo,n ~ ch (1IuII2,n + IIplll,O) (4.20) 

4.3 Condition inf-sup non optimale pour le pl Ne IPI Bulle 

Nous montrons maintenant que la condition inf-sup pour l'élément fini plNC/plBulle 
est réellement non-optimale. Nous allons en fait montrer que le coefficient f3 est en O(h). 
Pour ce faire, nous nous servons de la relation (4.6) liant une pression de l'espace Mh à 
une pression de l'espace Nh. 

VVh E Xh, bh(vh, lK) = dbh(vh, cPK) 

Lemme 4.3.1. Le terme f3h de la condition inf-sup pour les espaces Xh et Mh relativement 
à la forme bl est majoré comme suit : 

3C indépendant de h f3h ~ Ch (4.21) 

Démonstration. Considérons Ph une fonction de Nh : 

Ns 
'Ç'i- 'Ç' K 

Ph = ~PhÀi + ~ Ph lK 
i=l KETh 

Ph "tPhÀi + L (Pl: - ~ L Ph) lK 
i=l KETh 8iEK .. 

N OtOllS Ph la fonction de M h définie par : 

Ph = "tPhÀi + (d + 1) L (Pl: - ~ L Ph) 'lfJK, 
i=l KETh 8iEK 
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Nous rappelons les relations 3.28 et 4.6 

VVh E Xh, br (Vh, <PK) 

VVh E Xh, br (Vh, :n:K) 

et nous donnons en plus la relation suivante: 

(d+1)bh(Vh,<PK) 
d 

dbr(Vh,<PK) 

VVh E Xh,b~(Vh, :n:K) = br(Vh, :n:K) 

La combinaison de ces trois relations nous permet d'écrire: 

VVh E Xh, b~(Vh,Ph) = bh(Vh,piJ 

(4.22) 

( 4.23) 

Soit Vh la fonction de Xh telle que la condition inf-sup pour l'élément plNCjplBulle est 
satisfaite : 

bh(Vh,piJ 
!3h :S 

Ilvhllh,ollphllo,o 

b~(Vh,Ph) 
!3h :S 

IIvhllh,ollphllo,o 

IIphllo,o 
!3h :S cllphllo,o 

par continuité de la fonction b~. 
Soit P une fonction de H2 (O). Nous choisissons Ph = Ph + p~, où Ph est l'interpolation 

Pl de la fonction P et p~ est l'opposé de l'interpolation Po de la fonction p. Par conséquent, 
nous avons la relation suivante : 

IIPhilo 0 :S ch IIpII 2 0 , , 

Le numérateur de la fraction précédente majorant !3h tend donc vers 0 avec h. Nous 
montrons maintenant que le dénominateur ne peut tendre vers O. En effet, notons Ph et 
p~ les fonctions respectives de Mh et M~ telle que Ph = Ph + p~. Ceci implique: 

Ilph + p~112 > 0,0 Ilphll~,n + Ilp~II:,o - 2 10 PhP~ dx 

Ilph +p~l( > 0,0 Ilph 11~,0 + Ilp~ Il: 0 - 2C Ilph 110,0 Ilp~ 1100 , , 

Ilph + p~112 > 0,0 (1Iphllo,o - C Ilp~llo,o) 2 + (1- C
2

) Ilp~II:,o 
La relation (3.18) nous donne la valeur de cette constante C. Cette constante étant en 
dimension 2 et 3 inférieure à 1, cette relation nous assure que la fonction Ph ne peut tendre 
vers 0 que si les composantes Ph et p~ tendent simultanément vers o. Il existe donc des 
fonctions Ph ne tendant pas vers 0 avec h, ce qui signifie qu'il existe une constante C > 0 
et indépendante de h telle que : .. Vh, IIphllo 0 2 C , 

En combinant ce dernier résultat avec la majoration prédédente de Ph et celle de !3h, nous 
pouvons conclure que: 

!3h :S Ch IIp1I2,0 

o 
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4.4 Consistance de l'espace V h 

Les reproches formulés à l'encontre de l'élément de Crouzeix Raviart traduisent le fait 
que cet élément ne parvient pas à séparer de façon consistante l'espace L2 , en une partie à 
divergence nulle et une partie s'exprimant comme un gradient. Comme nous l'avons déjà 
signalé, l'espace à V h de l'élément de Crouzeix Raviart est de trop grande dimension, et 
nombre de ses fonctions devraient être en fait représentées par un gradient. La capacité 
d'un élément à séparer l'espace L2 en une partie à divergence nulle et une partie gradient 
se mesure à travers l'étude du problème discret de Darcy. 

4.4.1 Consistance de l'espace Vh 

Le problème de Darcy s'écrit sous la forme du système d'équations suivant: 

u + 'V P = f dans 0 

'V·u=o dans 0 (4.24) 

u· n = 0 sur r = ao 
Ce problème peut également s'écrire en formulation variationnelle: Trouver (u,p) dans 

L2 (0)d x Hl(O) n L6(O) tel que: 

{ 

m(u, v) + b(v,p) < f, V>, 

b(u, q) 0, 

Vv E L 2 (0)d 
(4.25) 

Vq E Hl(O) n L5(0) 

Les formes bilinéaires m(.,.) et b(.,.) sont définies sur L2(0)d x L2(0)d et L2(0)d x Hl(O) 
par: 

m(u, v) 10 uv dx 

b(v, q) 10 'Vq v dx 

Le problème discretisé avec le pl NC/pl Bulle repose sur la formulation variationnelle 
(4.25) et s'écrit: Trouver (Uh,Ph) dans Xh x Mh,O, tel que: 

{ 

m(uh,vh) +b(Vh,Ph) < f,Vh >, 

b(Uh, qh) 0, 

VVh E Xh 
(4.26) 

Vqh E Mh,O 

Notons que pour les équations du problème de Darcy, la discrétisation pl NC/pl Bulle est 
conforme. L'ellipticité de la forme m, la continuité uniforme de m et de b sur Xh x Xh et 
Xh x Mh,O tout comme la condition inf-sup sont immédiates. Ceci implique que cet élément 
possède tous les résultats de convergence optimaux pour les équations de Darcy, et signifie 
que cet élément sépare correctement l'espace L2 (0) en une partie gradient et une partie à 
divergence nulle. Concernant l'élément pl Nc/pl + pO, nous pouvons appliquer la relation 
(4.23) pour montrer que les deux éléments sont capables de représenter les mêmes gradients 
de pression, par conséquent, cet élément est lui aussi en mesure de séparer correctement 
l'espace L2 (0). ' 

De plus, nous montrons que l'espace V h est consistant à l'ordre 2 avec l'espace V. 

Théorème 4.4.1. Nous avons le résultat d'approximation suivant: 

VVh EV h, inf IIVh - vllo n ~ Ch2
11 vhllh n vEY , , 

(4.27) 
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Démonstration. Pour la démonstration, nous introduisons un problème auxiliaire: Trouver 
(v, 'ljJ) dans L2 (0)d x Hl (0) n q(O) tel que: 

{ 

(v,w) + (w,\l'ljJ) (Vh,W), Vw E L2 (0)d 

(v, \lq) 0, Vq E H1(0) n L6(0) 

En prenant, w = v - Vh, nous obtenons: 

IIV - vhl16,n = (Vh, \l'ljJ) 

(Vh, \l('ljJ - 'ljJh)) V'ljJh E M~ 

L r Vh' \l('ljJ - 'ljJh) dV 
KETh JK 

L r Vh·n('ljJ-'ljJh)ds 
KETh JaK 

L r vh·n('ljJ-'ljJh-rr~('ljJ-'ljJh)ds 
KETh JaK 

< C Ilvhllh,n 11('ljJ - 'ljJh) - rr~('ljJ - 'ljJh)llo,n 

Maintenant, nous choisissons 'ljJh telle que: 

Ilv - vhl16,n S Ch Ilvhllh,n 11('ljJ - 'ljJh)llo,n 

IIv - vhl16,n S Ch21lvhllh,n Il'ljJlll,n 

La condition inf-sup pour le problème de Darcy nous permet d'écrire: 

f311'ljJlkn < sup 
(w,\l'ljJ) 

wEL2(n)d Ilwllo,n 

< sup 
(W,Vh - v) 

wEV(n)d Ilwllon , 

f311'ljJlll,n < Ilv - vhllo,n 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

En combinant les relations (4.29) et (4.30), nous obtenons le résultat escompté. 0 

4.4.2 Super-Convergence de la solution du problème de Stokes 

Nous revenons au problème de Stokes dans le cas particulier où f = V"<I>, c'est-à-dire 
u = O. Nous pouvons alors montrer que l'ordre de convergence de la solution discrète vers 
la solution continue est supérieur aux résultats précédemment obtenus. 

Proposition 4.4.1. La solution (Uh, Ph) du problème de Stokes suivant: Trouver (Uh, Ph) 
dans Xh x N~ telle que : 

{

V 2 ~ 
ah (Uh, Vh) + bh(Vh,Ph) = Jn \l<I>Vh dx, VVh E Xh 

b~(Uh, qh) = 0, Vqh E Nh,o 

a la propriété de super-convergence suivante : 

IIUhllh,n 

Il <I> - Ph Ilo,n 

< C h311<I>112,n 
v 

< Ch211<I>112,n 

(4.31) 

(4.32) 
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Démonstration. Nous avons: 

Iluhll~,n .!. r f· Uh dx =.!. r \7 <1> . Uh dx 
LI ln LI ln 
.!. r \7 (<1> - <1>h) . (Uh - v) dx 
LI ln 

pour toute fonction <1>h de Mh, et pour toute fonction v de 

v = { v E L2(O)d /\1<1> E H1(O), ln \7<1> . v dx = o} . 
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons: 

1 
Iluhll~ n :S - inf 1<1> - <1>hh,n inf IIUh - vllo n 

, LI <PhEMh vEV ' 

En utilisant le résultat (4.27), nous pouvons écrire: 

Iluhllh,n 

Iluhllh,n 

< C h2 inf 1<1> - <1>hlI,n 
LI <PhEMh 

< C h3 11<1>112 n 
LI ' 
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(4.33) 

(4.34) 

Nous donnons maintenant une majoration de l'erreur de consistance 11<1> - Phllo,n' Pour 
toute fonction qh de Mh, nous avons la relation suivante : 

qh E Mh n Nh 

\lvh E Xh, b~(Vh, qh) = b~(Vh, qh) 

Notons eh = Ph - %. Nous avons: 

b~(vh,eh) ln \7<1>. Vh - b~(Vh, qh) - ah(uh, Vh) 

b~(Vh, <1» - b~(Vh, qh) - ah(uh, Vh) 

La condition inf-sup Darcy nous permet d'écrire: 

lIehllo,n 

lIehllo,n 

Ilehllo,n 

1 b~(Vh, <1> - qh) - ah(uh, Vh) < - su p ---!.!:...:..--:":"'---:""'::"""';,.,--------' 

(3 vhEXh Ilvhllh,n 
C C' 

< (3 11<1> - qhllo,n + fjlluhllh,n 

< ~ 11<1> - %lIo,n + O(h
3

) 

Par conséquent, 11<1> - Phllo,n est majoré ainsi: 

11<1> - Philo n :S (1 + C(3) inf 11<1> - qhllo n + O(h
3
) 

, %EMI ' 

" 
Supposons que <1> appartienne à H2(O), nous obtenons finalement: 

11<1> - Philo n :S Ch
211<1>112 n , , 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

D 
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4.4.3 Résultats numériques 

Pour les trois tests que nous présentons maintenant, nous résolvons les équations de 
Stokes pour un fluide dans un domaine carré unité. Les trois tests différent uniquement 
de par les forces volumiques appliquées. 

-Tlb..u + 'Vp = pl sur n, 
divu = 0 sur n, 

u = 0 sur 8n 

( 4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

Nous fixons Tl = 0.01m2 S-l et p = 1kg m-3 pour la suite des tests, nous reprenons 
ainsi les tests effectués par Gerbeau [GBB97]. 

4.4.3.1 Fluide soumis à une force constante 1 

Nous supposons 1 constante et égale à (100,100) sur n. Deux calculs sont effectués 
respectivement avec l'élément de Crouzeix-Raviart PlNCjPO et avec le nouvel élément 
plNCjpl + pO sur les trois maillages représentés sur les figures (4.2), (4.3) and (4.4). 

\: ,!~JV' f'J\tk' 

;"If'\':::'~{'\'+-/'~\)~y:\j, \;f~I~K,'~"'~ '- ... \/ \/_~\/ \,' \/ \ /'" 1/' 
" .;:~\ /~7\7t'< /""; " .ot"r-*1.; ~--YI',-/ '/" ~ k Y-." ,\ ", i / /-~ 

()f~ <JS,' >J~f::/ :~.:: 
~~E;~~;:r~;~:t:j~] ':;) 
::k!'/)/ )/l~/'/'*"'> 
/ \ 1 //\ " '". "J-::'-"'\; 
'~i l 'f.. r::t1 .. y/~ 
,/ / \; ~_~_" 1" '::L::~,L~L \ 

FIG. 4.2 - Maillage grossier FIG. 4.3 - Maillage in­
termédiaire 

Les résultats sont présentés dans le tableau (4.3). 

h 0.1 
Norme L:.l de l'erreur en pression 1.01374 
Norme L:.l de l'erreur en vitesse 14.2575 

Ordre de convergence pour la pression 
Ordre de convergence pour la vitesse 

FIG. 4.4 - Maillage fin 

0.05 0.025 
0.313299 0.082203 
3.53526 0.762752 

1.69 1.93 
2.01 2.21 

TAS. 4.3 - Résultats obtenus avec l'élément de Crouzeix-Raviart pour une force constante 

A vec le nouvel élément, la solution analytique est obtenue. La force 1 est une 
constante et peut donc s'écrire 1 = 'V<Po avec <Po une fonction de L6(n) linéaire sur n. 
Par conséquent <Po appartient à N h et (Uh = 0, Ph = <Po) est la solution de notre problème 
de Stokes. -

4.4.3.2 Fluide soumis à une force 1 = 'V<P 

Dans ce test, nous comparons de nouveau les deux éléments et la force 1 est égale à 
'V<Pl, avec <Pl = x5 + x4y3 + x2y + y4. 
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Ces tests ont à nouveau été réalisés sur les maillages représentés sur les figures (4.2), 
(4.3) et (4.4). Les résultats sont donnés dans les tableaux (4.4) et (4.5). Un résultat de super 
convergence est observé pour le nouvel élément et confirme numériquement les résultats 
théoriques obtenus précédemment. 

h 0.1 0.05 0.025 
Norme L2 de l'erreur en pression 0.0852782 0.0385061 0.018257 
Norme L2 de l'erreur en vitesse 0.312739 0.0767528 0.0178065 

Ordre de convergence pour la pression 1.14 1.07 
Ordre de convergence pour la vitesse 2.02 2.10 

---

TAB. 4.4 - Résultats obtenus avec l'élément de Crouzeix-Raviart pour f = \leI>1 

h 0.1 0.05 0.025 
Norme L:t de l'erreur en pression 0.0108966 0.00254827 0.00060535 
Norme L:t de l'erreur en vitesse 0.000267965 1.4087e-05 5.75e-07 

Ordre de onvergence pour la pression 2.09 2.07 
Ordre de convergence pour la vitesse 4.24 4.61 

TAB. 4.5 - Résultats obtenus avec l'élément pl NC/pl + pO avec f = \leI>1 

4.4.3.3 Fluide soumis à une force f = \leI> + rotg 

Les deux tests précédents illustraient le cas de fluide au repos. La force maintenant 
appliquée est la somme d'un gradient et d'une composante à divergence nulle engendrant 
ainsi une vitesse non nulle : 

---f = \leI> + rotg (4.41) 

---où rotg est définie par : 

Ccrt9 ~ [-~!l 
Pour s'assurer de la compatibilité entre la condition d'incompressibilité et les conditions 
aux limites, nous imposons g = go, avec go définie ainsi: 

A 

a 
go 

rota est alors définie par : 

0.1 [xy(l- x) (1- y)f, 

--­rotA, 

rota, 

~ auy aux 
rotu = -- ---ax ay 

Pour les calculs, .nous prenons eI> (x, y) = ~ y2 - lOx. 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

La figure (4.5) représente les champs de vitesse obtenus sur différents maillages et 
calculés avec différentes discrétisations, tous comparés avec la solution analytique. 

Trois calculs ont été menés sur un maillage structuré 41 x 41 avec différents étirements 
en utilisant une discrétisation de type MAC. Les résultats montrent que la discrétisation 
est très sensible aux étirements du maillage. Deux calculs supplémentaires ont été menés 
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u(x,y=OA) 

0,07 ri ---,------,----,---,----,----,----,-----,------,-------, 

0,06 

0,05 

0,04 

0,03 

0,02 

0,01 

New elcmelll unsilliclurcd 21x2 1 
NeweJemenll .1 slre lched 21x2 1 

0,4 0,6 

x 

F IG . 4.5 - Résultats du troisième cas test 

sur des maillages raffinés structurés 81 x 81 avec des étirements différents. Si les résulta ts 
semblent être moins sensibles aux étirements, les solutions calculées sont encore assez 
éloignées de la solution analytique. Deux autres calculs ont été fait sur des maillages 
non structurés générés à partir de maillages structurés 21 x 21 découpés en triangles, 
avec là aussi des ét irements différents. L'élément de discrétisation est le nouvel élement 
pI N C j P l + p O. Nous constatons que la discrétisation est très peu sensible aux étirements 
du maillage. De plus, même si les maillages sont relativement grossiers, la solution obtenue 
est t rès proche de la solution analytique. 

4 .5 M odification de l'élément de Taylor Raad 

En dimension d = 2, il est possible d 'étendre les résultats obtenus sur l'élément 
précédent à d 'autres éléments . Nous gardons donc l'espace discret de pression Nh et nous 
cherchons cette fois la vitesse appartenant à un espace X h défini comme suit : 

Xh = { Vh E RÔ(O)d jVK E Th, vhlK E P2(K )d } 

L'espace discret de vitesse est identique à celui de l'élément de Taylor-Rood. Les degrés 
de liberté de cet élément sont représentés sur la figure (4.6). 

Pour analyser ce nouvel élément , il n 'est pas nécessaire d 'introduire des formes discrètes 
ah et bh car la discrétisation est conforme. En effet, les espaces Xh et Nh sont inclus res­
pectivement dans R1 fO)d et L2 (O). Par conséquent, le problème de Stokes discret s'écrit: 
Trouver (Uh , ph) dans Xh x Nhl vérifiant: 

{ 

a(uh,vh)+b(vh,ph) 

b(uh , qh ) 

< f , v> , VVh E Xh 
( 4.45) 

0, Vqh E l'1h 
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, 1 .--
- - - - 1 b" 

K 1 K 

• Vitesse 

• Vitesse et Pression 

• Pression 

s· 1 

FIG. 4.6 - Degrés de liberté de l'élément de Taylor-Raad modifié 
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Les formes a et b sont donc tout naturellement continues sur Xh x Xh et Xh x Nh. L'ellip­
ticité de la forme a est tout aussi évidente. La seule propriété à vérifier pour s'assurer de 
l'existence d 'une solution unique à ce problème est la condition inf-sup. Le même schéma 
de démonstration que pour l'élément précédemment introduit est suivi; nous introduisons 
une décomposition des espaces Xh et N h avec certaines propriétés d'orthogonalité, puis 
nous montrons deux conditions inf-sup sur deux paires de sous espaces, enfin un argument 
analogue à celui de Boland et Nicolaides nous permet de conclure sur la condition inf-sup 
entre X h et Nh. 
Nous gardons la même décomposition de l'espace Nh à savoir : 

- 0 
Nh = Nh EB Nh 

Nous décomposons l'espace Xh comme: 

Xh = xI EB X~ 

où xI est défini par : 

xI = {Vh E Xh;Ve E Eh, (Vh' ne}(me) = O;VVi E 7il,Vh(Vi) = O} , ( 4.46) 

Proposition 4.5.1. Il existe une constante fh indépendante de h telle que la condition 
inf-sup suivante soit vérifiée : 

- b(Vh , qh) 
Vqh E Nh, sUP , Il Il ~ (3 llqhllo,n 

VhEX~ Vh I ,n 
(4.47) 

Démonstration. La démonstration est exactement identique à la condition inf-sup précédente 
(4.13). Nous devons simplement prêter attention à la relation suivante 

Vw E P2 (f{), 1 w dx = I~I L w(me), 
K eC8K 

valable uniquement en dimension d = 2. o .. 
Proposition 4.5.2. Il existe une constante (3 indépendante de h telle que la condition 
inf-sup suivante soit vérifiée : 

b(Vh, qh) 
Vqh E Nh , sup Il Il ~ (3 l1qhllo ,n 

VhEXh Vh I,n 
(4.48) 
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Démonstration. La démonstration est là encore en tout point identique à la démonstration 
de la condition inf-sup globale précédente (4.16). 0 

Proposition 4.5.3. Pour tout 1 dans L 2(0)d, le problème (4.45) admet une solution 
unique (Uh,ph) dans Xh x Nh. De plus cette solution vérifie 

Iluhlll,n + IIPhllo,n ::S c 1IIIIo,n, (4.49) 

pour une constante c indépendante de h. De plus, si la solution (u, p) du problème (1.24) 
appartient à HS +1 (0) x HS (0) pour s réel, 0 < s ::S 2, alors il existe une constante c 
indépendante de h telle que l'estimation d'erreur suivante entre cette solution et la so­
lution (Uh,ph) du problème (4.45) est valide: 

lIu - uhlll,n + IIp - Phllo,n ~ ch
s (liulls+1,n + IIplls,n) (4.50) 

.. 



Chapitre 5 

Extension au problème de 
Navier-Stokes 

Nous venons d'analyser la nouvelle discrétisation sur le problème de Stokes et nous 
nous intéressons maintenant au comportement de cette discrétisation sur les équations 
de Navier-Stokes. En réalité, nous travaillerons sur une forme légèrement modifiée des 
équations de Navier-Stokes. En effet, le cadre d'application de la plateforme PRICELES 
étant la Simulation de la Turbulence à l'aide de la Simulation des Grandes Echelles (SGE), 
nous nous intéresserons aux équations de Navier-Stokes filtrées. Nous introduirons tout 
d'abord brièvement le principe de la SGE, puis nous établirons les équations de Navier­
Stokes filtrées (§5.1). 

Nous verrons que du fait de la légère modification qu'introduit la SGE sur les équations 
de Navier-Stokes, la prise en compte des termes diffusifs demande une attention parti­
culière. Ce point sera abordé dans la section (5.2). 

Les problèmes traités par la SGE concernent des écoulements turbulents, ils ne sont 
donc pas à basse vitesse et les termes convectifs ne peuvent donc plus être négligés. Après 
avoir présenté ce que nous attendons de la discrétisation des termes de convection, nous 
proposerons une nouvelle discrétisation de ces termes (§5.3). 

5.1 Equations de Navier Stokes avec turbulence 

Comme nous l'avons dit, le cadre d'application de la plateforme PRICELES est la Si­
mulation des Grandes Echelles, par conséquent, nous entamons cette partie en présentant 
brièvement le principe de la SGE et en la situant parmi les méthodes de simulation 
numérique des écoulements turbulents. Pour plus de détails sur la plateforme PRICELES, 
le lecteur pourra consulter [BarOO] et [BEL99]. La description de la simulation des grandes 
échelles dans PRICELES est faite dans la thèse de C. Ackermann [AckOO]. 

5.1.1 La Simulation des Grandes Echelles 

Un écoulement turbulent contient un très grand nombre d'échelles. Si nous voulons 
simuler toutes ces échelles (Le. jusqu'au nombre d'onde de coupure de Kolmogorov 1), il 
est nécessaire d'a.,voir un nombre de points de l'ordre de Re3/ 4 (Re: nombre de Reynolds 2), 

Ile nombre d'onde de Kolmogorov kd est celui où se produit la dissipation d'énergie cinétique et corres­
pond aux plus petites structures turbulentes présentes dans l'écoulement. 

2Le nombre de Reynolds est un nombre adimensionnel permettant d'évaluer le rapport des forces d'iner­
tie sur les forces de viscosité. Il est formé par une échelle de longueur l, une échelle de vitesse u et par la 

viscosité moléculaire 1/. Son expression est: Re = ul. Plus il est élevé, plus l'écoulement est turbulent. 
1/ 

73 
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par direction. En trois dimensions, il faut donc Re9/ 4 points. Nous présentons maintenant 
les principales techniques classiquement utilisées pour simuler des écoulements turbulents. 

La Simulation Numérique Directe (SND ou DNS = Direct Numerical Si­
mulation) consiste à résoudre toutes les échelles du mouvement (cf. figure 5.1). Dans 
ce cas, aucune modélisation de la turbulence n 'est introduite, le système est entièrement 
décrit par les équations de Navier-Stokes. 

E(k) 

k kd 

FIG. 5.1 - Spectre d'énergie turbulente - En SND, tout est simulé 

Cependant, cette méthode de simulation reste limitée à des écoulements à faible nombre 
de Reynolds , assez peu turbulents, car elle nécessite des maillages très importants (de 
l'ordre Re9/ 4 points de discrétisation) pour pouvoir capter toutes les échelles du mou­
vement . Pour les écoulements à haut nombre de Reynolds , nous sommes actuellement 
limités par la capacité des calculateurs ; les calculs industriels à des nombres de Reynolds 
de l'ordre de 105 ou plus ne sont donc pas envisageables pour le moment . C 'est pour cette 
raison que d 'autres modélisations ont été développées. 

Les approches moyennées (RANS = Reynolds Averaged Navier-Stokes) per­
mettent de simuler des écoulements à des nombres de Reynolds plus grands. Une moyenne 
statistique des grandeurs de l'écoulement est calculée et les fluctuations par rapport à cette 
moyenne sont modélisées (cf. [Sag98] et figure 5.2). Habituellement, la moyenne statistique 
correspond à une moyenne temporelle, ce qui nécessite moins de points de discrétisation, 
car l'opération de moyenne diminue considérablement le nombre d 'échelles présentes dans 
l'écoulement , et permet donc de réaliser des simulations à plus haut nombre de Reynolds. 
La méthode k - E est un exemple d 'approche RANS. 

modélisé 
E(k) 

k 

FIG . 5.2 - Spectre d'énergie turbulente - En RANS 

Ce type d 'approche ne permet pas de simuler tous les types d 'écoulements. Par exemple, 
la simulation d 'écoulements instationnaires n 'est pas envisageable, dans le cas où la gran­
deur calculée correspond à une moyenne temporelle. L'approche intermédiaire aux méthodes 
RANS et à la SND est celle que nous allons utiliser dans ce chapitre. 
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La Simulation des Grandes Echelles (ou LES = Large Eddy Simulation) 
permet de simuler toutes les échelles, jusqu 'à une échelle spatiale, que nous nommons 
échelle de coupure : les échelles plus petites sont alors modélisées (figure 5.3). P ar rapport 
à une SND, moins de points de discrétisation sont nécessaires, ce qui permet d 'envisager 
des situations à des nombres de Reynolds plus élevés et , par rapport à une méthode RANS , 
nous avons accès à des informations supplémentaires. 
Elles sont de deux types : 

- des informations statistiques, comme les valeurs moyennes, mais aussi les fluctuations 
des différentes grandeurs (écart types ... ), ou des spectres temporels (ou spatiaux 
dans certains cas). 

- des informations sur la topologie de l'écoulement: nous pouvons voir les structures 
cohérentes (tourbillons ... ), présentes dans l'écoulement . 

simulé 

E (k) modélisé 

k kd 
kc 

FIG . 5.3 - Spectre d 'énergie turbulente - En SGE 

Nous donnons maintenant plus de précision sur le principe de la Simulation des Grandes 
Echelles . En Simulation des Grandes Echelles, nous résolvons explicitement les grandes 
échelles et nous modélisons ce qui se passe aux échelles plus petites . Ceci revient à appliquer 
un filtre passe-bas (pour les nombres d 'onde), qui élimine les fluctuations des échelles 
inférieures à la largeur du filtre .6. , appelées échelles sous-maille. 

5.1.2 Les équations de Navier-Stokes filtrées 

Le sujet principal de notre travail n 'est pas la SGE, c'est pourquoi nous nous limiterons 
à rappeler les propriétés que doit vérifier le filtre et à donner quelques exemples de filtre 
utilisé. L'opération de filtrage ne nous intéresse que d 'un point de vue formel pour obtenir 
les équations que nous devons discrétiser . 

Le filtre Soit G ce filtre, et lIa grandeur filtrée correspondant à f. L'opération de 
fil t rage correspond à un produit de convolution, nous avons: 

.. Ï( x, t) = (G * f) (x, t) = J f (Y, t)G(x - fj) dy (5. 1) 

Pour que les équations de Navier-Stokes filtrées conservent les propriétés mathématiques 
des équations de Navier-Stokes, le filtre doit vérifier les propriétés suivantes (cf. [Sag98]) : 

- il doit conserver les constantes: a = a, si a est une constante (par construction) , 
- il doit être linéaire: f + 9 = 1 + g. Cette propriété est vérifiée quelque soit G, du 

fait de la linéarité du produit de convolution. 
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'1 d . 1 d" . 8f 81 
- 1 Olt commuter avec a envatlOn: 8x = 8x' 

Nous présentons les filtres classiquement utilisés en Simulation des Grandes Echelles. 
Nous les écrivons pour le cas mono-dimensionnel. 

- Pour une SGE dans l'espace spectral, le filtre classiquement utilisé est le filtre droit 
ou filtre porte, défini par : 

G(k) = { ~ si k < kc 
sinon 

kc est le nombre d'onde de coupure du filtre. 
Les autres filtres explicites utilisés sont : 

- le filtre gaussien défini par : 

G(X) = (-1-) exp (-1'IIX I1
2

) 
7T.6. 2 .6. 2 

où l' est une constante, habituellement prise égale à 6. 
- le filtre boite ou filtre droit dans l'espace physique défini par: 

GCx) = U . ~ 
SI Ilxll < "2 
sinon 

27T - 7T 
Par définition, kc = ~ et.6. = 2.6.x, d'où: kc = .6.x' 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

En pratique, le filtre que nous utilisons dans le cadre de la plateforme PRICELES est 
un filtre implicite lié à la discrétisation. En Volumes Finis, le filtre implicite dû au maillage 
peut être assimilé à un filtre boite, car les grandeurs calculées peuvent être considérées 
comme leur moyenne sur les volumes de contrôle. La largeur de ce filtre est 2.6.x. 

Pour ce travail, nous supposons que ce filtre vérifie les trois propriétés requises. Notons 
que si la troisième propriété n'est pas vérifiée, l'erreur dù à la non commutation des 
opérateurs de filtrage et de dérivation est d'ordre deux (cf. [GM95]) et vient s'ajouter aux 
erreurs numériques d'approximation et de modélisation. 

Nous appliquons le filtre passe-bas aux équations de Navier-Stokes (équations 1.11 et 
1.12). Nous obtenons: 

8fii 8 
8t + 8x(fii fij) 

J 

8fii 

8Xi 

- 8p 8 2 fii 8 
fi - - + /1-- + -(fii fij - uiuj) 

8Xi 8xjxj 8xj 

o 

En utilisant à nouveau la propriété d'incompressibilité et le fait que nous nous intéressons 
à des écoulements à viscosité constante, nous pouvons réécrire ainsi la première équation: 

8fii 8 _ _ - 8p 8 -
-8 + -8 (Ui Uj) = fi - -8 + -8 (2/1Sij + Tij ) 

.. t Xj Xi Xj 

avec Tij = fii fij - Ui Uj 

Tij est le tenseur des contraintes sous-maille. 
Ce terme caractérise les effets des échelles sous-maille sur les grandes échelles; c'est par ce 
terme que nous modélisons la turbulence. Nous considérons ici uniquement des modèles 
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faisant l'hypothèse d'une viscosité turbulente, c'est à dire que le tenseur des contraintes 
sous-maille peut s'écrire comme: 

Tij = 2VtSij. 

La viscosité turbulente est alors évaluée avec un modèle sous maille. Les modèles de Sma­
gorinsky et Fonction de Structure, ainsi que plusieurs de leurs variantes sont implémentées 
dans la plateforme PRICELES. Les équations de Navier-Stokes filtrées s'écrivent donc: 

8 - 8 _ ) 
Ui + ---(Üi Uj 

al 8xj 

5.2 Aspects diffusifs 

8Üi 

8Xi 

- 8p 8 -
fi - - + -(2(v + Vt)Sij) 

8Xi 8xj 
(5.5) 

o (5.6) 

Nous nous intéressons plus particulièrement à l'implémentation de l'opérateur de dif­
fusion. Nous verrons que la combinaison de la non conformité de la vitesse discrétisée et 
de la modification du terme de diffusion pour prendre en compte les effets de la turbu­
lence nous force à prendre quelques précautions pour implémenter l'opérateur de diffusion 
turbulente. 

Nous nous intéressons à la discrétisation du terme de diffusion des équations de Navier­
Stokes standards. Dans ce cas, le terme continu à discrétiser s'écrit: 

DiffA = div (v'(lu) = vf:lu 

puisque nous avons supposé v constant. 
Ce terme est celui que nous avons étudié dans les chapitres précédents lors de l'étude 

de la discrétisation du problème de Stokes. 
Revenons maintenant aux équations qui nous intéressent, à savoir les équations de 

la SGE, les équations de Navier-Stokes filtrées. La modélisation de la turbulence étant 
uniquement prise en compte de façon diffusive, le terme de diffusion des équations en est 
bien évidemment affecté. Ce terme s'écrit: 

DiffB = div [(v + Vt) ('(lu + '(luT)] 

Le terme de diffusion a été modifié en deux points : 
- La turbulence modélisée par une action purement dissipative a conduit à l'introduc­

tion d'une viscosité turbulente Vt. 

- La nature du terme de diffusion a également été modifiée puisque cette fois, ce n'est 
plus la divergence du gradient de vitesse qui intervient mais la divergence du tenseur 
des vitesses de déformation. 

Ces deux modifications entraînent bien évidemment une modification du comportement 
de l'opérateur de diffusion. Aussi, pour mieux identifier l'effet des deux modifications 
apportées au terme de diffusion, nous décidons de séparer les deux effets en écrivant le 
terme de diffusion sous la forme suivante : 

DiffB = v div \lu + \lu + div Vt \lu + \lu .. ( ~ ~ T) [( ~ ~ T)] (5.7) 

Ainsi, nous pouvons analyser le comportement de cet opérateur de diffusion dans 
le cadre d'un écoulement laminaire sans prendre en compte le second terme mais en 

considérant uniquement le terme v div ('(lu + '(luT). 
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5.2.1 Diffusion laminaire 

Au terme de diffusion standard I/b..u, s'est donc ajouté un terme faisant intervenir la 
divergence du gradient de vitesse transposée. Ce terme n'apparait pas dans la formulation 
continue car en appliquant la relation suivante : 

( ~ T) ~ div \1 U = \1 (div u) 

il apparait que pour un écoulement incompressible, ce terme est nul. Pour cette raison, 
le terme de diffusion que l'on cherche à discrétiser de façon standard est uniquement 
I/b..u. Pour connaitre l'influence et les effets du terme rajouté, nous nous intéressons à sa 
discrétisation : 

ah(Uh,Vh) 2::= r 1/(~Uh)T:~VhdV 
K JK 

Ici par souci de simplicité d'écriture, nous omettons les indices h de Uh et Vh. Notons A(K) 
l'intégrale sur K. 

A(K) L I/h (ux,xvx,x + uy,xVx,y + Ux,yVy,x + Uy,yVy,y) dV 

On applique deux fois la formule de Green sur les "termes croisés" 

L I/hUy,xVx,y dV I/hlK ( - L Uy,xyVx dV + laK uy,xvxny dS) 

I/hlK (L Uy,yVx,x dV + laK uy,xvxny ds - laK uy,yvxnx dS) 

De même pour l'autre terme croisé, on obtient: 

L I/hUx,yVy,x dV I/hlK (L Ux,xVy,y dV + laK ux,yvynx ds - laK ux,xvyny dS) 

En réintroduisant ces équations dans l'expression A(K), on obtient: 

A(K) L I/h (ux,xvx,x + Uy,yVx,x + Ux,xVy,y + Uy,yVy,y) dV 

+ r I/h (uy,xny - uy,ynx) Vx ds + r I/h (ux,ynx - Ux,xny) vy ds 
JaK JaK L I/h ((ux,x + Uy,y) (vx,x + Vy,y)) dV 

+ r I/h (uy,xny - uy,ynx) Vx ds + r I/h (ux,ynx - UX,Xny) vy ds 
JaK JaK 

'" 
Nous cherchons une solution à notre problème qui est dans V h. Or pour le choix d'espaces 
et de formes bilinéaires que nous avons fait, les fonctions de V h sont à divergence nulle sur 
les éléments donc les intégrales sur les triangles, s'annulent, et il reste les intégrales sur le 
bord des éléments. Les transformations effectuées sur les triangles sont "l'équivalent" de 
la transformation en continu ~ . (~il)T = ~(~ . il). 
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La quantité ah (u, v) se limite donc au saut des gradients de vitesse, si l'on considère v 
constant, à travers les triangles : 

ah(u,v) 

ah(u, v) 

LA(K) 
K 

L (r Vh (uy,xny - uy,ynx) Vx ds + r Vh (ux,ynx - ux,xny) vy ds~.8) 
K JôK JôK '1 
L r [Vh (uy,xny - uy,ynx) 1 Vx ds + L r [Vh (ux,ynx - ux,xny) 1 vy ds 

eftôrl Je eftôrl Je 

5.2.1.1 Détails pour une fonction de Xh 

Nous allons maintenant expliciter ce terme supplémentaire pour des fonctions pl 
non conforme et pour des fonctions pl. Nous verrons alors clairement que le terme 
supplémentaire est identiquement nul pour la discrétisation pl tandis qu'il ne l'est pas 
pour la discrétisation non conforme. 

Pour ce faire, nous étudierons deux cas 
- l'influence de la fonction sur elle-même, 
- l'influence de la fonction sur une fonction voisine. 

Influence d'une fonction sur elle-même Il nous suffit de considérer un élément K. 
La normale à la surface fa et exterieure à K est notée 50 et ses composantes sont S~ et 
S~. La figure (5.4) illustre cette configuration. 

.... 
Sa 

u = (~~) 

FIG. 5.4 - Notations pour le calcul du gradient d'une fonction pl Ne : premier cas 

Soit iila fonction de Xh portée par cette face fa, de composantes U x et uY . Le gradient 
de cette fonction s'écrit: 

[
UXS~ 

W 
gradulK ~ ~I~ 

USa] 
x y 

W 
U Sa y y 

fKT 
La fonction test v est portée par la même face fa. En reprenant l'expression (5.8) avec 
v = 1, nous obtenons: .. 

ah(u = (~~),v = (Ô)) 

ah(u = (~~),v = (~)) 

UyS~ a UyS~ a 
W Sy -WSx = 0 

U Sa Sa 
~So _ Ux x Sa = 0 
IKI x IKI y 
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Remarque 6. Nous donnons le résultat équivalent pour une fonction discrétisée pl. La 
figure (5.5) illustre les notations choisies. 

/-
sa u = 

FIG. 5.5 - Notations pour le calcul du gradient d'une fonction pl : premier cas 

Le gradient de la fonction u = (~~) associée au sommet 80 s'écrit: 

[ 

uxsg UXS~l -W -W 
gradul Ki = U Sa UyS~ 

y x __ _ 

-W IKI 
La fonction test v est également associé au sommet sa. Là encore, en reprenant l'expression 
(5.8) avec 1/ = 1, nous obtenons: 

ah(u= (~~),v = (Ô)) uysg 1 a UyS~ 1 a 
W"2 SY -W"2Sx =O 

* U x _ (0) Ux S~ ~ a _ Ux sg ~ Sa = 0 
ah(u = (uy), v - 1 ) IKI 2Sx IKI 2 y 

Nous constatons donc que le terme supplémentaire de diffusion que nous étudions n'a 
pas d'influence sur les termes diagonaux que ce soit pour une discrétisation pl conforme 
ou non. 

Influence d'une fonction sur une fonction voisine Soit il, la fonction de X h portée 
par cette face fa, de composantes U x et uY ' 

Le gradient de cette fonction s'écrit: 

[

uXSg 

W 
gradulK = uysg 

IKI 
~:'~l u Sa y y 

W 
La fonction v est cette fois portée par la face fl. En reprenant l'expression (5.8) avec 
1/ = 1, nous obtenons: .. 

ah(u= (~~),v = (Ô)) 

ah(u = (~~),v = (~)) 

uysg SI _ UyS~ SI 
IKI y IKI x 

uxS~ SI uxsg SI WX-Wy 
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So 

(~~ ) 

FIG. 5.6 - Notations pour le calcul du gradient d'une fonction pl Ne : second cas 

Remarque 7. Nous donnons le résultat équivalent pour une fonction discrétisée pl. La 
figure (5.7) illustre les notations choisies. 

SI 

FIG. 5.7 - Notations pour le calcul du gradient d'une fonction pl : second cas 

Le gradient de la fonction u associée au sommet So sur l'élément Ki s'écrit: 

.. [ 

uxS1 
-IKil 

gradulKi = UyS~ 

-IKil 

UXS~l -IKil 
uySt 

-IKil 

La fonction v est associée au sommet SI. En reprenant l'expression (5.8) avec v = l, nous 
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obtenons: 

ah(u = (~~),v = (6)) 

ah(u = (~~),v = (~)) 

uyS1; ~ (SI SO) UyS; ~ (Sl-2 _ SO) 
IKll 2 y + y + IK21 2 y y 

UyS~ 1 (1 0) uyS; 1 (2 0) 
- IKll"2 Sx + Sx - IK21"2 SX - Sx 

uyS1; 1 0 uyS; 1 0 UyS~ 1 0 uyS; 1 0 

IKll "2 Sy 
- IK21 "2 Sy 

- IKll "2 Sx + IK21 "2 Sx 

u y ;;;'() ;;;'() 

( 
S-O-l S-0-2 ) 

2 S 1\ IKll - S 1\ IK21 = 0 

uxS~ 1 (1 0) uxS; 1 (2 0) 
IKll"2 Sx + Sx + IK21"2 SX - Sx 

_ Uxs1; ~ (SI SO) _ UxS; ~ (S2 _ SO) 
IKll 2 y + y IK21 2 y y 

uxS~ 1 0 uxS; 1 0 uxs1; 1 0 uxS; 1 0 

IKll "2 Sx - IK21 "2 Sx - IKll "2 Sy + IK21 "2 Sy 

U x "D "D 
( 

S-O-l S-0-2 ) 
2 S 1\ IKll - S 1\ IK21 = 0 

Cette fois-ci, nous pouvons constater que le terme supplémentaire de diffusion que nous 
étudions, s'il est nul pour les termes extra-diagonaux dans le cas d'une discrétisation pl 
conforme, ne l'est pas dans le cas d'une discrétisation pl non conforme. 

En conclusion, nous pouvons dire que ce terme (nul dans le cas continu) est nul dans 
le cas d'une discrétisation pl conforme (il peut donc être ajouté et pris en compte sans 
désagrément), tandis qu'il n'est pas nul pour une discrétisation pl non conforme. La prise 
en compte d'un tel terme va donc introduire une erreur purement numérique. 

5.2.1.2 Illustration numérique 

Pour nous rendre compte de l'effet de l'ajout de ce terme à l'opérateur de diffusion 
laminaire, nous l'avons implémenté et testé sur un cas simple. Le cas test que nous avons 
choisi pour illustrer l'influence de ce terme est le cas d'un écoulement 2D de Poiseuille. 
Le domaine de calcul est un carré de côté 1 maillé en 800 triangles. 

- Sur les frontières y = 0 et y = 1, une condition d'adhérence est imposée fi = O. 
- Sur la frontière x = 0, une pression p = 0 est imposée. 
- Sur la frontière x = 1, une pression p = 1 est imposée. 
Ce problème admet la solution analytique suivante : 

{ 

U h(y -1) 
v 0 
p x 

Le maillage utilisé ainsi que les résultats du calcul sont présentés sur les figures 5.8 
à 5.11. Le maillage .. que nous avons utilisé pour ce calcul privilégie volontairement une 
direction, pour mieux illustrer le fait que le terme ajouté à la diffusion est dépendant du 
maillage. 

Bien entendu, la résolution de ce problème avec l'opérateur de diffusion laminaire non 
modifié donne des résultats tout à fait satisfaisants (les normes d'erreurs obtenues sur la 
vitesse sont de l'ordre de 1.e-5). Sur la figure représentant la solution de vitesse horizontale 
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FIG. 5.8 - Poiseuille: Maillage utilisé 

vitess e X elem dom 

[

-0.00521 
-0.0085 
-0 . 0118 

f- -0.0151 
L -0.0184 

-0.0216 
-0.0249 
- 0 .0282 

- -0. 0314 
-0. 0347 
-0. 038 
-0 . 0413 
-0.0446 
-0.0479 
-0.0512 
-0.0545 
-0 .0577 
-0 . 061 
-0.0643 
-0.0676 

,- -0.0708 
-0.0741 
-0. 07~4 
-0 .0807 
-0.084 

FIG. 5.9 - Poiseuille: Vitesse horizontale 

83 
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v itesse Y elem dom 

,- 0.0194 
,- 0.0178 
~ 0.0161 

- 0 . 0145 
- 0.0129 
- 0.0113 

0 . 00969 
0.00808 

- 0.00647 
0.00486 
0.00324 
0.00162 
o 
-0.00162 
-0.00324 
-0 . 00486 
-0.130647 
-0.00808 
-0.00969 
-0 . 0113 
-0.0129 
-0.0145 
-0 .0161 
-0.0178 
-0.0194 

l f-'~f :p 

pression_elem_dom 

1.32 
1.25 
1 . 18 
1.12 

- 1 . 05 
0.979 
0 . 91 
0.842 

- 0.774 
0.706 
0.637 
0 . 569 
0 . 5 
0.431 

- 0.363 
0.294 
0 . 226 
0.158 

- 0.0895 
0.0214 
-0.0468 

,- -0. 115 ~ 

-0.184 
-0.252 
-0.321 

r 

F IG. 5.10 - Poiseuille: Vitesse verticale 

J 

F IG. 5.11 - Poiseuille: Pression 
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Uh avec gradient transposé, nous observons des bandes d'isovaleurs horizontales tout à fait 
normales puisque la solution continue est y(y - 1). Mais nous distinguons également sur 
cette figure, des bandes d'isovaleurs verticales de même fréquence que le maillage, alors que 
la solution continue ne dépend absolument pas de x. Ces bandes verticales sont uniquement 
le fait du terme de diffusion modifié. Les perturbations sont encore plus flagrantes sur les 
figures représentant les champs de vitesse verticale et de pression. La vitesse verticale 
devrait être nulle or nous distinguons le même type de bande, le fluide suivant en fait les 
lignes de maillage. L'intensité de ces perturbations est de plus élévé puisque le maximum 
de vitesse parasite verticale relevée représente près de 25% du maximum de la vitesse 
horizontale. Le champ de pression est lui aussi parasité et laisse apparaître ses bandes de 
même fréquence que le maillage. 

Dans le cas d'un écoulement laminaire, où l'on suppose en plus que la viscosité est 
constante, nous ne tenons pas compte dans le terme de diffusion de ce terme supplémentaire 
que nous venons d'étudier. 

5.2.2 Diffusion turbulente 

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, la modification de la nature du 
terme de diffusion des équations de Navier-Stokes filtrées a des conséquences relativement 
importantes. Dans le cas d'un écoulement turbulent, au niveau des zones où le modèle de 
turbulence n'intervient pas, il serait erroné de tenir compte du terme faisant intervenir 
la divergence du gradient transposé dans le terme de diffusion. Par conséquent, nous 
avons choisi de modifier le terme de diffusion turbulente pour tenter de limiter les erreurs 
numériques apportées par la non conformité de la vitesse. Le terme a discrétiser est celui 
de l'équation 5.7 : 

DiffB = v div (Vu + VU T) + div [Vt (Vu + Vu T)] 

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent la prise en compte du gradient trans­
posé dans le cadre d'une discrétisation pl non conforme introduit une erreur purement 
numérique. Dans le cadre d'un écoulement laminaire où de surcroit nous avons considéré 
la viscosité moléculaire v constante, le paragraphe précédent nous a montré quels étaient 
les effets de ce terme et nous avons donc décidé de ne pas tenir compte de ce dernier. Le 
premier terme de l'équation 5.7 est donc modifié pour ne pas tenir compte du gradient 
transposé. Le second terme de cette équation n'est lui pas modifié. En effet, celui ci fait 
intervenir la viscosité turbulent qui varie de maille en maille. Il n'est donc pas possible 
de tenir le même raisonnement que précédemment pour éliminer le terme en gradient 
transposé. Par conséquent le terme diffusif turbulent discrétisé s'écrit : 

Difft = v div (Vu) + div [Vt (Vu + Vu T)] (5.9) 

5.3 Aspects Convectifs 

5.3.1 Problématique 

La complexité de l'étude, de la discrétisation et de la résolution des équations de 
Navier-Stokes vient en grande partie des termes convectifs non-linéaires. C'est pour cette 
raison que l'étude de l'élément que nous avons introduit s'est faite sur les équations du 
problème de Stokes où les termes de convection sont négligés. 

Une nouvelle fois, nous allons voir combien il est important que l'espace discret V h 

soit consistant avec l'espace continu V. 
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Cette fois ci, nous supposons que le fluide étudié est très peu visqueux au point que 
nous négligerons les termes diffusifs . Le problème auquel nous nous intéressons est donc 
le suivant : nous cherchons à résoudre le système d 'équations: 

{ 

(u · V u) + Vp f 
V ·u 0 

u (yx) 

La solut ion cont inue de ce problème est la suivante : 

(~ ) ( !1: ) 
1 

p = _ (x2 + y2) 
2 

dans 0 
dans 0 
sur r = ao 

(5.10) 

Nous avons effectué deux calculs sur ce cas test. Le domaine 0 est le carré unité. Les 
deux calculs sont initialisés avec le champ solution continu. Un calcul a été lancé en 
discrét isant à l'aide de l'élément de Crouzeix-Raviart . Un autre a été mené à l'aide de 
l'élément p1 NC j p l + p O sur un maillage llx ll. Le premier calcul n 'a pas abouti et 
a di vergé. Avant de présenter le résultat du second calcul, nous tentons de donner une 
explication de cet te divergence. 

5.3.1.1 L'espace Vh trop grand du p 1NC j P O 

Pour illustrer cette explication , nous nous appuierons sur deux exemples de maillages 
simplifiées du domaine 0 présentés sur les figures suivantes (5. 12, 5. 13). En noir , nous avons 
représenté , la solution du problème continu. En rouge, nous avons fait figurer l'accélération 
du terme convectif. 

FIG. 5.12 - Premier exemple de maillage de 0 

~ 

FIG. 5. 13 - Second exemple de maillage de 0 
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L'état init ial est la solution du problème continu. Cette solution ét ant linéaire, l'élément 
de Crouzeix-Raviart est en mesure de calculer de façon exacte l'accélération du terme 
convectif. En effet le gradient de vitesse par élément vaut (~ (}). L'accélération calculée 
vaut donc (~). Or sur le premier maillage, ce terme est exactement un élément de l'espace 
V h , ce qui est loin d 'être le cas dans l'espace continu . De ce fait , la pression dans l'espace 
discret ne "voit" pas et ne peut donc compenser l'accélération du terme convectif comme 
cela se produit en continu. Le second maillage est un peu moins sévère pour l'élément 
puisque une partie de l'accélération (sur toutes les faces obliques relativement aux axes) 
est "vue" par les pressions des différents éléments. Cependant, sur les faces tangentes 
aux axes, l'accélération du terme convectif est considéré comme à divergence nulle pour 
l'élément et il n 'est donc pas controlé par le terme de pression. 

Pour le nouvel élément int roduit , le terme convectif se calcule exactement de la même 
manière puisque l'espace discret de vitesse est identique. Cependant l'espace Vh est différent 
et cette fois , aucun terme d 'accélérat ion n 'apparaît comme étant dans Vh, tous ces termes 
s 'écrivent en fait comme des gradients de pression. Et c'est ce que nous pouvons constater 
sur la figure suivante. Le champ de pression que nous visualisons sur un quart du domaine 

Cross section (x,y)=(0 ,0) ,(x,y)=(1 ,0) and (x,y)=(0,1) Temps:0.0200 s 

PRESSURE [Pa.m3.kg-1] 

0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 

o 
-0.1 
-0 .2 
-0.3 

Case Tourbillon 
0.7 
0.6 
0 .5 

4 

.2 

.1 
o 
.1 
.2 

F I G. 5. 14 - Tourbillon résolu avec le nouvel élément 

est bien identique à la solut ion analytique, de forme parabolique. L'accéleration des termes 
convectifs est bien compensée par la pression . .. 
5.3.2 Schéma proposé 

Les modèles de turbulence que nous utilisons pour la SGE sont tous de nature unique­
ment dissipative. La distinction des différents modèles passe donc simplement par une vis­
cosité turbulente différement calculée. Afin de caractériser et d 'étudier le plus précisément 
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possible ces différents modèles, il est donc nécessaire de limiter au maximum les sources 
de diffusion artificielles comme celles des schémas numériques. C'est pourquoi un effort a 
été fait sur les schémas convectifs. En effet, l'utilisation d'un schéma de type amont, re­
lativement diffusif anéantirait les chances de pouvoir étudier et appliquer des modèles de 
turbulence pour la SGE. En effet la diffusivité de ce schéma masque à elle seule la diffusivité 
qu'introduit le modèle de SGE. D'un autre côté, si le schéma ne doit pas être trop diffusif, 
il doit cependant rester stable et ne pas entraîner une divergence du calcul par une création 
artificielle d'énergie. Le schéma dit centré a cette propriété d'être inconditionnellement in­
stable. Entre ces deux extrêmes, nous proposons un nouveau schéma de discrétisation qui 
nous a permis de réaliser les calculs présentés dans le chapitre suivant. Il faut noter qu'une 
tentative intéressante a été faite par Benhamadouche ([BLOO]) étendant ainsi les travaux 
de Perot ([PerOO]) pour réaliser un schéma conservant exactement l'énergie cinétique en 
l'absence de termes diffusifs (dans le cas de fluides parfaits). Mais ce schéma est relati­
vement lourd à appliquer en terme de cout CPU et un développement supplémentaire 
devrait être étendu aux cas des fluides visqueux. 

Nous reprenons les équations de Navier-Stokes originales. Par souci de simplicité et ne 
considérant dans cette partie la discrétisation des termes convectifs, nous prendrons les 
équations de Navier-Stokes non filtrées. 

Nous introduisons maintenant une décomposition de l'espace Xh en une partie pl 
continue et une partie discontinue. La séparation se fait au sens de L2 . Nous noterons Xh 
l'espace discret pl conforme défini ainsi: 

Xh = {Vh E L2 (O)d / VK E~, vhlK E PI(K)} 

La séparation de l'espace Xh peut donc se résumer par les équations suivantes: 

Uh fih +Uh 

(Uh,Vh) o VVh E Xh 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Nous pouvons réécrire les équations de Navier-Stokes en nous servant de la décomposition 
introduite, ce qui donne: 

(a~h, Vh) + 1/ (\luh, \lvh) + (Uh· \luh, Vh) + (Vh, \lPh) = (f, Vh), VVh E Xh (5.14a) 

(a~h, Vh) + 1/ (\luh, \lvh) + (Uh· \luh, Vh) + (Vh, \lPh) = (I, Vh), VVh E Xh (5.14b) 

(\l . Uh, qh) = 0, Vqh E Mh (5.14c) 

Compte tenu des propriétés de la décomposition (5.13), ce système s'écrit: 

(a~h, Vh) + 1/ (\luh, \lvh) + (Uh . \luh, Vh) + (Vh, \lPh) 

(a~h, Vh) + 1/ (\luh, \lvh) + (Uh· \luh, vh) + (Vh, \lPh) 

(\l . Uh, qh) 

= (f, Vh) , VVh E Xh 

= (I, vh) , VVh E Xh 

= 0, Vqh E Mh 

Nous faisons le cQoix de pénaliser la partie discontinue de la vitesse de la façon suivante: 

(a~h + >'Uh, Vh) + 1/ (\luh, \lvh) + (Vh, \lPh) = (I, Vh) , VVh E Xh (5.15) 

Sur cette équation, le terme convectif est donc volontairement négligé par souci de stabi­
lité. Le choix du >. sera explicité plus tard. 
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Nous choisissons de coupler le schéma de discrétisation temporelle avec celui de discrétisation 
des termes convectifs. Le couplage est le suivant : 

Uh - Uh n+- n+- n+- n+- -
( 

-n+l -n ) ( 1 ) (1 1) ( 1 ) !lt ,Vh + v '\luh 2, '\lVh + U h 2. '\luh 2, Vh + Vh, '\lPh 2 = (f, Vh), VVh E Xh 

Uh + )..Uh ,Vh 
( 

'n+l _ U'hn ,n+~,) 
!lt + v '\luh ,'\lvh + Vh' '\lPh = (J, Vh) , VVh E X h ( 

n+~ ,) (, n+~) , , , 

( 
n+1 ) '\l . U h 'i, qh = 0, Vqh E Mh 

où la notation suivante a été adoptée : 

1 1 1 1 1 r+'i = - (r+ + r) = - (J(t = tM ) + f(t = tn)) 
2 2 

Intéressons nous plus particulièrement aux termes convectifs de l'équation portant sur 
l'espace Xh. En utilisant la décomposition précédemment introduite de l'espace Xh, nous 
pouvons réécrire ce terme convectif en deux termes : 

( 
n+l n+l ) 

U h 2. '\luh 2, Vh ( 
n+l n+l ) (n+l In+l ) 

U h 2 .'\luh 2,Vh + U h 2 .'\luh 2,Vh 

, .., ri , v .1 

A B 

1 

Nous nous intéressons maintenant au premier terme lorsque Vh = u~+'i 

A ""' 1 ( n+~ n_n+~) _n+~ d ~ uh · v Uh . Uh x 
KETh K 

1 ( 1 1) - 1 1 (1 1) 1 A ""' _n+'i _n+'i n n+'i d ""' n+'i n_n+'i _n+'i d 
-~ ~.~ v·~ x- ~ ~ ·v~ .~ X 

KETh K KETh K 

+ ""' ln (_n+~ _n+~) n+~ - d ~ u h · u h u h . n s 
KETh aK 

Or, la solution étant à divergence nulle sur les éléments, le premier terme de A est nul. En 
constatant que le second terme n'est autre que la quantité A, on obtient: 

A - 1 ""' ln (_n+~ _n+!) _n+~ - dl,,", ln (_n+~ _n+~) 'n+~ - d - 2 ~ Uh · U h Uh . n s + 2 ~ Uh · Uh U h . n s 
KETh aK KETh aK 

Comme Uh est continue, de la première somme d'intégrales, il ne subsiste que l'intégrale 
sur le bord du domaine n : 

A - 1 ln (_n+! _n+~) _n+~ - d + 1 ""' ln (_n+~ _n+~) 'n+~ - d - 2 u h · u h u h . n s - ~ u h · u h u h . n s 
an 2 KETh aK 

Enfin si nous faisons l'hypothèse que l'écoulement est régulier, c'est à dire que le terme 
In+l 

en Uh 2 est nul, alors le second terme de A et le terme B sont nuls. 
1 

Revenons alors sur la première équation de quantité de mouvement pour Vh = u~+'i, 
on obtient une équation d'évolution de l'énergie cinétique pour la composante continue: 

En+! - En (_n+~ n_n+~) h h = -v '\luh ,v u h !lt 

1 n+l 
1 ln (_n+~. _n+!) un+'i . fi ds + (f, Uh 2) - - Uh U h h 

2 an (5.16) 
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Cette dernière équation laisse donc apparaître que dans le cas d'un écoulement lisse 
(sans composante u,J, la variation d'énergie cinétique de la solution calculée avec le schéma 
proposé n'est dû qu'aux actions: 

1. du terme diffusif qui dissipe de l'énergie, 

2. du terme de bords (une entrée de fluide représente un apport d'énergie, une sortie 
représente une perte), 

3. du terme associé aux forces volumiques appliquées à l'écoulement. 

Revenons maintenant sur le choix du paramètre ..\ dans l'équation 5.15. Compte tenu 
du lien introduit entre la discrétisation temporelle et la discrétisation spatiale, l'équation 
précédente s'écrit: 

uh + ..\uh 'h 
( 

In+l - uhn In+~ VI) 

t:.t + 1/ \7uh ,\7vh + vh' \7Ph = (I, Vh) , VVh E Xh ( 
n+ ~ 1 ) (, n+ ~ ) 1 1 1 

Nous avons fait le choix de ne pas avoir de dépendance temporelle sur u ' . Ceci est réalisé 
en prenant ..\ = lt. Nous obtenons alors l'équation suivante: 

Uh 1 n+2" 1 1 n+2" 1 (2 m+l ) ( 1 ) ( 1) --Z:;:;:-, Vh + 1/ \7uh ' \7Vh + Vh, \7Ph = (I, Vh) 

C'est avec ce choix de paramètre du schéma de convection que les calculs du chapitre 
suivant ont été menés. 

5.4 Bilan de l'extension au problème de Navier-Stokes 

Comme nous venons de le voir, nous avons étendu notre étude aux équations de Navier­
Stokes en tenant compte de la possibilité de modéliser la turbulence à l'aide de la SGE et 
des effets que cette modélisation pouvait entraîner sur le terme diffusif. Ceci, combiné à 
la discrétisation non conforme de la vitesse, nous a amené, après avoir mis en évidence la 
source d'erreur, à proposer une modification du terme de diffusion turbulente. 
Une simulation de type SGE requiert un schéma de convection qui, tout en étant stable, 
reste peu diffusif, sans quoi, les effets du modèle de turbulence risquent d'être masqué. 
C'est pourquoi, nous avons proposé le schéma de convection présenté ci-dessus basé sur une 
décomposition du champ de vitesse permettant de mesurer les perturbations de ce dernier. 
Comme nous l'avons vu, ce schéma devrait se révéler, en cas d'écoulements lisses, très peu 
dissipatif. De plus, le fait de pénaliser la composante uh devrait se révéler bénéfique pour 
nos simulations de grandes échelles et devrait contribuer à stabiliser les calculs. 
Nous allons maintenant présenter quelques tests numériques permettant de vérifier à la 
fois la consistance de ces schémas et leurs bonnes propriétés escomptées . 

.. 



Chapitre 6 

Résultats numériques 

Nous présentons ici les résultats obtenus sur deux cas tests classiques: 
- La cavité à paroi défilante 
- L'écoulement autour d'un obstacle de section circulaire 

6.1 Cavité à paroi défilante 

6.1.1 Description du cas test 

Nous cherchons à simuler l'écoulement d'un fluide incompressible et isotherme dans 
une cavité carrée de 1 mètre de côté dont l'une des parois est entraînée à la vitesse de 
lm. s-l. 

Le nombre de Reynolds vaut t, avec v = 1.1O-4m 2 . 8- 1 . 

Les conditions aux limites du calcul sont: 
- une paroi défilante à la vitesse de lm· S-l pour la paroi supérieure, 
- des parois fixes pour les trois autres. 
La configuration du calcul est représentée sur la figure 6.1. 

Le maillage utilisé pour cette simulation est construit à partir d'un maillage structuré de 
41x41, raffiné près des parois; chaque maille étant ensuite redécoupée en 4 triangles. La 
figure 6.1 le représente. 

Paroi DafUant8 u,,1 m .• " 

~ 

.. 
Parollixa 

~ 
1 
Il. 

Ra-1.10· 

FIG. 6.1 - Configuration et maillage du cas Cavité à paroi défilante 
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Ce cas constitue un cas test classique (cf. [GGS82]) , permettant en particulier de tester 
le schéma de convection . 
Cette simulation a été réalisée avec les deux discrétisations évoquées dans ce travail, 
p lNC/ p o et piNC/ pl + pO . 

Pour évaluer les résultats , nous observerons les quantités suivantes: 

- les lignes de courant de l'écoulement, 
- les profils de vitesse. 

6 .1.2 R ésultats de calculs 

Les résultats sont présentés sur les figures 6.2 à 6.4 . 

4 ' 

FIG . 6.2 - Lignes de courant pour la 
discrétisation pIN C / po 

" ". '. ",.........-

I~'~~/ 
~~~----____ J ~--

F IG. 6.3 - Lignes de courant pour la 
discrétisation piNC/ pl + pO 

La figure 6.2 représente les lignes de courant de l'écoulement résolu avec la d iscrét isation 
pl NC/ p O colorées par la pression. Nous pouvons constater que certaines lignes de courant 
se terminent sur la paroi, ce qui indique que le champ de vitesse n 'est pas à divergence 
nulle. De même, nombre de lignes de courant ne se referment pas sur elle-même, indiquant 
le même souci sur le champ de vitesse. 

La figure 6.3 représente les lignes de courant de l'écoulement résolu avec la discrétisation 
piNC/ pl + po 

En comparant les deux figures, nous constatons que la posit ion des tourbillons dans 
les coins n'est pas tout à fait ident ique pour les deux discrét isations. De plus , dans le 
coin supérieur droit , la topologie de l'écoulement n 'est pas la même et le résultat de la 
discrétisation p lNC/ pl + pO est conforme aux résultats obtenus par Ghia. 
D 'une manière générale, le résultat obtenu avec la nouvelle discrétisation correspond aux 
résultats classiques que l'on trouve dans la li ttérature en laissant toutefois apparaître 
de nombreux détails (comme ces recirculations de deuxième ou troisième ordre) sur un 
maillage qui n'est p~ parmi les plus fins. 

Nous représentons sur la figure 6.4, le profil de la composante horizontale de la vitesse 
suivant une coupe verticale en x = 0, ainsi que celui de la composante vert icale suivant 
une coupe horizontale en y = O. Les deux discrétisations sont représentées sur cette même 
figure. Les différences entre les deux discrétisations sont encore plus flagrantes que sur les 
lignes de courant précédemment représentées. 



6.2. ECOULEMENT AUTOUR D 'UN OBSTACLE 
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a 
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Profils de vitesse de la cavite a paroi defilante 
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"U-pO" - - >'­
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- 1 1 .h"" ) ~ 
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0.5 

FIG . 6.4 - Profils de vitesse de la cavité à paroi défi lante 

6.2 Ecoulement autour d 'un obstacle 

6.2.1 D escription du cas t est 
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Nous cherchons à simuler l'écoulement autour d 'un obstacle de section circulaire. Une 
condit ion d 'adhérence est imposée sur l'obstacle. En entrée du domaine, la vitesse ~ est 
imposée. Sur les front ières en haut et en bas du domaine, une condition de symétrie est 
imposée. En sortie, une condition de sortie libre est imposée. Le reynolds calculé à l'aide 
de la vitesse d 'entrée du fl uide et du diamètre de l'obstacle est de 100. Le champ de vitesse 
initial est uniforme et est identique à la vitesse imposée en entrée. La figure 6.5 illustre 
cette configurat ion et montre le maillage utilisé pour le calcul. 

Ce calcul nous permet de vérifier la consistance des schémas numériques ut ilisés et 
mont re de plus le bon comportement du nouvel élément avec la condition de sortie libre. 

Nous observons le champ de pression. 

6 .2 .2 R ésultats d e calculs 

Les cinq figures suivantes nous permettent d 'observer un lacher de tourbillons alternés 
dans le sillage de l'obstacle sur une période. Nous obtenons le comportement attendu 
pour cette config"tIrat ion. Cet te suite d 'images nous permet de vérifier la faible diffus ivité 
de nos schémas numériques puisque nous pouvons suivre les tourbillons, matérialisés par 
les faibles pressions, jusqu 'à la sortie du domaine. Nous remarquons, que les tourbillons 
peuvent sort ir du domaine sans difficulté avec la condition de sortie libre, qui est en fait , 
une condit ion de pression imposée. Ceci n 'ét ait pas observé avec l'élément de Crouzeix­
Raviart. 
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0.6096 m 
~ ~ 

0.1524 

U = 0.03937 
V = O. 

Il = 1.10.5 m2.s" 

Symetrie 

o Condition d'adherence 

Symetrie 

Re = 100 

F IG. 6.5 - Configuration et maillage du cas de l'obstacle 

.. 

p=o 
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FIG. 6.6 - Evolution du champ de pression de l'écoulement autour du cylindre 
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~ /'7 ' Itfif
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FIG. 6,7 - Evolution du champ de vort icité de l 'écoulement a utour du cylindre 
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6.3 Exemples d'utilisation pour des calculs plus complexes 

Ce calcul vient illustrer l'utilisation faite de la nouvelle discrétisation introduite. Les 
travaux concernant le schéma de convection étant relativement récents, ce calcul n'est pas 
réalisé avec celui précédemment présenté. Le schéma utilisé pour ces calculs, couple une 
nouvelle fois la discrétisation en temps et la discrétisation spatiale des termes convectifs. 
Le schéma alternant, comme nous l'avons nommé est décrit dans la thèse de C. Ackermann 
[AckOO]. C'est un schéma à deux sous pas de temps. Le calcul du terme convectif au premier 
pas de temps se fait par un calcul décentré amont, puis au second sous pas de temps par 
un calcul décentré aval. La moyenne des deux contributions est alors prise. 

6.3.1 Calcul et expérience MOCHE 

Ce calcul a été réalisé en collaboration avec EDF par E. Longatte (EDF), U. Bieder 
(CEA), P. Ledac (CS). Ce calcul a permis: 

- de décrire les spectres des forces de pression sur un tube flexible en écoulement axial, 
- l'étude de phénomènes transitoires, 
- une comparaison avec l'expérience MOCHE 
La configuration du calcul est représentée sur la figure 6.8. Dans cette configuration, 

de l'eau arrive par le haut à travers une grille entre le tube de section cylindrique et le 
tube de section carré. L'évacuation se fait par une sortie latérale. Le maillage surfacique 
est représenté sur la figure 6.9. Il a été généré à partir d'un maillage structuré de 250000 
nœuds, découpé en tétraèdres. Le maillage obtenu compte 200000 volumes de contrôle avec 
un raffinement à proximité du tube central. 

FIG. 6.8 - Configuration du calcul 
MOCHE 

FIG. 6.9 - Maillage utilisé pour le calcul 
MOCHE 

Le calcul a été mené en parallèle sur 25 processeurs avec la nouvelle discrétisation 
introduite. Le champ de pression sur les parois externes est représenté sur la figure 6.10. 
Les champs de pression et de vitesse sont représentés sur la figure 6.11 sur un plan de 

coupe axial. 
Les trois figures suivantes 6.12 à 6.14 montrent les champ de vitesse et de pression sur 

trois coupes perpendiculaires à l'axe central à différentes hauteurs. 
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F I G . 6. 10 - Champ de pression sur les parois externes 
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F I G . 6.11 - Vi tesse et pression sur une coupe axiale 
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1 FA' '.~ 

F IG . 6.12 - Vitesse et pression sur une coupe derrière la plaque perforée 

1 
.- ,--- ~-_. ~,-._ 1 

.. _ ... __ . __ .... _. ___ .. __ .. _______ .. _ .. __ ... _____ ... _ .. __ ~~:~:,J 

.. 
FIG. 6. 13 - Vitesse et pression sur une coupe traversant la sort ie latérale 
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.~,.' 

1. 1.' (-"1 . 

F IG. 6.14 - Vitesse et pression sur une coupe apres la sortie latérale 

Enfin les forces de pression le long du tube axial calculées avec la simulation ont été 
comparées avec celles obtenues à part ir de l'expérience. Les résultats sont fournies sur les 
deux courbes suivantes 6. 15, 6.16. 

~ 
~ 

j 
!! 

i 
~ 
! 

Turbulent force root mean 3quare va lues compuled 
numericalhJ and experimentally 

'OTI----------~---------------------------------

---+- Fx (LE S) 

----..- Fy (LES) 

-- ..... - . Fx l (. xperimenl.l) 

- -i\-- · Fyl (ex""rimenl.l) 

" 

o 0 .2 O.' 015 0/3 ' .2 
Tube height On) 

1.' 

F IG. 6.15 - Comparaison des forces turbulentes le long du tube axial 

6.4 Bilan des tests numériques 

Les deux premiers tests numériques, relativement simples et t rès classiques, nous ont 
permis de vérifier d 'une part , la consistance des schémas numériques précédemment intro­
duits et d'autre part, le bon comportement de la nouvelle discrétisat ion . Ils ont confirmé 
que cette dernière permet des calculs précis sur des maillages non nécessairement très 
fins. Le test de la cavité à paroi défi lante a en effet révélé des pet ites structures tour­
billonnaires sur un maillage plus grossier que ceux utilisés par Ghia qui nous servait de 
référence. L 'écoulement autour de l'obstacle nous a montré le bon comportement et la 
faible diffusivité des schémas numériques choisis. 
Le calcul ensuite présenté vient illustrer l'utilisation faite dans un cadre plus industriel 
des résultats que nous avons obtenus durant ce t ravail. 
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FIG. 6.16 - Comparaison des spectres de forces turbulentes le long du tube axial 
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Chapitre 7 

Conclusions et Perspectives 

La discrétisation de type Marker and Cell (MAC) (cf. [HW65]) reste une référence pour 
les calculs effectués sur des maillages structurés. Notre but initial était de nous rapprocher 
de la situation du MAC. L'enjeu était donc d'obtenir un espace V h aussi consistant que 
possible, car comme nous l'avons vu, cette consistance facilite la stabilité des schémas 
numériques. 

Pour étendre les résultats de la discrétisation MAC aux maillages non structurés, il est 
possible de formuler le problème de Stokes en vorticité-vitesse-pression comme l'a fait Sal­
mon (cf. [SaI99]). Mais cette nouvelle formulation pose d'autres problèmes, car si l'espace 
V h est cette fois consistant, le traitement numérique de cette formulation reste délicat. 
Nous avons décidé de garder la formulation en vitesse-pression du problème de Stokes. 
La techique des covolumes est une extension naturelle aux maillages non structurés de 
schémas différences finies (tel que le schéma MAC) sur des maillages structurés entrelacés 
(cf. [NPH95]) et nous voyons ici que la nouvelle discrétisation introduite durant ce travail 
peut être vue comme une extension de la méthode aux maillages non structurés ou comme 
une méthode de type covolume. Dans la méthode MAC, seules les composantes normales 
de vitesse sont calculées au milieu des arètes (en dimension 2), des faces (en dimension 3). 
Les noeuds de pression sont situés au centre des éléments. La figure 7.1 en haut à gauche 
représente une telle discrétisation. Maintenant, imaginons un second maillage, identique 

au premier, translaté de (~x, ~) en dimension 2. Ce sec.ond maillage n'est autre que le 

maillage dual du premier. 
En dimension 2, un tel maillage est représenté sur la figure 7.1 en haut à droite. La 

même discrétisation est appliquée sur le second maillage. Cette fois, en tout milieu d'arète 
(2D) en tout barycentre de face (3D), toutes les composantes de la vitesse sont connues 
et les noeuds de pression se situent à la fois au centre des éléments et aux sommets. 
La situation est similaire en dimension 2 pour les éléments que nous avons introduits et 
étudiés, comme le montre la figure 7.2. Toutes les composantes de vitesse sont connues 
milieu des arètes et les noeuds de pression se situent au centre des mailles et aux sommets. 

En dimension 3, la situation est un peu différente. Si les résultats de convergence 
optimaux que nous avons obtenu au paragraphe 4.2 sont valables en dimension 2 et 3, il 
est possible que l'espace V h soit encore de trop grande dimension en dimension 3. C'est 
en tout cas ce que peut laisser penser la vision présentée ici. Si nous reprenons l'extension .. 
de la discrétisation "triple MAC" en dimension 3, le second maillage doit être translate de 

( ~x, ~, ~z) toutes les composantes de vitesse seraient connues sur tous les barycentres 

de faces et aux sommets. Les noeuds de pression, quant à eux se situeraient au centre des 
éléments et au milieu des arètes. L'extension de la méthode multi-MAC en non structuré 
tridimensionnelle passerait donc par l'introduction d'un nouvel élément plus riche encore 
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FIG. 7.1 - Une double discrétisation MAC 
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FIG. 7.2 - P1NC/ P1B vu comme des covolumes 
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en pression que celui que nous avons introduit. Cet hypothétique élément, doté d'un espace 
V h plus restreint que celui de la discrétisation introduite, pourrait se révéler plus stable . 
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Annexe A 

Calcul des différentes formes 

Cette annexe présente plus en détail le calcul des formes en Éléments Finis et en 
Volumes Éléments Finis pour l'élément fini pl NC/pl Bulle. Nous introduisons tout d'abord 
quelques notations dont nous nous servons plus tard pour les calculs proprement dits. En­
suite nous présentons les détails des calculs de la forme gradient, puis ceux de la forme 
divergence. 

A.l Notations 

Nous introduisons ici une série de notations qui nous seront utiles par la suite. 

- v(mi) = IJi\ hi vds 

S-K ~1-- i - nK 
li 

a K déC a 
- Wi = Wi n K 
- V(Si) est l'ensemble des éléments ayant Si pour sommet 
- V(h) est l'ensemble des éléments ayant fj comme face. 

A.2 Calculs des formes gradient et divergence 

A.2.1 La forme gradient 

Nous rappelons ici l'expression deux formes bilinéaires que nous allons comparer: 

br (v,p) 

bh(v,P) 

2: hw. pnv(mi) ds 
t ' 

2: r ~pvdx K JK 
Nous redonnons également les volumes de contrôle Wi de conservation de la quantité 

de mouvement. 

A.2.1.1 Pression dans MT: 
l -Nous calculons bh('Ij;mi' c/JSj)' avec 

limi = ( 'Ij;;i ) ou bien limi = ( 'Ij;~i ) en dimension d = 2, (A.1) 
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Wi 

FIG. A.l - Volumes de contrôle de QDM 

où Wmi est la fonction de forme du plNC associé au nœud mi définie en (2.8). 

1 - "j - -bh (Wmil ePs j ) = ~ 'V ePs j . Wmi dx 
K K 

La fonction ePs
j 

est linéaire sur chaque élément, donc son gradient est constant par élément . 
P ar conséquent, nous pouvons sortir le gradient de l'intégrale pour écrire: 

1- " -1 j -bh (Wmi' ePsJ = ~ 'V ePs j ' Wmi dx 
K I< 

KEV(J;) n V (Sj) 

ous utilisons la formule de Stokes pour expliciter le calcul du gradient de ePs j dans J{. 

- 1 lj - li 'V ePS j = J{ 'V ePS j = J{ ePs/fi 
K K aI< 

(A.2) 

Nous calculons dans le cas bidimensionnel la dernière expression en utilisant les notations 
de la figure (A.2). 

'SI< 
J 

F IG. A.2 - Notation et valeurs de la fonction ePs j 

.. 

r ePs j fi ds 
l aI< 

r ePs 77, ds 
l aI< J 

1 ~n ds + 1 ~n ds + 1 On ds 
SiSj SjSk 2 SiSk 

Il -- - . n ds 
2 SiSk 
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car r fi ds = O. 
JaI< 
L'extension au cas tridimensionnel est immédiate et permet de généraliser l'écriture: 

ln A. - d 1 - K 'f'Sj n s =- -5 · 
aI< d J 

En réinj ect ant dans l'expression de bk , nous obtenons : 

I - '" 1 -K r-
bh(1/Jmilc/JSj ) = - ~ diKI Sj ' Jf( 1/Jmi dx 

K Ev (J;)nV(Sj) 

La fonction -0m i est linéaire sur K donc l'intégrale précédente se calcule simplement 
comme 

1 - IKI -
1/Jmi dx = -d - 1/Jmi (mi) 

K + 1 

où 

- (1). - (0) 1/Jmi (mi) = 0 ou bIen 1/Jmi (mi) = 1 

suivant le choix fait en (A.1). Donc en substituant dans l'équation précédente, nous obte­
nons l'expression de bk : 

I - 1 '" -K -
bh(1/Jmi' c/JsJ = - d(d + 1) ~ Sj · 1/Jmi (mi) 

K EV(Ji)nV(Sj) 

(A.3) 

Calculons maintenant la formulation Volumes Élém ents Finis 

v - "'ln --bh (1/Jmi, c/JSj) = ~ c/JSjn·1/Jmi(ml )ds 
1 aWI 

v - ln --bh (1/Jmi' c/Js j ) = c/Js j n . 1/Jmi (mi) ds 
aWi 

V- '" r - -bh (1/Jmi' c/Js j ) = ~ J A I< c/Js j n · 1/Jmi (mi)ds 
KEV(J;)nV(S j ) aWi 

v - - '" r -bh (1/Jmi,c/JSj)=1/Jmi(m i) ' ~ JA I<c/Js j nds 
K EV(J;)nV(Sj) aWi 

Dans la première configuration, Sj E fi, soient KI et K 2 les deux éléments ayant la face 

.. ~Sj 
IV 

FIG . A.3 - V(fi) n V( Sj) pour deux configurations différentes 
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fi en commun. Comme cPs j est continue sur fi, r cPs/iKlds + r cPs/iK2ds = 0 et nous lf; lf; 
pouvons donc ajouter ce terme dans l'expression de br; sans la modifier. Dans la seconde 

configuration, cPs j est identiquement nul sur fi et nous pouvons donc ajouter hi cPS j iïds à 

l'expression de br; sans la modifier, ce qui nous permet d'écrire: 

v ~ ~ "r ~ 
bh('l/JmpcPsj)='l/Jmi(md ~ lA cPs jnds 

KEV(fi)nV(Sj) aKf 

Pour calculer l'intégrale, nous utilisons toujours la formule de Stokes: 

r cPs j iïds = r 'Ç7 cPs j dx 
laKf lKf 

La fonction de forme cPs j est linéaire sur K, donc son gradient est constant par élément. 
Le gradient de la fonction cPsj sur "'f est le même que celui sur K. 

la cPs jiïds 
aKf 

r 'Ç7 cPs j dx 
lKK , 

K ~ 1 K ~ 1 l'''i 1 \1cPsj = l'''i 1 \1cPsj Kf K 

KIr ~ I",fl (1 ~K) 
l'''i 1 x IKI lK \1cPsj = 1KT x -dSj 

1 ~K 

d(d+l)Sj 

Nous obtenons finalement pour la forme br; : 

v ~ 1" ~K ~ 
bh('l/Jmi,cPsj)=-d(d+l) ~ Sj ·'l/Jmi(mi) 

K EV(fi )nv( S j) 

(A.4) 

Les équations (A.3) et (A.4) nous permettent de conclure sur les relations entre le 
gradient Éléments Finis et le gradient Volumes Éléments Finis pour une pression de 
M T. 

h . 

VVh E Xh, Vql E Ml, br; (Vh, ql) = b}.(vh, ql) 

A.2.1.2 Pression dans Mf: 

(A.5) 

Nous calculons b}.Cimp cPK)' Nous choisissons la bulle du min dont nous rappelons ici 
l'expression 

cP K (x) = (d + 1). inf cP! (x) 
t=l..d+l 

La fonction cPK est linéaire sur chaque Wi n K, son gradient est constant sur chaque 
K déf 

Wi n K. Notons "'i = Wi n K . 
.. 

VcPKIKK , (d + l)'Ç7cP!LK , 

(d + l)'Ç7cP~1 
'K 

d + 1 ~K 1 ~K 
- dlKI Si = - dl"'il Si 
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Donc nous pouvons écrire : 

1 - '" r - -bh (Wmi' rPK) = ~ J F '\l rPK 'Wmi 
KEV(Ji) K 

dx = L r fJrPK' "fm; dx 
JKK Kif CKEV(j;) j 

1 - '" 1 -K r -
bh(WmprPK) = ~ - dlh:KISj . JKK Wm; dx 

Kif CKEV(J;) J ] 

Calculons le terme r "fm.dx. Nous distinguons deux cas de figure. 
JKK ' Kj 

- calcul de l'intégrale de "fmi sur h:i, 
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Wmi étant linéaire, il suffit de calculer sa moyenne à l'aide des valeurs aux sommets 
du h:i. La valeur au centre de gravité est ïIh Les autres sommets pris en compte 
sont les sommets de la face h, et sur ces d sommets Wmi vaut 1. Par conséquent, on 
obtient: 

r - Ih:il ( 1) -
JKK Wmi dx = d+ 1 d+ d+ 1 Wmi(mi) 

, 
d2 +d+l _ 
(d + 1)2 lh:iIWm;(mi) 

- calcul de l'intégrale de "fm; sur les autres h:j de l'élément 
Par rapport au cas précédent, seuls les sommets pris en compte changent. La valeur 
au centre de gravité reste identique. d - 1 sommets de la face fi entrent dans le calcul 
de l'intégrale. Sur ces sommets, Wm; vaut 1. Sur le sommet opposé à la face fi, Wm; 
vaut 1 - d. Ce qui nous donne : 

bh ( "fmp rP K ) 

... 

r - Ih:j 1 ( 1 )-
JKK Wm;dx d + 1 d + 1 Wm;(mi) 

] 

1 
(d + 1 )2 1h:j l"fm; (mi) 

1 -K r - '" 1 -K r -
-dlh:'I Si 'JKWmidx+ ~ -dlh:'I Sj ·JK.Wm;dx 

t K, K K .~. J K] 
Kj C ,J7"'t 

d2 + d + 1 -K - 1 
d(d + 1)2 Si 'WmJmd - d(d + 1)2 L Sf . "fm; (mi) 

Ni 

_(d
2
+d+1_ 1 ) -K -

d(d + 1)2 d(d + 1)2 Si 'WmJmi) 

bh ("fmi' rPK) 
__ 1 .. -K -

d + 1 Si . Wmi (md 

Calculons maintenant br: ("fmi , rP K) : 

V- ",r--
bh (WmprPK) = ~ J&Wi rPKn 'Wmi(mi)ds 

t 

(A.6) 
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Comme 1>K est nulle sur les faces de l'élément, r 1>Kn·'l/Jmi (mi)ds = r 1>Kn·'l/Jmi (mdds 
lawi laY>; 

et nous pouvons écrire : 

v -bh ('l/Jmp 1> K ) 

br ('l/Jmp 1> K ) 

L i 1>Kn· ~i(mi)ds 
Y>iEKEV(fi) aY>i 

i 1>Kn· 'l/Jmi(mi)ds 
aY>f 

v - 1 -K -
bh ('l/Jmp1>K) = -dSi ''l/Jmi(mi) (A.7) 

Les équations (A.6) et (A.7) nous permettent de conclure sur les relations entre les 
formes gradient en Éléments Finis et en Volumes Éléments Finis pour une pression dans 
M N. 

h . 

N N V N d+ 1 1 N VVh E Xh, VQh E Mh , bh (Vh, qh ) = -d-bh(Vh, qh ) 

A.2.2 La forme divergence 

(A.8) 

En Éléments Finis la forme divergence et la forme gradient sont identiques. En 
Volumes Éléments Finis, nous rappelons la définition de la forme divergence introduite 
précédemment : 

cr (Vh, %) t q~ (i Vh . n ds + al L i Vh' n dS) 
i=l ailsi KEV(Si) aK 

+a2 L q{[ (i vh' n dS) , 
KETh aK 

où nous avons introduit les notations: 

Vi = l..Ns , q~ = %(Si) 

VKE~, q{[ = (qh(CK) - ~ L %(Sj)) 
sjEK 

Les coefficients al et a2 sont deux paramètres non nuls que nous allons fixer afin de rendre 
les formes gradient et divergence symétriques et qui dépendent du choix des volumes de 
contrôle de type TISi' Pour simplifier l'écriture, nous noterons TIi = TISi' Nous introduisons 
maintenant quelques notations utiles qui, de plus, permettent de définir TIi : 

- ôKnTIi = hE ÔK/Ài(X):S,8} 
- 'YKi = {x E ôK/ Ài(X) =,8} 
- Xi = {x E K/Ài(X) 2:,8} 
- a = lilt~fl 
La figure (A.4) illustre les notations que nous venons de définir dans le cas {a = l;,8 = ~}. 

Le choix que nous avons fait dans le manuscrit correspondait au cas {a = -fa;,8 = !}. 
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. ~ . 

1 a=g 

{3 =1 
4 

FIG. A.4 - Description du volume de contrôle de masse IIi 

A.2.2.1 Pression dans Ml 
Nous choisissons p = CPsj" 
La forme divergence s'écrit: 

cr ('l/Jmi' ÀSj) = L r 'l/Jmi . iids + a l L r 'l/Jmi ' iids 
K EV(Sj) J (an sj)nK KEV(Sj) J aK 

r 'l/Jmi ' iids 
J an j 

r 'l/Jmi . iids 
J aK n n j 

r \1 . 'l/Jmi dx - r 'l/Jmi . iids 
J I<n n j J aK n n j 

j \1. 'l/Jmi dx -1 'l/Jmi . iids 
Xj Ij 

r 'l/Jmi ' iids 
J an j 

( a - (1 - (J) d) IKI (\1 . 'l/JmJ IK + j j 'l/Jmi . 1ïds 

Sur Xj, nous avons : 

'l/Ji = 1 - dÀi = 1 - ( d>-i (1 - (J )) (1 - c5ij ) - d{J c5ij 

1- 1 
Ài = I1jl ­

Ij d 

I1j l = (1 - (J )d- 1 15j l 

1 'l/Ji ' iids = 1 iids· 'l/Ji (mi ) (1 - d{Jc5ij - (1 - (J ) (1 - c5ij )) 
Ij Ij 

1 'l/Ji ' iids = j' ii· ds'I/Ji(mi ) ({J + (1 - (d + 1){J) c5ij ) 
Ij Ij 

L r 'l/Ji' iids 
K EV(Ji )nV(Sj) J a7rj n K 

( a - (1 - (J)d) 'l/Ji(mi) . 5j c5ij + 

if i -1- j 

115 

... L (1 - (J )d-l 5j . 'l/Ji (mi) ({J + (1 - (d + 1){J) c5ij ) 
K EV(Ji)nV(S j) 

( a - (1 - {J )d + (1 - (d + 1) {J ) (1 - (J )d- l) 5j . 'l/Ji (mi)c5ij + 
d 1 ~ -{J (1 - (J ) - L..- 5j . 'l/Ji (mi ) 

I< Ev(Ji )nV(Sj) 



116 ANNEXE A. CALCUL DES DIFFÉRENTES FORMES 

Donc, nous avons : 

cr (1/Ji, Àj) = (al + a - (1- (3)d + (1 - (d + 1){3) (1- (3)d-l) 8j ·1/Ji(mi)8ij + 

dl '" -{3 (1 - (3) - ~ Sj ·1/Ji(mi) 
KEV(ei)nV(Vj) 

Pour s'assurer que cr soit toujours proportionnelle à br, la relation suivante doit être 
vérifiée: 

al + a - (1 - (3)1-d d{3 = 0 

Differents choix de a et {3 peuvent être faits : 

1 P . h· ,{ l {3 l d-l } . remler c OlX propose: a = 24; = 2; al = V . 
C'est le choix que nous avons fait dans le manuscrit. Avec ce choix, nous avons: 

cr ( 1/Jmp ÀVj) = 2
1
d L 

KEVUi)nV(Sj) 

1/Ji(mi) . 8j 

Dans ce cas, nous pouvons conclure que : 

T T V T d (d + 1) V T 
VVhEXh,Vqh EMh' ch(Vh,qh)=- ,.,ri bh(vh,%) 

. ,{ ( d-l ) d-l l l (d-l) d-l } 2. Second cholX propose: a = --r ; {3 = il; al = il --r . 
Avec ce choix, nous avons 

1 d-1 L 
)

d-l 

cr (,pm" À",l = d (d KEV(,,)nV("j) 
1/Ji(md ·8j 

Dans ce cas, nous pouvons conclure que : 

T T V T -1 v T (d )
d-l 

VVhEXh,Vqh EMh' ch(Vh,qh)=-(d+1) -d- bh(vh,qh) 

A.2.2.2 Pression dans Mf! 

La forme divergence s'écrit alors: 

• 
cr (1/Jmp q; K ) 

cr (1/Jmi' q;K) 

a2 r 1/Jmi· ri ds JâK 
-K a21/Jmi (mi) . Si 

(A.9) 

(A.lO) 

(A.11) 

(A.12) 

Pour s'assurer que les formes gradient et divergence restent proportionnelles, le choix 
de a2 dépend de celui des volumes de contrôle de masse (a and (3). 
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1. Pour le premier choix proposé, nous fixons 0:2 = d ~ 1 et nous avons le résultat 

suivant: 
V d(d + 1) V 

VVh E Xh, Vqh E Mh, ch (Vh, qh) = - 2d bh (Vh, qh). (A.13) 

d + 1 (d - 1) d-l 
2. Pour le second choix proposé, nous fixons 0:2 = -d- -d- et nous avons le 

résultat suivant: 

V - V (d l) d-l 

VVh E Xh, Vqh E Mh, ch (Vh,qh) = -(d + 1) -d- bh (Vh,qh). (A.14) 

'" 
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