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Introduction

La simulation numérique des écoulements de fluides incompresssibles dans toute
la plage des nombres de Reynolds et dans des géométries complexes nécessite des
méthodes numériques robustes. La méthode utilisée dans TRIO VF [14] qui est le
code de thermo—hydraulique développé par le CEA et Cisi Ingénierie à Grenoble est
une méthode de Volumes Finis inspirée du schéma Marker and Cell (M.A.C. [19]).
Lïnconvénient principal de cette méthode est qu’elle nécessite l’emploi de maillages
rectangulaires. Il est donc difficile de faire des calculs dans des géométries complexes
et de rafiiner localement le maillage pour l’adapter à Pécoulement.

Les méthodes de Volumes Finis sont depuis longtemps employées dans des codes
industriels et représentent également la méthode de discrétisation la plus répandue
pour les problèmes hyperboliques (tels que les équations de la dynamique des gaz).
Elles apparaissent comme des méthodes “naturelles” de discrétisation des équations
de conservation. L’analyse mathématique des méthodes de Volumes Finis est pour
l’instant restreinte aux problèmes hyperboliques; la théorie existante pour les problèmes
elliptiques est très peu développée surtout si on la compare à la théorie des méthodes
d’ Éléments Finis .

Le schéma M.A.C. a été interprété par Girault et Raviart dans [17] comme étant
la restriction aux maillages rectangulaires de méthodes Éléments Finis particulières.
Mais ces méthodes Éléments Finis ne sont pas conservatives en général : on ne peut
pas exhiber de volumes de contrôle sur lesquels les équations de conservation sont
vérifiées. Une autre tentative pour “destructurer” le schéma M.A.C. est donnée dans
[16] par Girault.

La Bore Method [22] est une tentative pour allier la souplesse géométrique des
Éléments Finis et l’aspect conservatif des Volumes Finis , et peut être considérée
comme la première méthode de Volumes Éléments Finis pour traiter le problème du
Laplacien. L’idée de la Boa: Method en dimension deux est d’associer à chaque som-
met d’une triangulation du domaine de calcul un volume de contrôle et de chercher
une fonction continue afline par triangle vérifiant les équations de conservation sur
chaque cellule. Notre objectif est de construire une méthode de Volumes Éléments
Finis adaptée au problème de Navier Stokes.



Dans le premier chapitre, on établit les équations de conservation modélisant
les écoulements de fluides incompressibles sous forme d’équations de bilan et on
présente brièvement les principes des méthodes de Volumes Finis .

Le second chapitre se veut une introduction aux méthodes de Volumes Éléments
Finis . On y décrit la Box Method et on propose une méthode de Volumes Éléments
Finis adaptée aux problèmes de Stokes et de Navier Stokes. Cette dernière méthode
est décrite en détail et on donne des résultats numériques obtenus sur deux cas test
classiques.

i

Le troisième chapitre présente une analyse d’erreur de la méthode des Volumes’
Éléments Finis pour le problème du Laplacien, et des applications en dimension un,
deux ou trois.

Le quatrième chapitre prolonge les techniques du chapitre trois pour faire une
analyse d’erreur de la méthode des Volumes Éléments Finis pour le problème de
Stokes.
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Chapitre 1

Lois de conservation et Volumes
Finis.

Introduction.

On montre ici le lien étroit existant entre les méthodes de Volumes Finis et
les lois de conservation. Les lois de conservation expriment la conservation locale
d’une grandeur physique, dest-à-dire la conservation de cette quantité sur tout sous-
domaine. L’idée de la méthode des Volumes Finis est d’écrire ces mêmes lois de
conservation sur un ensemble fini de volumes de contrôle. On décrit ici le modèle
de Navier-Stokes pour un fluide incompressible à la fois sous forme d’équations aux
dérivées partielles et sous forme d’équations de bilan exprimant la conservation de
la masse, de la quantité de mouvement et de Pénergie.

1 Lois de conservation et lois d’équilibre.

On renvoie à [13] pour plus de détails.

1.1 Conservation de la masse.

Variables d’Euler.

La description eulérienne consiste à caractériser le mouvement par la vitesse
ü(:î",t) de la particule qui se trouve au point 5:’ à Pinstant t. La difficulté inhérente
au point de vue d’Euler est une certaine complication de Pexpression de 1’accélération

5



d’une particule fluide. On a :

où 7)" est Paccélération.

Dérivée particulaire.

La dérivée particulaire d’une fonction f(fit) est la dérivée calculée en suivant la
particule fluide dans son mouvement, elle s’écrit :

ä "=“%t+(ü.Ü)f

En choisissant pour f Pintégrale de volume sur un domaine borné w(t) de frontière
7(t) que l’on suit dans son mouvement d’une quantité çb(:î:’,t), on obtient :

d 34s
Ë 0m45

_
Lmît

d

où ñ est la normale uinitaire à 7(t) extérieure à w(t).

V + L“) 45mn ds

ü’

51

7U)
L’interprétation du deuxième terme est très simple; il représente le flux du

vecteur 4511’ à travers la surface 'y(t), dest-à-dire le bilan net des quantités de çb
apportées par les particules fluides qui sont entrées (ou sorties) dans le domaine
w(t) en traversant sa frontière 7U).

Équation de continuité.

On appelle équation de continuité Péquation qui exprime le principe fondamental
de conservation de la masse que doit vérifier tout écoulement. Si p(a':',t) désigne la
masse volumique au point 5:’, à l’instant t, la masse d’un domaine w(t) borné s’écrit :

M(t) = p dV
u/(t)
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Le principe de conservation de la masse impose la nullité de la dérivée particulaire
%. En appliquant le résultat du paragraphe précédent, on obtient :

0p— dV ". " d = 0
fus) ât + «(n p" n s

En remarquant que ceci doit être vrai pour tout domaine w(t), on obtient l’expression
du principe de conservation de la masse sous forme d’équation aux dérivées par-s
tielles :

g + div(pü‘) = ä + pdivfî = 0

1.2 Équations dynamiques.
Théorème des quantités de mouvement.

La loi fondamentale de la dynamique dit qu’il existe une chronologie (dite galiléenne)
et un référentiel (dit galiléen) tels que, à. tout instant et pour toute partie w(t) d’un
système mécanique, le torseur des quantités d ïzccéleration est égal au torseur des
efforts extérieurs. On note [K] le torseur des quantités de mouvement d’un domaine
w(t) :

I? " dV[MW
"A " dVMono

et[F] le torseur des efforts extérieurs :

F AMpÇdVJr/ fids
M45‘) = päÎA VdV+

Uää/xfigds
où pf; est une densité volumique de force et f3 une densité surfacique de force. On
a :

d[K]
Î = ï 1

Soit :
ôpù’ -o —»—dv f “fd =/ dV f d 1.1lue) ôt + «(npuun s «Anpfv + «tufs 5 ( )



ô
î

% —Ô

V

‘Ô —Ô

-Û'—ÔA“) 3th: A pu) d + A“) (æ /\ pu)u n ds

= (1.2)

jpæ/xfidv + j æ/xfgds
W0) 7U)

L’hypothèse de Cauchy conduit à écrire :

f} = cm)
où a est appelé tenseur des contraintes. La relation (1.2) est alors équivalente à a
est symétrique :

03',‘ = 0j,‘

En écrivant que (1.1) est vraie pour tout domaine, on obtient Péquation de conser-
vation de la quantité de mouvement sous forme d’équation aux dérivées partielles
suivantes :

ôpû
Î

+ div(pü® û’) = Pf-l‘! + diva

1.3 Équation de Pénergie.
Le premier principe de la Thermodynamique dit qu’il existe une fonction énergie

interne spécifique (dest-à-dire par unité de masse), telle que la dérivée par rapport
au temps de Pénergie totale (énergie cinétique + énergie interne) soit égale à la
puissance des forces extérieures appliquées au système plus les apports de chaleur
par unité de temps :

1 -O fi
-‘

—C % -Ô(pe + Epwu) dV = Â“) pfv.u dV + 1m) a(n).u ds

hdV j "Ôd+ La)” + vu)” S
Et- w(t)

e est Pénergie interne spécifique

ph est une source volurnique de chaleur par unité de temps et

â’ est le vecteur flux de chaleur.



1.4 Lois de comportement.

Pour un milieu donné et un type de mouvement, l’équilibre entre le nombre
d’équations et le nombre d’inconnues est obtenu en négligeant ce qui peut l’être et
en introduisant d'autres relations entre les inconnues, dites lois constitutives ou lois
de comportement. Les lois constitutives concernent par exemple a , q , e, mais pas
les variables indépendantes v , p ,T (principe de causalité). Ces lois doivent être
physiquement admissibles (déterminisme , action locale , objectivité.) et ne doivent
pas être en contradiction avec les lois fondamentales.

Fluides incompressibles.

Un fluide incompressible est tel que divû’ = 0 :

j m ds = 0
7U)

L’incompressibilité à pour conséquence que ÿ = 0, dest-a-dire que la masse volu-
mique est constante le long des lignes de courant.

Fluides Newtoniens.

Pour un fluide Newtonien, le tenseur des contraintes s’écrit :

a‘ Ë‘ —pId + À(divù')Id + 2pD

où D È‘ à (Üù’+ (Ÿzîÿ), p est la pression et p la viscosité.
Soit pour un fluide incompressible :

cr = —pld+p(va+(vaÿ)

en remarquant que div(ÿü')t = Ü(divû') , on obtient l’écriture simplifiée de la con-
servation de la quantité de mouvement :

ôpù’ -» —»——dv/ "".*d =/ dv/ _1 V*.*dLU) ôt + m)”; n s «mnpfv + 7(î)( PH" u) n s
OU

ôpü‘
ât + div(plï ® u — N6 + pIa) = pf?
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Loi de Fourier.

La loi de Fourier stipule :

et on suppose :

où cp est une fonction croissante de la. température. En utilisant la symétrie de a,
l’incompressibilité et la conservation de la quantité de mouvement, on obtient :

Ûpe -v——dV j "Ÿd =/ hdV kVTËd j 0*
fwm ôt

+
«(opalin

s
wmp lL/«w

n 5+
DU (u)

Récapitulatif.

On a obtenu le système d’équations sous forme Conservative suivant :

t»
ôpû’— dV j ""."d

La) ôt + 7mm‘
n S

j ô—H-dV+ Hüxïids = j ph dv+/ kŸT.ñds+laD(ü)
wm ôt w) wm w) D

fids = 0:1

“dv f —1 vr ."d[Anpfv + *1(t)( PH" u) n S

où H = pcpT est l’ enthalpie volumique.
Pour compléter le système, il faut se donner des conditions aux limites et une con-
dition initiale. Les conditions aux limites les plus simples sont de se donner sur
la frontière du domaine de calcul soit ü’ soit —pñ‘ + pÿüîñ pour l’équation de con-
servation de la quantité de mouvement, et soit H soit kŸTfi pour l’équation de
conservation de Pénergie.

2 Volumes Finis.

La méthode des Volumes Finis cherche à approcher la solution de ce système
en se donnant un ensemble fini de domaines w; appelés volumes de contrôle et une
caractérisation de la solution discrète. Il existe deux grandes familles de méthodes
de Volumes Finis :

ab600036
Highlight

ab600036
Highlight
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o ou bien on se donne les w,- et on caractérise la solution discrète par ses valeurs
moyennes sur les volumes de contrôle; il reste alors à. relier les flux aux valeurs
moyennes.

o ou bien on se donne un maillage, on caractérise la solution par ses valeurs aux
nœuds et on associe à chaque nœud un volume de contrôle.
cette famille, on distingue les méthodes de Volumes Différences Finies où l’on
se donne un maillage rectangulaire et où l’on approche les flux en écrivant des
développements de Taylor tronqués et la méthode des Volumes Éléments Finis
où l’on se donne une triangulation et un espace éléments finis associés.

On décrit brièvement dans la suite un exemple de chacune de ces méthodes sur le
problème de la conservation de Pénergie pour un fluide au repos ("° = 0) en dimension
deux :

j —kÜT.ñ ds = f ph dV (1.3)7 w

avec k constant et la condition aux limites T = 0 sur I‘.

2.1 Les méthodes centrées sur les cellules.

Maillages structurés.

On prend pour exemple la discrétisation de l’équation de la chaleur qui est utilisée
dans TRIO VF. On se donne une partition du domaine de calcul en rectangles de
côtés parallèles aux axes, on représente les champs de température par leur valeurs
moyennes sur chaque rectangle. On évalue les flux par des schémas aux Diflérences
Finies :
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Î

l
hi’ Ë x

Ï TH
I
I

Ÿ
Î

: _. _.

ha : äK . .' äK. . _ x
Ï TG _' .' .'T.' Ï - TD
| _ . . . - '

l
n'y
Î
I
I
l

hi‘ : 9K
I TB
à

-< - - — - — - - — — - — - - - - - —->L<- — - - - - - - - - - - ——>-<- — - — - - - - - — — - ——>-

hf’ h, hf

4 1 N T-TH T-TB T-TD T-TGÂ—kVT.ndsN2k(h,(hy+hÏ+hy+h5)+hy(hŒ+hE+hx+hS))
où 7 est la frontière du rectangle associé à T (hachuré).

Maillages non structurés.

I. Faille et T. Gallouet se sont récemment intéressé à. ce type de méthode. Ils ont
proposé dans [15], si le maillage garde la. structure 7], = {K,-j,i = 1,. .. , N;j = 1,. . . ,M}
, le schéma. suivant :
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Soient Cg,‘ le centre de la maille Kgj, 5,-_J-_;5,5,-_j+%,5,-_â__j, 6,4%
les quatres arêtes for-

mant la maille Kgj et Ûgdçâani,j+%!ni—%_ja77g+â_'j leurs médiatrices respectives. On
note encore nüjfli‘ (resp. fg,j+,gifa-g_jyfç+â._j) la droite joignant les points Cm- et
C,'_j_1 (resp Cm‘ et Cm‘, C,'_j+1 et C,'_1_j, 0.4.1,,‘ et C”).

C,‘ 1L Ï .
X2

Ci+1 ,1

Considérons par exemple l’arête 65,14% séparant les mailles Kgj et K,'_j+1. Pour

approcher ŸTfiK au milieu de cette arête, on construit une approximation de T
aux points 2:1 et 2:2 situés sur la médiatrice nid-ü de l’arête 6,31} à, de part et d’autre
de celle-ci. On écrit enfin :

f6 VT.nK æ |5_._J.+ä[l_2__1_54+} m2 — x1]

où 01 et 0g sont obtenus par interpolation linéaire le long des droites f.
Pour ces deux méthodes, il faut ajouter des mailles fictives pour traiter les conditions
aux limites de Dirichlet.
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2.2 Les méthodes centrées sur les nœuds.

Méthodes de Volumes Différences Finies.

On se donne une grille rectangulaire et on associe à chaque nœud un volume de
contrôle en joignant les centres de gravité des rectangles. On évalue les flux par des
schémas aux Diflémnces Finies :

l
u TH
l

:
H l

hg I f'Î'Î"Î'Î"Î"Î"Î"I
' l -|
l :3 :
I ' :
v

'
..Iè

i i. ‘i
hf 5 t----_----_-.----__J

l
E
l
Y la

4- - - - - - - - - - — - - - - - - - - - - - -->-<- — - - - — - - - - — — —->-

- G D _ _ h" H —T T—T!—%VTñdsæk(h’+h”(T 7% T Ïä)+ y+ y(T D-+ G))
7 2 hg hf 2 av hG(B 12

où 7 est la frontière du rectangle associé à T (hachuré).



15

Méthodes de Volumes Éléments finis.

C’est la méthode qui nous intéresse ici. Elle sera. présentée et analysée en détail
dans la suite.
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Chapitre 2

Une Méthode de Volumes
Elements Finis pour le problème
de Navier Stokes.

1 Introduction aux méthodes de Volumes Éléments
Finis.

L’idée d’associer des volumes de contrôle à. un maillage triangulaire est une idée
ancienne (ref [22]) mais peu étudiée. Seule la. Boa: Method (où le terme Box renvoie à
la notion de volume de contrôle) qui correspond à une méthode de Volumes Éléments
Finis aflines par éléments est bien connue (ref [5,18]). L’analyse mathématique de
la. Box Method proposée par Bank et Rose
une comparaison entre les solutions Éléments Finis et Boa: Method . Heinrich (ref
[20]) a proposé une analyse plus dans Pesprit des Différences Finies . Enfin Cai et
Mc Cormick (ref [23]) ont proposé une analyse que l’on peut chercher à étendre d’une
part à. d’autre lois de conservation que celle du problème du Laplacien et d’autre part
à d’autres choix d’ Éléments Finis et de volumes de contrôle. Citons enfin Banaszek
(ref [4,3]) qui a comparé “expérimentalement” la méthode des Éléments Finis et la
méthode des Volumes Éléments Finis pour les éléments les plus usuels et Baliga et
Pathankar (ref

a
problème de Navier Stokes à partir de Pélément de Pironneau Bercovier (P12 P1).

17
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2 Une première méthode de Volumes Eléments
Finis pour le problème du Laplacien.

On décrit ici la Boa: Method qui peut être considérée comme étant la première
méthode de Volumes Eléments Finis proposée pour le problème du Laplacien. On
ne considère ici que le problème de la chaleur stationnaire non convectif (ü = 0)
dans 322 avec k =1,pc,, = 1:

_ vïzïñds = [Uhdv vDen
wt

T = TosurFg

en = qsurl‘1
0ÎlôQ=P=P0UPp

Fo

Fo
On se donne une triangulation de Q -compatible avec les conditions aux limites :

les points d’intersection de F0 et F1 coincident avec des nœuds du maillage- a laquelle
on associe l’espace Éléments Finis Vh constitué des fonctions définies sur Q à valeur
dans ÊR, continues et afiines par triangle (i.e. de la forme T(a:,y) = an: + by + c). On
notera 3:,- les sommets de la triangulation et çà,- la fonction de Vh telle que

«M329 = 5o‘
de sorte que toute fonction T de Vh vérifie :
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On construit le volume de contrôle w,- associé au sommet æ- de la triangulation n. . I ejoignant dans chaque triangle de sommet æ,- les milieux des côtés à un point quel-
conque du triangle éventuellement frontière par une courbe de sorte que
w,-flwj=ÇD.

Exemple de Volume de contrôle.

Les deux choix les plus classiques consistent à. construire les cellules en joignant
dans chaque triangle les milieux des côtés au point de concours des médiatrices si
tous les angles des triangles sont aigus, et au barycentre (point de concours des
médianes) pour les triangulations générales.
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Construction des Volumes de contrôle par les médiatrices.

Construction des Volumes de contrôle par les médianes.

On décompose la frontière âw; de la cellule w.- en deux parties :
la partie où le flux est connu :

75,1 g au’; n P1

et le reste :

7.‘ Ë‘ 3M‘ - 75,1
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On obtient le problème discret : Trouver T G Vh tel que :

_ xîmds = fhdV+flqds (Vzyra-QËFO)
v; w: ‘v.

T(:z:,-) = T0(:c;) (Vi,a:,- e F0)

Soit en développant T suivant les fonctions de base :

Z: (T(x_,-)/W_vqs,.ñds) = ÂWhdV+ÂEqds+
j :3,‘ {F0

z (Tongq/Tvçsjnïds)
j rIjGFo '

que l’on peut récrire sous la forme du système linéaire suivant :

AT = B

où on a noté :

A,-,- "=“ j —v4s,..ñ ds
‘v;

B,- "ä LhdV+lflqds+ z (T,,(œ,-)/%ÿqs,.ñds>
i Œjêro

ä =°f T051)
Il est connu que la matrice A est la même que celle obtenue par la méthode de
Galerkin (ref [5] ) dans le cas des volumes considérés :

Ai,- = fnvaiÿajdv

de sorte que les deux méthodes ne diffèrent que par le traitement du second membre
et de la condition de Neumann :

Âähdv 7e fnhamv

jfiqds se [Plqadv
On peut montrer, en comparant les deux seconds membres, la convergence de cette
première méthode de Volumes Éléments Finis . Au paragraphe suivant, on construit
une méthode de Volumes Éléments Finis pour le problème de Stokes qui conduit
à un système linéaire qui ne diffère du système linéaire obtenu par le méthode des
Éléments Finis que par le second membre.
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3 Une méthode Volumes Éléments Finis pour le
problème de Stokes.

On propose ici une méthode inspirée de la Boa: Method adaptée au problème de
Stokes stationnaire (p = 1,11 = 1) :

—Aû + Üp = f
divïf = 0

avec les conditions aux limites :

û‘ = ù} sur F0
(Vfi-pläyñ = ÿ’ sur F1

Où F0 U F1 =

Soit sous forme conservative :

l(—Üù’+pId).ñds = ffdv
7 (J)

fanas = o
"Y

La difiiculté principale du problème de Stokes réside dans le couplage vitesse /
pression. En Diflérences Finies et Volumes Différences Finics ce problème se traduit
par 1’apparition éventuelle de “checkerboard modes” qu’on supprime par Putilisation
de maillages entrelacés. En Éléments Finis , il est connu que l’espace en vitesse et
l’espace en pression doivent vérifier une condition de compatibilité dite condition
inf-sup (ref

3.1 L’élément de Crouzeix Raviart.

C’est à partir de cet élément proposé par Crouzeix et Raviart dans [11] que l’on va
construire notre méthode de Volumes Éléments Finis pour le problème de Stokes;
ce choix sera justifié dans le chapitre 4. On notera Po(K) l'espace des fonctions
constantes sur le triangle K et P1(K) celui des fonctions affines (dest-à-dire de la
forme arc + by + c) sur K. On associe à. une triangulation 77, de Q compatible avec
les conditions aux limites, les espaces Éléments Finis Ÿh et Qh définis par :

Vh d=“ {v continues aux æ,- : VK E 73,12 E P1(K)}
V], ê»! {i7=(u,v) zuevmveVh}

Qh ‘f-i‘ {q :VK e Tmq e P0(K)}
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où les z.- sont les milieux des côtés des triangles de Th.

Localisation des
degrés de liberté
pour l'élément de
Crouzeix Rouiart

UN 9'1-

ŒV
On notera çà,- la fonction de base de Vh qui vérifie : «A-(arj) = 6,5 et xbK la fonction

indicatrice du triangle K (c’est à dire la fonction qui vaut 1 dans K et 0 ailleurs.)
de sorte que toute fonction de V}, s’écrit :

17(3) = ("a") = (z"(1‘i)45i(-T)az"(Œilëflcll
i 1

= Z:
l

Les fonctions de base é; s’écrivent sur chaque triangle :

454K = 1- 2’\ilK
où ÀglK est la coordonnée barycentrique de K associée au sommet faisant face au
nœud 1:,-.
De même toute fonction de Qh s’écrit :

40v) = Z q(gx)îl’x(æ)
K67},

où gk est le centre de gravité du triangle K. On supposera les nœuds 2:,- numérotés
de façon à ce que les NM, premiers nœuds soient internes :

ISiSNM) => Œçëro

Nh_o<iSNh => Œgël-‘g

Remarque : L’élément de Crouzeix Raviart est non conforme : V}. I HI(Q) les
fonctions de Vh étant discontinues sur les côtés des triangles, mais les flux de masse
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au travers des arêtes sont bien définis :

j ämïm ds + f üKJiK, ds = o
ôKgflâKg ôKlflôKg

ou K1 et K2 sont deux triangles voisins, üK, (resp. üxz) est la restriction à K1 (resp.
K2) de ü’, ñKl (resp. ñxz) est la normale unitaire extèrieure à. K1 (resp. K2).

3.2 Description des volumes de contrôle.
À tout nœud 37,‘, on associe le volume de contrôle w; obtenu en joignant les

sommets des triangles à leur centre de gravité. Les w,- seront les volumes de contrôle
de la quantité de mouvement, les triangles seront les volumes de contrôle de la masse.
On notera comme pour la Boa: Method :

7:31 = Üwx‘ Û F1
7s = 340.‘ - 7.31

Volume de contrôle de la quantité de mouvement

3.3 Formulation conservative discrète.

On cherche un champ de vitesse dont chaque composante est affine par élément,
continue aux milieux des côtés et un champ de pression constant par élément
vérifiant les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
sur les volumes de contrôle adéquats z
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On cherche ü = (u,v) E Ÿh et p E Qh tels que :

f m ds = _ 5m ds VK e 7,,
ÜK-Po ÜKÛPO

L‘kplfl-(Ÿûfl.ñds=Â.ÎdV+[flÿ’ds pouriSNhp

En développant suivant les fonctions de base, on obtient :

Nmo

Æ ("W1") [afin ‘fijnæ dS + 0%‘)! qsJ-ny as) = — j «nm ds VK e 7,.
ÔK-Fo ÔKÛFQ

qui exprime la conservation de la masse,

Ë (“(32') A —ÿ45j-ñ C13) +

= z (udÇrj)
'76 Wi T.‘J'=Nr.,o+1

qui exprime la conservation de la première composante de la quantité de mouvement
et :

Ë (v(xj) A‘ —Üçbj.ñ' ds) +
ë

(PQIK) f7‘ îfixny ds) =

=
ÎIÏËOH

(vdaäalfi 645,5 as) + m‘ fy dV + f7} g, ds Vi g NM,

qui exprime la conservation de la seconde composante de la quantité de mouvement.
On peut récrire ces équations sous la forme matricielle :

A c, U = F,
A 0,, v = Fy

B, By P G
où:

o U est le vecteur de taille NM; des valeurs de la première composante du champ
de vitesses aux nœuds :
U,‘ =
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o V est le vecteur de taille NM, des valeurs de la seconde composante du champ
de vitesses aux nœuds :

Va = W955)
o P est le vecteur des valeurs de la pression sur les triangles :

Px = 149K)-

o A est un matrice NM, x NM, dont les coeflicients sont :

—Üq5,-.ñ ds
7|‘

A5,‘

o Bæ et By sont des matrices NK X NM, dont les coefiicients sont :

L“, 455m ds

LK çbiny ds

o C’, et C3, sont des matrices NM, >< NK dont les coefficients sont :

(BaJKi

(B016

(Cz)iK

(ÛzDiK

îxbKna: d'3
“h

zjzxny ds
'71’

o F, et Fy sont des vecteurs de taille NM, :

N,. _.v
(F3); = Z

J'=Nn,o+1 7‘

+ “f, dv+/fig, ds
N,. _.

(F05 = Ê (‘M001’) Véj-ñ ds)
j=Nh,o+1 7‘

+ fydV+llgy ds
Wi 7.‘

o G est le vecteur de taille NK :

GK —/i
ÜKnl-‘o
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soit en notant :
A 0A=(0 A ,B=(B, By),c=(g=)
U Fx _u=(V),f=(fi)aQ_G

AU+ÛP=Ï
BU=Ç

Les matrices A B et C’ ont des propriétés remarquables que l’on va préciser.

La matrice de diffusion : A

La matrice de diffusion s’écrit :

Lemme 2.1 :
La matrice A est la même matrice que celle obtenue par la méthode de Galerkin (elle
est donc symétrique définie positive).

Démonstration :
On a pour tout K de la triangulation, si Œj est le milieu d’un côté de K :

fxüqgdv = Âmojñdset

/K ŸéjdV IKIŸM;

-O 1
_‘

VQËjIK = ‘IÎI-‘LK qSJ-n dS

Notons 3K,‘ le côté de K portant Œj, on a :

fmçäjñ ds=lôKjd>jñ ds+ «pjñ ds
3K—3Kj
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Or sur les deux côtés de K ne portant pas xj, 45,- est afline et nulle au milieu du côté
donc :

j Ôjñ ds = o
ÔK-ÛK,‘

et en notant ñj la. normale à ôKj extérieure à, K,

aKjçSJ-ñds
= |âK_,-|ñ'j

L‘ 33;.

n \

D’autre part,

KGT’. 70K
= _ f; (Üqsmxj ñds

K67}, ' K

- — z 1

K61;

Or

fmnx ñds = —
8K‘ ñ ds = 4;;

d’où :

1 -o- —o-
A," = :5’ .5’ soitJ Agi

A5,. = Z jKüçpfiqsjdv
K67».
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qui est bien l’expression correspondant à. la méthode de Galerkin.

Remarques :

o A a cinq termes non nuls par ligne et par colonne et peut donc être stockée
dans un tableau de taille nombre de faces X 5.

'

o Cette propriété reste vraie si l’on joint les sommets des triangles à un point
quelconque du triangle par des courbes ne se coupant pas.

Les matrices de divergence et de gradient : B et C’.

La matrice de divergence s’écrit :

(Bæ)Ki

(By)Ki = [mçsinyds

Il
c5.><

ÿäH o. C1:

La matrice de gradient s’écrit :

(Ca:)iK = f îfiknæ dS
'76

(Cy)iK = lnbKny ds
7|’

z
Les matrices B et C sont les mêmes matrices que celles obtenues parla méthode de
Galerkin, et on a B = —C‘.

’ t t'o
Ona:

d‘ *= f m
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ce qui montre que la matrice B est la même que celle obtenue par la méthode de
Galerkin.

B1: i d —o "fOr : ËBÀË; ) = fax 955-71 = 5K et 5

d’ où: B= —C".

Remarques :

o B a trois termes non nuls par ligne et deux par colonne et peut donc être
stockée dans un tableau de taille nombre de faces x 2 ou nombre de triangles
x 3.

o Cette propriété reste vraie si l’on joint les sommets des triangles à un point
quelconque du triangle par des courbes ne se coupant pas.

On peut donc récrire (en changeant ÿ en —Ç et B en —B) le système linéaire
sous la forme :

AM+B‘P = f
BU - Ç

Le second membre.

Comme pour la Box Method pour le Laplacien, les seuls termes qui diffèrent de
la méthode de Galerkin sont la partie f et la partie g du second membre :

[wiîdv se fflfqædv
qilsîds ae fnäaägds
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On remarque que le second membre de la méthode V.E.F. peut être considéré comme
une intégration approchée particulière du second membre E.F. :

ri " xdv: zd- i2:lfKfdädV (m; | l )fV2/KAfdVI
K-(UAÛK

2\/?_>S Îv lKHfzILNK)
Êx/IÎ
TlI(llfxlL°°(K)

= Û(h2)|fzlL°°(K)

u.‘

S

Traitement des conditions de Dirichlet.

La méthode ainsi définie n’est pas globalement conservative en quantité de mou-
vement :

/F0(_üa+p1d).ñdsaæfiîîdiæfilgds
car on n’écrit pas d’équation de conservation sur les cellules associées aux nœuds
de Dirichlet. De plus, on traite mal le voisinage de F0 fl F1. On propose ici une
modification palliant ces problèmes.
On construit les volumes de contrôle en joignant dans chaque triangle

o les sommets au centre de gravité du triangle si aucun des trois nœuds du
triangle n’est de Dirichlet.

o le sommet faisant face au nœud de Dirichlet à ce dernier si un seul nœud est
de Dirichlet.

o si deux nœuds sont de Dirichlet, on affecte tout le triangle au nœud restant.

Traitggent de la frontiggg.

Fo
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Cette modification ne modifie pas les matrices A et B ; c’est_cette méthode qui
à été utilisée pour les cas tests.

Justification du choix effectué.

On a donc obtenu un système discret, qui pour le problème de Stokes, est le
même que celui obtenu par la méthode des Éléments Finis de Crouzeix-Raviart avec
intégration approchée du second membre. Ceci assure la stabilité et la consistance
du schéma et donc la convergence comme on le verra dans le Chapitre 4. De plus
cette méthode présente Pavantage d’être conservative et donc atteint l’objectif fixé.

3.4 Extension à la dimension trois.

En dimension trois, la vitesse est cherchée dans Pespace des fonctions affines par
tétraèdre, continues aux 12,‘, où les 3;,- sont les centres de gravité des faces et la pression
est cherchée dans l’espace des fonctions constantes par tétraèdre. On construit
les volumes de contrôle de la quantité de mouvement en joignant les sommets des
tétraèdres a leur centre de gravité. Les volumes de contrôle de la masse sont les
tétraèdres.
Pour ce qui est de Pexpression des coefficients des opérateurs discrets, ils gardent la.
même expression à condition de définir :

(figlx = l — 3À;IK et

ê‘ "=“|âK,-|ñ‘,- =/ ñds=/ «M ds
8K.‘ 3K

où 6K; est la face opposée au sommet i.
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Comme en dimension deux, on montre que cette méthode ne diffère de la méthode
de Galerkin que par le second membre.

4 Extension aux équations de Navier Stokes.
On suppose toujours p = 1 et on cherche ü et p solutions de :

â" -. a -»6-‘; _ divuV1ï+ div(1î® ü’) + vp =
divfi = 0

où 1/ = Ë = p.
Avec les conditions aux limites :

ü’ üd sur P0
(vVä-pldÿñ‘ = ÿ‘ sur F1

La difficulté supplémentaire par rapport au problème de Stokes vient du terme
convectif. Il est connu que les schémas centrés sont instables si 1/ est petit devant
hnü", aussi a-t-on développé des méthodes de décentrage aussi bien dans le “monde
des différences finies” que dans le “monde des Éléments Finis ”. Le schéma de base
implanté dans TRIO V.F. est le schéma amont dont on s’inspire ici. Présentons
d’abord le schéma centré.



34

4.1 Le schéma centré

Ona:

Pourüe Vh, on a:

f1‘ mm) ds = z; c(a).-,.a(æ,.)

où:

502),, = Â. M125) ds
= Zäæjk-Ük

k

où

Û]; =

Ëijk = Lffijf/îkñdô

On voit que la matrice [(11') n’est pas en géneral à diagonale dominante ce qui peut
conduire à des instabilités.
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Calculons f5’: (figrfijñ ds (voir figure)
qäiqäj est un polynôme de degré deux d’où :

f‘ 4h45; ds = '3‘;’" l(45i45j)(3l) + 4(ès<fij)(m1)+(<fiæa5j)(g1)]
8

où m1 est le milieu du segment [slgl]. Utilisant les expressions :

(Ôsäjflsx) =

(ÔiÔjXQI) =

(Ôzäjxml) =
colrhâolr-r

H

on obtient :

91 Islgll 16 1
i.d = ___1 _ _fié’ 3 6 [+ 9 +9]

13
lfiÿlllÿ

Calculons maintenant fa“; çfiiqfijñ ds

8

où mg est le milieu du segment [sggl]. Utilisant les expressions :

(455451952) = —1
(«z-mies = à

(éeèjXmz) = Ë
on obtient :

= ‘lszmllâl-
Ainsi, on a :

.. 13 91 __ 4 91 __
,--- = — n — — n.t]
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De même, on obtient :
.. 13 91 4 91’° 27 ,, n 9 ,. n
s 13 ni

Cgjj =
ñ ,1

n

et il est clair que Ë“; = 0 car 7; est un contour fermé.

4.2 Un schéma décentré amont.

On notera ñ’,- la normale unitaire extérieure à. 7.- et ‘Yzuj = '75 0 7j.
L’ idée du schéma décentré amont est d’approcher û’ sur 7g,‘ par u.- si
par u,- si (zîñg) < 0. On obtient le schéma suivant :

f 5015,.) dsæ / ü.-max(ü.ñ.-,0)+1Ïjmin(ü.ñ;,0)ds
75j 75j

C’est à dire :

1cw ,3 = f -(a ñ‘, _ 112.54) ds < 0
75.,- 2

1cw ,-,- = j -(ü‘ ñ‘, + Ianl) ds > o7.- 2
On a:

21:02,, _ o

car ñ‘,- = —ñ_,- et:

ZEÛ-Ôgj: f «m ds
J‘ ‘Yi

Ainsi si divù’ = 0, on obtient une matrice à diagonale dominante ce qui assure la
stabilité conditionelle du schéma.

4.3 Calculs instationnaires.

On cherche ù’ et p sous la forme :

Ü = Z 1713,‘, ÜQËKŒ)
i

p = Z p(yx,t)'l>r<(=v)
KET»
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En utilisant tout ce qui précède, on obtient le système algébro différentiel suivant :

3UMÊÏ+AU+L(U)U+B‘P = F (2.1)
BU = G (2.2)

avec la condition initiale : U(t = 0) = U0 telle que : BUo = G.
u(æ1,t)

où U; =
17

vain, t)
MÙ- = f _ 4s,- dV.

Si on approche M par :

Mis‘ æ |ws|5ij
alors on obtient la matrice de masse de la méthode de Galerkin. C’ est cette matrice
de masse approchée que l’on a programmée car elle est diagonale et donc facile à
inverser.

schémas de projection.

Utilisant le fait que le noyau de B‘ est réduit aux constantes, on peut choisir un
triangle K0, imposé p(K0) = 0 et retirer dans B (resp B‘) la ligne (resp colonne)
correspondante. Ainsi B‘ devient injectif.
En multipliant l’équation (2.1)à gauche par BM“ et en remarquant que 5% = 0
car zîd est supposé indépendant de t, on obtient :

BM“ (AU + L(U)U + B‘P) = BM“F

Ainsi en notant :

_ BM"B‘
N(U) = M" (F — AU — L(U)U)

U: l
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ou la matrice E est inversible :

Ep=0 à (Ep,q)=0 Vq
=> (BM"1Btp,q) = 0 Vq

=> (M"Bïv, B’q) = 0 Vq
=> Btp = 0
à p = Craie,

et

’P = I — M'1B‘E'1B

on obtient une équation différentielle ordinaire sur U et une équation algébrique
reliant P à U :

au
ï = mvw) (2.3)

P = E"BN(U) (2.4)

77 est Popérateur de projection sur Ker(B) parallèlement à Im(M"1B‘) :

POP = L; — 2M'1BtE'1B + M'1B‘E'1BM'1BtE"1B
Id — 2M'1BtE'1B + M'1BtE'1B
'P

Il

’P(M'1B’P) = M“1B‘P — M“B‘E“1BM‘1B‘P
= M’1B‘P — M'1B‘E“1EP

0

En multipliant (2.3) à gauche par M et en utilisant (2.4), on obtient bien (2.1), d’
autre part d’après les propriétés de ‘P, et la condition BUO = 0, (2.3) implique (2.2).
Il reste donc à. choisir un schéma en temps stable et consistant. Le schéma utilisé
dans TRIO V.F. est le schéma d’Euler explicite :

Un+l _ Un

At
Ce schéma est conditionnellement stable.
Ualgorithme d’avance en temps s’écrit :

= ’PN(U")

o On se donne e > 0, si on cherche un état stationnaire et tma, si on cherche a
simuler l’écoulement sur l’intervalle [0, tmaz].
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o n = O, U0, At donnés.

o Répéter :

Calculer V = N(U")

o Calculer P" = E'1BV

Calculer V = V — M"1B‘P"

Calculer U"+1 = U" + AtV

Fairen :=n+1;t=t+At

Jusqu à, ce que

4.4 Extension à Navier Stokes anisotherme.

On s’intéresse maintenant au système complet d’équations modélisant l’écoulement
d’un fluide incompressible. Rappelons d’abord le jeu d’équations obtenu au chapitre 1A
en négligeant le terme de dissipation visqueuse :

/ .74 Var
(R?! )T ;

r *———e————— ——* +———4 ——Î

apa‘
E

a—dv/ * "."d =/ dv/ —1 *."d
fwm ât

+
mpiŒÇÏ/ii

s
wopf"

+
m“ p dlflÿu)"

3
l

af iids = 0
«(il

t
A ‘(L dV + AnHùflñ ds = L“) ph dV + f7“) Nm ds |

(t) ôt

l où H = pcpT.
l On se donne les conditions aux limites :

.' ù’: "d. sur Fädm et T=Td sur F3
pÜûÏñ—pñ=ÿ sur Fïdm et kÜTîñÏ=q sur Fï ne

î- — 14-L31__ n _ _ ______ %_ %_ pl} :0
“l” 0 A l. '

r}
r

fila/o): l!
l/"(m-

o
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oùI‘ = r3“ u r34" = r3 u rg.
On a choisi de chercher H et T dans le même espace que chacune des composantes
de la vitesse, les fonctions p(T),C,,(T), k(T) et 1/(T) sont tabulées.
Après discrétisation en espace, on obtient le système suivant -en indiçant par qdm
les matrices relatives ‘a la quantité de mouvement, et par e les matrices relatives à
l’ énergie - :

3p”Mqdmît‘ + Aqdmu + Cqdmiï-ÏXPÙ) + Ütp = fqdm
BU = G

Mg} + Agir + Le(ù')H = F,
H = pCpT

où les différentes matrices ont les expressions suivantes :

U451

Î

(Mqdmhj = iwfiqdmlôäj i (Mexj = lwieiäi‘

(Aqdm)ij = ÏKQKQ’) ‘Kfijî i (Ac)ij = kQÏKajM-Ëj

(Aqdmhe = "' Z (Aqdmhj 5 (Aehi = — 201ch,-
i?“ i?“

(L.,4.,.(a>>,.,. = L
(timon)..- = f,

(Le(a))_._. = j è(ù‘.ñ+|ü.ñ'|)ds
1€
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(Bï)KÎ=—Sî(z â (‘By)I\,Î=—S-;\’y
(Fzfimh = fwçdmpfôdV+ qdmgzds

n 76,1

N,. __
+ z ud(æj) fqdm pV45j.ñ' ds

7.‘j=Nh,o+1

(Fïdm); = qdmpfädV+jfidmgyds
Nh

+ z vd(:rj) jqdm flVÔj/ñ: ds
j=N».,o+1 7-‘

(F6), = LçphdV+ Te qds
N).

i

+ z Td(x,.)/ kVçbJñds
J—Nh.o+1 ‘V?

(0)5, = j 11m ds
ôKflFo

et u =

Les |wfldm| ne diffèrent des [wfl qu’au voisinage des bords du fait de la prise en
compte des conditions aux limites de Dirichlet en vitesse ou température. De la
même façon (Lqdm(U ne diffère de (L,,(U qu’au voisinage des bords. Il arrive
souvent que Î dérive d’un potentiel :

-o

f = Ÿf;

par exemple pour la gravité, f; = —gz.
Il peut alors être intéressant de discrétiser le terme source de la façon suivante (en
prenant Pexemple de la gravité) :

pÿdV=/ pdV/ —ÜgzdV = /pdv( —gzñ'ds+fyl—gzñ'ds)
w.‘ w.‘ w.‘ w.‘ 7.‘ .-

æ —p(:1:,-)g ((3910,. + f7} gzñ as)
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où XK = (gx), C’est cette discrétisation de la gravité qui à éte utilisée pour le
second cas test.

Dans la suite, on décrit Palgorithme qui est utilisé dans les codes de thermo-
hydraulique développés à Grenoble par Cisi Ingénierie. Pour construire cet algo-
rithme on effectue les mêmes manipulations sur les équations de la masse et de
la quantitée de mouvement, qu’en 4.3. On obtient alors un système d’équations
différentielles sur les variables L! et H et une équation algébrique reliant P à U. On
écrit alors le schéma d’Euler explicite pour le système d’équations différentielles.
Ualgorythme s’écrit :

o On se donne 61 > Û,€2 > 0, si on cherche un état stationnaire et tma, si on
cherche à simuler Pécoulernent sur l’intervalle [0, tmw].

o U0,T0,At donnés.

o Calculer H0 = p(T0)C,,(To)Tg.

o Répéter :

o Calculer Aqdm, Fqdm avec p = ,u(Tn) et p = p(Tn).

o Calculer V = pi "1 (Fqdm — AqdmU" — L(U")(p"U"))n qdm

o Calculer P" = E'1BV où E = B ‘l B‘qdm

o Calculer V = V — äënBtP"

o Calculer U"+1 = U" + AtV

o Calculer Ac, avec k = k(Tn).

o Calculer 0 = F6 — AeT — Le(U"+1)H.

o Calculer Hn“ = Hn + Atä.
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o Calculer Tu“ = f(Hn+1).

o Fairen=n+1ett=t+At

o Jusqu’à ce que n = Nmaæ ou 5 e, et

5 Résultats numériques.

On présente ici les résultats obtenus sur deux cas tests classiques :

o La cavité à paroi défilante permet de tester la méthode en hydraulique.

o La cavité de Vahl Davis permet de valider le couplage entre Phydraulique et
la thermique.

De nombreux résultats ont été publiés sur ces deux cas test.
La maquette ayant été écrite en 3D, on a ajouté une épaisseur de Pordre de h et
imposé sur les parois latérales une condition aux limites dite de symétrie :
üfi = 0, Ÿpfi = 0 et ŸTJÎ = 0 pour le second cas test.
Le maillage comprend 265 nœuds, 1618 faces et 680 tétraedres. Les figures ont été
obtenues en interpollant la solution calculée par la méthode des Volumes Éléments
Finis sur un maillage structuré 20 X 20 de type M.A.C.

5.1 Cavité à paroi défilante.

Description du cas test

On cherche à. approcher Pécoulement d’un fluide incompressible et isotherme dans
un cavité carrée de côté 1m dont l’une des parois est entraînée à la Vitesse de 1ms“.
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ü=:1

cavité à

ü=0 _ ü=0
paro1

défilante.

ü=0

Le seul paramètre est le nombre de Reynolds qui ici est
On donne les champs de vitesse et les isobares dans les figures qui suivent.
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5.2 Cavité de Vahl Davis.
Description du cas test

On étudie un écoulement d’air dans une cavité carrée de côté L dont la paroi
gauche est à la temperature T6 = 315K et la paroi droite à T; = 215K, les deux
autres parois étant parfaitement isolées.

cavité

Hahl Davis

‘en

3T__îy’0
Les paramètre de l’écoulement sont les nombres de Prandtl

‘ c" 3 \ cet de Rayleigh (Ra = ) ou fl = —% et p0 =
on a utilisé: p0 = 1, g = 931m3”, fi = 3.41e— 3, Te — T; = 10, 1/ 21.8s — 5m2s“1
et k = 2.5356 — 5m25‘ de sorte qu ’il suffit de choisir L convenablement pour fixer
le Ra.
On obtient le tableau suivant :
Ra = 1.e3 Le“ 1.e5 Le“
L æ L113-2 236-2 5.1424 1.1e"1

On donne les champs de vitesse et les isothermes dans les figures qui suivent. La
solution de référence est donnée dans [12].
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Chapitre 3

Analyse Numérique des méthodes
de Volumes Elements Finis pour
le problème du Laplacien.

Quelques rappels.

Espaces de Sobolev.

On renvoie à [1] pour plus de détails sur les espaces de Sobolev.
Soit Q C 5R4 un ouvert borné de frontière lipschitzienne (ref

pour 1 S p < 0o, Pespace des fonctions mesurables dont la norme :
l

llvllzan = (/9 Ivnp)’
est finie.
L’espa.ce de Sobolev W""”(Q), pour m z 0 et 1 S p < oo est Pensemble des
fonctions v E L”(Q) dont toutes les dérivées partielles au sens des distributions ôav
avec |a| 5 m sont dans L"(Q). On munit W""”(Q) de la norme :

l
P

llvllmmû = ( Ê f I854”)
Ialsm °

On note H"‘(Q) Pespace W""2(Q) et :

Ivm = < z Iervmä
lal=mffl

47
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Un théorème de trace.

Soit Q C ËRd un ouvert borné de frontière I‘ lipschitzienne. Il existe un opérateur
“trace” linéaire continu de H1
opérateur.

Le lemme de Bramble Hilbert.

Ce lemme est montré dans
Soit Q C ÈRd un ouvert de frontière lipschitzienne. Pour un entier k 2 0 et

p E [1,oo], soit f une forme linéaire continue sur W'°'“"’(Q) vérifiant :

f(<1)= 0 Vq G 11(9)
où Pk(fl) est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à k. Alors il existe
une constante €(0) telle que Vv E WHIHQ):

|f(v)| S C(9)||f ||î+1,p,nlv|k+1.p.n
où [Lllïflfinn est la norme sur le dual de WHIWQ).

Passage à un élément de référence.
On trouve les deux résultats qui suivent dans
Si K est un polyèdre de 9R“! et K l’ image de K par une transformation afiine

inversible F de 5R“! dans ÊRd définie par F = Bâ: + b, alors :
d

nBn s ”—" , |det(B)l = "—Î' z (E1)Pie IKI hk

où hK (resp. hg) est le diamètre de K (resp. de K) et pK (resp. pk) est le plus
grand diamètre des boules inscrites dans K (resp. de K) ; de plus ÉIC(K) > 0:

vv e Hkar), Iûlm s cllBllkldeüBfl-âlvlklf
où û(âc) = v(F(â:)).

Interpolation sur l’élément de référence.

Soit K un polyèdre de ÊRd et îr un opérateur linéaire continu de Hk+1(K) dans
H"‘(K),0 5 m S k +1 vérifiant:

Vv e Pbîrv = v,



ona :3C(ÏAŸa7AÛ‘

V” e Hk+1(1ÿ),||v _ îrvnmfl S CIvlk+LK

49



50

1 Position du problème et notations
On considère ici le problème modèle dans un ouvert polyédrique :

n c æd d=1,2,3
—Au = f dans

u = 0 sur (F)

On suppose les données telles que :

u e H2(n)nH5(n)

On se donne une famille régulière de triangulations (71),, dest-à-dire vérifiant :

3a>0z VMVKEŸÎ. , hK SapK

- où hK est le diamètre de K, pK est le plus grand diamètre des boules inscrites
dans K et h = max(hK) ——> 0 - avec Phypothèse :

3K : Vh,VK€77. 35;’; :F,’}(IŸ)=I{

et Ff} afiine et inversible.
On notera æ; les nœuds de chaque triangulation '17, numérotés de sorte que :

lSiSNhp =>

Nhp-I-lSiSNh => rlîgër

et (Vh)h, (V;,_0)h les espaces éléments finis de Lagrange associés :

V}, = 6.1). {çfih 1 S i S Nh}

Vhp = 6.1). {(5,3 1 S i S Nhp}

où les fonctions de bases d),- sont telles que:

ÔJŒJ‘) = 54j-
A tout nœud x,- de '17. on associe un ouvert w,- appelé volume de contrôle de sorte
que :

ULÜ;=Q
î

93.‘ G w;
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On notera :

fl-N:7.‘ Ôw.‘
7.3,‘ = 7; 07j

En intégrant (3.1) sur les volumes de contrôle w,- pour 1 S i _<_ NM), on obtient:

—6u.ñ ds = ÿ f dV. (3.2)
’Yi

Le principe de la. méthode des Volumes Éléments Finis est de chercher une fonction
u}. G V”) vérifiant :

/_Üu,,.ñds = jfdv ISiSNhp.
‘Yi ‘V!’

Comme uh appartient à. V“), on a:

J'=Nh,o _
Un = z 1119152’

jzl

on obtient donc :

j=Nh.0 __z (u,,(x,.)/ _v4s,-.ñds) = f fdV
j=1 ‘Yi Un’

qui s’écrit encore sous la forme :

AU = F

en notant,

Agj g —ly_

F.-
U1‘ = “Ë=uh(=”j)

Remarque : la matrice A n’est pas a priori symétrique.
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2 Analyse
On introduit la forme bilinéaire :

ah(u,u) ___ _i=Ë'°
i=l '

définie pour u et v dans 8;, Ë‘ Vh G9 H2(Q)
et la forme linéaire définie sur 8h:

pour f E L2(Q)
de sorte que l’on peut écrire en utilisant (3.2) :

. ahüunvh) = dhÛhvh) = Lh(vh) Vvh E Vh

2.1 Un résultat de convergence abstrait.
On a le résultat suivant d’existence et unicité de type Babuska. :

Lemme 3.1 :
Soient V un espace de Hilbert, (Vh)h une famille d ’espaces de Hilbert de dimension
finie - non nécessairement inclus dans V - , munis du produit scalaire (., .);,, (ah),
une famille de formes bilinéaires continues sur Vh et u E V. On suppose que (., .)h
et (ah), se prolongent à u G9 Vh. Si,

30h > Û Z VU}, E V}, Sllp îkvhflivh) Z QhIIÜhIIh (3-3)
whëVh "whiih

alors :

Vu E V 3!uh E V1, : ah(u — umvh) = 0 Vw. E Vh

de plus :

. 1 -Il“ - uhllh S 4235"" ' “m” + a .32‘;
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Démonstration :
Existence et unicité.
Soient u}. et uä deux solutions, on a. :

ah(u,1,— ufnvh) = Û Vvh E V),

d’où par (3.3) :

II"Î. - "ËIIh = 0
On a. Vvh E Vh:

1 __"uh _ vhnh 5 _ supa1. ‘whevh Ilwhllh
S _1_ Su 411J" - vhawh)

ah WhËVIn IIwhIIh
et

II" - "hIIh S II" - "hIIh + II"h - "hIIh
d’où le résultat annoncé.

En particulier on aura si 7th est Popérateur de H2
1rhv(x,-) = v(:1:,—) :

1 ah(u — 7rhu,w;,)
Il" - "hIIh S Il" — "Wlln + — sup—î——ah w:- llwhIlh

2.2 Un lemme d’approximation des flux.
Ce lemme a. été montré en dimension deux pour le P1 par Cai (ref [23]).
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Lemme 3.2 :
Soit R: un polyèdre de ÊRd (d S 3) , soit ‘y inclus dans une face (un côte’ en dimension
deux) de î: et ‘îr un opérateur linéaire continu de Hk+’+1(k) (l z 0) dans Hk+’“(k)
avec k Z 1 et l Z 0 vérifiant :

VÊEPIÇ 3

Si r: est une partie de 3E4 telle qu’il existe une transformation aflîne inversible F de
?Rd dans 5R“! pour laquelle n est l’image par F de îc, si 7 est l’image par F de ñ‘ et si
l’ope’rateur 7r est défini par :

Vv€Hk+'+l(n),7’rî) = in“),

Aoù ô(a:) = v(a:), et si Vv E Pk+;(rc):

Il Ÿü} — 7rv).ñ dsl = 0
v

alors ÉIÔ tel que Vv € Hk+‘+l(fl) :

__ A hk+d+l
| V(v — 7rv).ñÎ ds| S C "

d |v|k+1+1_,;
'v :4’?

où Ô ne dépend que de Ê et îr.

Démonstration :
En appliquant Cauchy Schwartz, on obtient :

au
îMW; — 7rv).ñ' 43| 5 mâ

On note :

j 1% — 7m)? ds s IIB-‘IPM (j me — m?)
v l7l v
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où

aâ1<k>> o z A m» ira)? s Ôîllû — ïrôllâs
et donc a fortiori :

A ma — ma»? s Ôfllû — fiôlllî+l+nk
Or, d’après le résultat dïnterpolation de degré k sur l’élément de référence,

ECAËÜAÙ k) > 0 tel que "û — îlôllîuæc Ë ÔâlÔlî-f-Lk Ê Ôâllûllîunæ

et par continuité de îr :

Ïlôa î IÛ - ÎFÛlk+1+Lk S ÔälÛlk+l+Lñ
d’où :

L W — ma)!” s à:
où Ô2Ô3 = 1 si l = 0 et Ôg = 1 si Im(‘îr) C Pk+1(k).
En appliquant le lemme de Bramble Hilbert à f(ô) = f7 V(v — 7rv).ñ' , on obtient :

‘Y

Or Vv E H"""(n):

|ôlk+z+1.a s Ôs|lBII"+""ldet(B)l'%lvlk+z+xm
avec î

IIBII s , IIB“II s pi
dIdet(B)I z

d’où le résultat.

Remarques :
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o Si h,‘ _<_ 0p,‘ alors :

—o E-
[ÂVQJ — 7rv).7ï ds| = O(hï+l+° l) lvlk+l+l’n

o l = 0 convient toujours.

o si ‘y n’est pas inclus dans une seule face de k, alors en décomposant ‘y sur les
faces, on obtient le même résultat à une puissance de % près.

2.3 Résultat de convergence.

On suppose à partir de maintenant que les volumes de contrôle ont été obtenus
par découpage de l’élément de référence :
Notons ail, . . . , ËN les nœuds de K. On construit une partition polyédrique de Ê en
(12,- : ê; G 0.", on note ‘ÿifl- = 3L2),- fl âûaj et on suppose que

Vh, VK e 7h, v(æ,-,æ,r) e K’, ana-hep e R? : 7,, n K = FK( 33)

où 3:; = FK(:E;).
On construit maintenant des domaines dîntégration s’appuyant sur les 7M 0K pour
estimer f,“ V(v — 7rhv).ñ ds.
On note Êgj le polyèdre obtenu en joignant 5:,» aux bords de '3'“ et n?) =F



57

Construct ion des nij

cas du P1

On choisit de munir V“, de la norme discrète :

|n-

[Ivuh
K67}. (zgæfieKz

Lemme 3.3 :

3c > o :Vh,‘v’I( e Tmvv e v,, :à-||v|| 5 ||v||h 5 CHU"

"v" = (z lhfÿuÿvùz
Keîî.
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Démonstration :

Z (00%) - 005D)? (hKYM Z |Û(Îi) — ÎÂËDV (hfldd
(z-‘æjlêK’ (I-‘IÀGK’e er”"

il m?

D’a.utre part, si ‘I; est une famille réguliere de triangulations :

, 1 !—1 , , 4-1 ,ac > 0,52m |v|1,r< s Ivm s c ha lvlue
Il reste à remarquer que 3C3 > 0 : EÏËIÔILR S lulu? S Cglûh’)? .

On va appliquer le lemme 3.1 au cas de la méthode des Volumes Éléments Finis
(ah, (., .)h définis ci-dessus).

Théorème 3.1 :
Si : (ah), vérifie uniformément la condition inf-sup ie :

3a>0: inf sup Î-aüvhflvh) > 3.4
uhevmo whevhlo "whllh

— anvhuh ( )

(où a est indépendant de h) et si la restriction de Vh à chaque élément contient les
polynômes de degré inférieur ou égal à k, avec k z 1 alors :

Vu e H2(Q) n
a;,(u — umvh) = 0 Vin, 6 V“,

et si u e H""'1(Q) ,alors:

3C1 > 0 zVh,

si de plus : 3l z 0 tel que V»: E 7}. Vv E Pk+;(n) :

vngj), _ Wu-«huyñ ds = o
7mm:
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et u E HHHKQ) ,alors :

3C2 > Û Z

Démonstration :
On notera e; ‘if u — nu Perreur d’interpolati0n et eh = vrhu — uh l’erreur discrète.
On a ||e1||h = 0 d’ où

1 — 1
inf

"bévue a whevr...) Nwhllh a whevhfl "whuh
en prenant vh = 7rhu.
On a. de plus :

Nmo a
a;,(e1,vh) = — Z (vhùïg)! VCIJÏ,‘ (i3)

{:1 v‘

N}, ü
= -

{:1 j ‘v6.5
Ny. __

= —

s=1 j>i 7-31

où ñ’,- est la normale extérieure de 7; = 8442;.
On a successivement :

lah(ehvh)l S ËZOvIKŒaÔ-ÜIJŒJÜII/ Ÿeprîedäl)
i=1 j>i 7-3:

s z z (ivh(ï‘7i)—vh(mj)ii
X677. (zeæfleKî

s z z (lv».<z.-)—vhtæ,-)lhâ"l
K67] (æ.-1:,')€K3

Üepñ‘;
“hui”

Ÿe ñ- dsIhI-ä
K

I- 1 K
‘v5.10

En appliquant Cauchy Schwarz, on fait apparaître la norme discrète de vh :
1a

|ah(€1avh)| S NvhNn ( Z Ë (hKŸd (A “K V7614? 43V)
KGÏÏ. (æ.'rj)€K2
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Or par construction des m2”, 7'.'j fl K = 7M fl n23‘), d’où :
tala-

lah(elavh)l S "vhllh ( Z Z (hKŸd (A AnK(.,-,Ÿ€1-ñi 43V)
K€7Î.(1:.‘1:j)EK2

Or le lemme 3.2 (avec F = FK , k = Fglngj), et 7"r est Popérateur dïnterpolation
de Lagrange sur K implique qu’il existe B1 > 0 tel que :

-* .. (k+4+I—1).. Ve.n-ds< h ,2 u (r)
lviyinnizir’)

I z — fil
"(KÙ l lk+l+1"‘KJ

î P‘ rx (b3" C3D‘ï /\
m...

é. _filllvhllh ( E z (hxr-d <h1’;;:*’ l)lulk+l+lîfi(lêi))z)
KGT (:5.- ')€K7h 1';

1
ï

fllfldlvhllh ( z Z (hK)2(k+l)lulk+j+1_,çgj))2)
X677: (Œ.'Œj)€K2

S fllflflhïrlk”llvhllhlulk+z+nn
un")

où ,62 _<_ 1 est le sup sur K,i,j des (îfè)lk+g+“ll, soit finalement :

I/\

sup ÆM S gh(k+t>lulk+,+l_fl
wnêVnp llwhllh

qui donne en utilisant le lemme 3.1 :

Il" - "nullh = "n" - uhllh S Ûhk+'|u|k+z+1.n

Remarques :

o l = 0 convient toujours.

o Pour les éléments finis Pk continus, on a :

il“ " "hu" = O(hk)l“lk+1.fl

et en utilisant le lemme 3.3 :

Ilîh" - "h" S OHM“ - “hllh = O(hk+l)lulk+1+1,9
Il“ - uhll = 0(h'°)lulk+1.n
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2.4 Conclusion

On vient de montrer sous réserve de la vérification de la condition inf—sup uni-
forme (3.4) que la méthode des Volumes Éléments Finis est du même ordre de
convergence que la méthode des Éléments Finis . Elle présente de plus Pavantage
d’être localement conservative. Le résultat obtenu s’étend au problème :

—divAŸu = f

où A vérifie Ç‘A(æ)Ç Z aCÇ Va: e Q avec a > 0.
On peut consulter la thèse de Z. Cai [9] pour un résultat d’intégration numérique
en dimension deux pour le P1. Le résultat s’étend évidemment aux méthodes con-
struites à partir d’un nombre fini d’éléments de référence et un nombre fini de
découpages.

3 Applications

3.1 Applications en dimension un.
Définitions et notations

On considère le problème modèle :

—u” = f dans Q = [0,1]

avec les conditions aux limites homogènes :

11(0) = 0 ; 11(1) = 0

On se limite à des maillages uniformes pour alléger les notations : on se donne
h = 51,- et on note s; =
ici aux méthodes de Volumes Éléments Finis Pk. On note Vh l’espace des fonctions
continues, polynômiales de degré inférieur ou égal à k par éléments et V“; celui
des fonctions de Vh nulles en 0 et en 1. On notera æ; =
nœuds du maillage. Afin de définir les volumes de contrôle, on se donne une suite
(Üjfi-ËÎ; 0 < 9,- < 1. On définit les 7.- par :

7mn = 9jï0ks+j—1 + (1 - 9203km‘
Les volumes de contrôle sont alors définis par :

w; = ]*y;,'y,'+1[, i=1,...kN—1 ; xgëw;
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8o 81 31' 5i+i 3N—1 SN

«Tik Œek+1 Œik-ç-j Œik+j+1 Œik+k—1 ïlî(i+1)k

7ik+1 7ik+j+1

Le problème discret s’écrit :
Trouver w. E V“, :

“Ii-ÿl

w207i) - 14men) = f fdx
7€

On introduit la forme bilinéaire :

kN-l

ahütmvn) =

soit en remarquant que v;.(ækN) = vh(a:o) = 0 :

kN

aI-(uhavh) = È[vh(Œe)-vh(=va—1)]ui.(7e)
i=1

et la forme linéaire :

kN-l m.L,,(v,.) = z ( 7
*’ fdx v;,(:c,-)>

i=l 5

Le problème discret peut être mis sous la forme :
Trouver u}, E V“, :

ahütiuvh) = Lh(vh) Vvhëvhp

Analyse.

Comme on l’a. vu précédemment, pour que la. méthode soit d’ordre k, il suffit
que ah vérifie uniformément la condition inf sup (3.4).
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Notons

J ' j
m0 TÏ 331:4 331

Sj-l 3j

On définit :

azounvh) =
et

_L2(vn)= rvhoæ-HZ/ fvh<w:>+/,’fvh<s,-
8Î"1 {:1 fl-l 7k

On a Î

N .

ahÜHnvh) = zafiumvh)
.=1

Lhtvh) = Ëmvh)
Notons K = I0, l] , Ë,‘ =

ana») = Ë<a<æ.->—û<æ.»-n>a'<ao
i=l

de sorte que :
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ûjüîi) = aux?)

Ainsi si à vérifie :

3a > 0 : va e Pk(Ê) : â(û,û) z a|û ÎK (3.5)
alors on a aussi :

Vu E V“) : ah(u,u) Z a||u||2

où “u”? = 01 u’? et donc la condition inf sup. Ainsi il suflit de vérifier la condition(3.5)
sur Pélément de référence ce qui revient à montrer que :

i=k

3p> 0:V‘AVZ flllvnzvve änkzzw =0
i=l

où la matrice élémentaire Â est définie par:

Âü = “ÔËWÙ
Au‘ = 4539m1) - Ôî-(ij) VJ 6 l2, k]
Aik+1= ÔÊÜk)

La condition (3.5) est également suffisante pour vérifier la condition inf sup uniforme
pour ah associée au problème : —(au’)’ = f avec a(:r) _>_ a0 > 0 , on obtient alors :

Vu e V“, : ah(u,u) 2 a0a||u||2

De plus, pour le problème modèle (a = 1), on peut montrer le résultat suivant :

Théorème 3.2 :
En dimension un les méthodes de Volumes Éléments Finis Pk pour le problème
modèle sont d’ordre k.

Démonstration :
On décompose V“, sous la forme

Vh,0 = Vh1p+Wh
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où :

j=N
Wh = æ Wh_o(I(j)

j=1

Wh,0(I{j) = {v e o°(o) :1) e Hà(l{j) n Pk(If,-);v|g_;çj = o}
et

11,34, = {v e Hgm) : v e mm), Vj}
On décompose de la, même façon u sous la forme :

u = u] + w

où u] est Pinterpolé de Lagrange de degré 1 de u sur 7}. :

u1(s,-) = u(s;) Vi et ul E Vhlp

On a

(wnx, e (H’(I<j)nHâ(K,-)) va‘
et :

aflw) = Lflvh) vvhewmoug.) v,‘

en effet :

auuhvh) =
=
= (ul)'[vh<æz>—vh<æä>]

d’où :

afiuhvh) = 0 VvhEWh_0(K,-)

On a. donoobtenu N problèmes élémentaires:
Trouver wi e Wh_0(K,-) tel que :

aflwîavh) = Ïlvh) VUhÉWhpUŸj)
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auxquels on veut appliquer le Théorème 3.1. Or la condition inf sup est vérifiée par
toutes les formes bilinéaires ai sur Wh_0(K,-) avec la même constante a positive:

Vk 3a>0 : Vj, Vh,
aÿxuhavh)l

>
"h€vl"IIl,0(Kj)vh€Wh_o(Kj) IÜhILK — aluhlhK

En effet pour tout k et tout choix de cellule, la forme bilinéaire à vérifie :
3a > 0

va e (H30?) n mm) , sup “(W07% Z alûlLK
ûe(Hg(K)nPk(Iî’)) lvlLK

sinon :

3a e H30?) n pro?) : a(a,a = 0 va e H;,(1“<)n 19,41?)
Pour 0 < i < k, on chosit û tel que ô(â:,-) = 6;j,0 <j < k, on obtient :

ûxÿg) — û’(’ÿ,‘+1) ——— O

û’ est donc un polynôme de degré k — 1 s’annulant k — 1 fois, d’où û e P1(Ii’) et
comme 11(0) = ù(l) = 0 , on obtient û = 0.
Soit maintenant uh e W;._o(K,-), on note û(:î:) = uh(:c). Il existe ô tel que :

510*143) 2 alûlLÊlôlLÊ
soit alors vh E Wh_o(KJ-) définit par vh(æ) = ô(rî:), on a :

. 1A Maflumvh) =
Eafiw
a A AZ ïlulnklvhgæ

Z aluhlLKlvhlLKi

puisque IvhILK = hi|ô|k
Ainsi, on peut appliquer le Théorème 3.1 à chacun des problèmes élémentaires,

et on obtient :

Vlc, Vh, v,‘ a! wi€Wh'0(I(j) :
aflwfnvh) = Lflvh) VUhEWhIKIŸj)

3C > 01 |w — WÂILK’. S Chklwlkqqgfj = Chklulkqqgçj
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de plus si:
Vv e H’°+’(K) v1‘ (v — fiv)’("y,-) = o (3.6)

où îrv est l’interpolé de Lagrange sur PkUŸ)
alors

3C > 0 î Il!) - wfllix’. < Chk+2Iwlk+ZKj = Chk+2|Ulk+zKj

où C ne dépend que de Îc et de îr.
Il reste à remarquer que

ah(u1,vh) = L;,(v;,) —ah(wh,vh) Vvh E Vhlo et
a;,(vh,vh) = |vh|2 Vvh E Vhlp

On a donc :

Un = U1 +10);

et :

IIU-“hll S Ûhklulkun et
"rhu-uh" S Chk+2|ulk+mg si (3.6) est vraie.

Ainsi toutes les méthodes de Volumes Éléments Finis Pk sont d’ordre k en dimen-
sion 1 pour le problème modèle. De plus comme pour la méthode de Galerkin, on
peut calculer wh élément par élément en inversant une matrice de taille k — 1, puis
calculer a1 en inversant la matrice tridiagonale par Gauss tridiagonal.

Exemples pour le problème modèle.

On propose trois choix de cellule :

o Partition par les milieux :

w.- = {æ :|a:—a:,-|<|:c—:c,-| Vj}
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o Partition par la base nodale :

w: = {x ïÔiÛ") > 01(3) V1 9€ i}
où (fi,- est la fonction de Vh qui vérifie : qä-(æj) = 5,3.

o Partition par PHI exactitude des flux :
Tout polynôme ukH de degré inférieur ou égal à, k + 1 sur Ë peut être écrit
sous la forme :

uk+1 = Uk+/\1/!k+1
où uk est un polynôme de degré inférieur ou égal à k et æfikH est le polynôme :

i=k

1/Jk+1(5‘7) =
i=0

de sorte que si les ‘y; sont choisis tels que :

îfiîmfie) = 0 (3-7)
alors, on aura :

7FhUk+1 = Uk

(“H1 — Whulwil/(‘Ÿa’) = Û VUk+1 É PkHÜŸ)

Or (3.7) admet toujours une solution car 10k“, s’annulant aux nœuds, sa
dérivée s’annule entre les nœuds. Ce dernier choix permet d’obtenir :

lluh-“hull = 0(h'°")|U|k+2
Le P, en dimension un.

Pour le problème modèle, la matrice élémentaire est la même qu’en éléments finis
quel que soit 01 .

A 1 -1A “ l —1 1
Onàqbg=zv(ar—l),z,bg=2æ—ld’où

1
ïbÊ(’3’1)=0<=>’Ÿ1 = ‘

2

Les trois choix proposés ne font donc qu’un et on a:

Il“ - uhll S Ûhlulzn
IIWW - un" S Chzlulsn
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Le P2 en dimension un.

La matrice élémentaire est symétrique si ôq + 6/2 = 1, dans ce dernier cas, en
notant 7 = ‘n < à, on obtient la matrice élémentaire :

A 3-47 4(27—1) 1-47
A = 4(27 — 1) 8(1 — 27) 4(27 — 1)

1-47 4(2’y—1) 3-47

Le premier choix donne :

. _ 1 t71 —
Z e

A _ 3
'72 —

Z

On obtient la même matrice que pour le P1 sur le maillage de pas Ë :
1 -1 0

À = 2 —1 2 —1
0 —1 1

et la. majoration d’erreur :

Il“ * uhll S Cïfilulatn
Le deuxième choix donne :

A 1
'71 =

ë et
, _ 5
"12 —

On obtient la même matrice qu’en éléments finis P2 :
7 —8 1

À=g -8 16 -8
1 -8 7

et la majoration d’erreur :

Il" - uhll S Ch2iui3yn
On a 1/23 = :::(a: —

x/ïïA A 1
îfiâ(7i)=0<=>7s=ëiî
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Le troisième choix est donc défini par :

A 1 \/ä 1 1
'71 = î"'_ô_elëazl et
. 1 x/zî72 - ë + î‘

On obtient la matrice élémentaire :

1 + 2è? 4m35 2s? — 1
À = an? 8è? —4{—Î

2s? — 1 au? 1+ 2%
et les majorations d’erreurs :

llu - uhll S Ûhzlulsxz
Hwhu-uh“ S Ch3|u|4_g

La résolution élément par élément conduit à :

(2) h2f2i+1 _ hf2z+1u a: ,- = ——————— g — .h ( 2 +1) 8(72i+2 - 72i+l)f2 +1 A22

où
7213}?

f2i+1 = j fdîlî
72i+l

soit :

h
ui,2)(332i+1) = 1135+;

pour le premier choix,

3h
UiÏ)(Œ2t+I) = Ëfzm

pour le second choix et

x/äh
8 f2i+1“iæætæziul =
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pour le troisième choix.
Le système tridiagonal à inverser s’écrit dans les trois cas :

f2i—1 +

f2i+1)
-"il)(3ï2i—2) + Ëulæwæzi) - Uil)(«’02i+2) % h

(W2;
+ 2

Remarque :
À partir du P3, il semble qu’ il n’existe plus de choix de cellule permettant de
retrouver la matrice élémentaire de Galerkin. En effet la méthode de Galerkin et la
méthode Volumes Éléments Finis ne différeraient alors que par le second membre
tout en étant toutes deux exacte pour f pôlynome de degré k — 2 :
Notons uh la solution Volumes Éléments Finis , u la solution Éléments Finis . Si f
est une constante, on doit avoir u = uh pour k 2 2 d’où :

|m—La=ow
|m—L&=0w

qui redonne en utilisant la formule de Simpson le deuxième découpage proposé pour
le P2. Et pour k = 2 +1, on doit avoir u = uh si f est un polynôme de degré l d’où :

Aw—A@ä=ow wgz

ce qui semble impossible.

3.2 Applications en dimension deux.

En dimension 2, on peut toujours définir

flmû)==E:Ar—ŸûñMà)

af(u,v) =

a;,(u, v) =
ê:

alflu, v)

mais on n’a pas trouvé de relation entre cf et à permettant de prouver dans le cas
général que si à vérifie la condition d’ellipticité

aa>o;MamzaMmK‘weP
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alors ah vérifie la condition inf sup uniforme. Toutefois, on a :

3C’ > 0: à(û,ô) Z Cal,"(u,v)

-où C ne dépend que de 0- si les applications FK sont des similitudes ce qui permet
de conclure dans le cas des maillages structurés.

Le P1 continu en dimension deux

C’ est le seul élément pour lequel on sache montrer la condition inf sup uniforme
pour des maillages généraux. En effet on montre -de la même façon que l’on montre
le lemme 2.1. - l’identitée :

a;,(u,v) = a(u,v) V(u,v) E V};

dès que les volumes de contrôles sont obtenus en joignant les milieux des côtés des
triangles à, un point quelconque du triangle. Pour des triangulations générales, il
est naturel de construire les volumes de contrôle en joignant les milieux des côtés
au barycentre. En comparant les seconds membres obtenus par la méthode de
Galerkin B? = f9 fqä; et la méthode des Volumes Éléments Finis , Hakbusch (ref
[18]) a obtenu :

HWEF - UGII = OUI)
dans le cas général et

IIWEF - UGII = 0012)
si on a choisi de relier les milieux des côtés aux barycentres où UVEF est la solution
du problème discret obtenu par la méthode des Volumes Éléments Finis et uG est
la solution du problème discret obtenu par la methode de Galerkin.
Dans le cas des maillages structurés obtenus par division des rectangles en deux
triangles rectangles, il semble intéressant de construire les cellules en joignant les
milieux des côtés à l’orthocentre. On obtient alors Vv e P2 : f7“, v — 10,12 ds = 0 si
les rectangles d’origine sont identiques et en utilisant une technique similaire a celle
présentée ici, Cai et Mc Cormick ont montré dans [?, cai2]ue :

"Un — Mu" = ÛUlzllulzm

Le P1 non conforme en dimension deux.

Comme on l’a. vu au chapitre deux (lemme 2.1), on a :

ah(uh,vh)= Z f Ÿubÿvh ds
K67» K

ce qui montre la condition inf sup et la convergence en O(h).
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Le Q1 en dimension deux

On ne sait pour l’instant conclure que dans le cas de maillages rectangulaires.
Comme on l’a dit précédemment, il suffit alors de vérifier que à est élliptique. Or si
on construit les volumes de contrôles, en joignant dans K les milieux des côtés :' Ë l

_----___-.I-__-..--_- o
3 -1 —1 -1

-1 3 —1 -1
, la matrice elementaire s ecnt . _1 _1 3 _1

\—1 —1—1 3
et on voit que :

a;,(uh,uh) =

de plus on a pour tout K et tout via-z

Vv E P”! Ÿ(v — 7rhv).ñ' ds = 0
flghjflK

et donc :

“Win00 - uhllm S Ûhzlulan
Ce résultat a. été obtenu également par E. Suli (ref [21]) par une méthode plus

dans l’esprit Différences Finics .

Le Pk en dimension deux.

Ne sachant pas encore montrer la condition (3.4) on se contente ici de faire des
propositions pour construire les celulles. On peut proposer les choix suivants pour
construire les cellules :
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o Cellules “iso P1”
On découpe les triangles en k2 sous triangles. On construit les cellules comme
pour le P1 mais sur la sous triangulation.

o Découpage par la base nodale.
On associe a chaque nœud a2,- le volume de contrôle w.- défini par :

w: = {ï ïÔiC”) Z 41(3) Vil

Par exemple, pour le P2, le premier choix conduit au découpage :

Toujours pour le P2, le second choix conduit au découpage :
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Le ‘Qk en dimension deux

On peut proposer de découper les côtés des rectangles de la même manière que
pour le Pk en dimension un et de relier les points ainsi obtenus par des parallèles
aux côtés : ‘ '

Par exemple, pour le Q2, on obtient les trois découpages suivants :
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O % a

r ° "

k .
l â
4 4

ç c a

+ - 4

C: ä o

l ä
6 6
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3.3 Applications en dimension trois.
De même qu’en dimension deux, on sait montrer la condition inf sup pour le P1

(conforme ou non).

4 Extension au problème de convection diffusion
On peut établir un résultat analogue au Théorème 3.1 mais il est improbable que

l’on puisse vérifier la condition inf-sup uniformément sans introduire de décentrage.
t»

4.1 Position du problème.
On considère un ouvert polyédrique Q C 9R4 et le problème :

—Au +
u = 0 sur F (3.9)

On suppose toujours les données suffisament régulières pour que :

u E H262) fl
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On suppose de plus que
que :

ÏJÏŸu = div(ul;)

4.2 Problème discret.

Trouver un E V;,_0 tel que :

v1 sigma] (—Üu,,.ñ+u,,5.ñ) ds = f fdV
7 W1"

On définit la forme bilinéaire :

i=Nh

ah(u,v) Ë‘
5:1 ‘Yi

et la forme linéaire :

i=Nh

L,,(v)
{:1 w‘

On peut alors écrire :

0h01!” 0h) = ahÜlavh) = Lh(vh) Vvh G Vh,0
On est dans la même situation que pour le problème de diffusion pure, le lemme
suivant suffit donc pour obtenir une estimation en O(h’°)|u|k+1,g

Lemme 3.4 :
Soit R: un polyèdre de 5R“ (d S 3) , soit ‘y C k et ‘îr un opérateur linéaire continu de
HHIŒ) (l Z 0) dans Hk+l(îc) vérifiant :

Si n est une partie de W’ telle qu’il existe une transformation afline inversible F de
ÊRd dans ËR" pour laquelle n est Vimage par F de îc, si 7 est Vimage parF de ‘y et si
l bpémteur 1rs est défini par :

VvE Hk+l+l(n),1îî) = îrï),
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où ô(:î:) = v(a;), alors ËIÔ tel que Vv 6 H"+1(Q) :

hmäiI [Av — 1rv)b.ñds I S C’ A
l |vlk+lfiç
2Px

où Ô ne dépend que de Ê et îr.

Démonstration :
On ne donne que le schéma de la démonstration car elle est très semblable à celle
donnée pour le Laplacien.

1go-«wäñæ1 slŒm4LKv—mmÜ%ÂHflW%
c111511œ1L 11v - «vmërnëI/\

a: = Bât + b on a:

(j, 11v — x1211”) s 1det1B>111B-‘11 [112 — W
’Y

S C’|d6t(B)|||B"lllôlkuk
d’où le résultat. Remarquons que si h,‘ S op" alors :

1 /1v — «vflîm = O(hk+%)l”lk+1,n
‘Y

Or pour obtenir une estimation d’erreur en O(h") à, partir des éléments finis Ph,
il sufiit d’avoir une majoration en O(h’°+%“1). Cette remarque permet d’introduire
des méthodes de décentrage. Pour la Boa: method par exemple on peut proposer le
même décentrage qu’en 2.4.2, à savoir :
On approche fmJ 115.171‘; ds par :

a<”'W anäiädÀMAI n,|
2

+ n
2

s

ce qui introduit une erreur de consistance en O(h) et permet de vérifier la condition
(3.4) car

5m 1m,- 5.15‘,- _ 15.11,1:2311 1u1æ.1'—%—111,,- 2
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Plus précisémment, on peut introduire un terme de consistance dans le lemme 3.1 :

Lemme 3.5 :
Soient V un espace de Hilbcrt, (Vh)h une famille däespaces de Hilbert de dimension
finie - non nécessairement inclus dans V - , munis du produit scalaire (., .)h, (ah)h
une famille de formes bilinéaires continues sur Vh , (rh)h une famille de formes
bilinéaires continues sur V x Vh et u E V. On suppose que (.,.)h et (ah), se
prolongent à u 6B Vh. Si,

Élah > 0 : Vvh E Vh sup eah(vh’wh) >
whevh "whllh _ah"vh“h

alors :

Vu E V Élluh E Vh : ah(u — umvh) = rh(u,vh) Vvh € Vh

de plus .'

ah(u — vmwh) 1+ Irhlllullv), 1
Ilu - unllh S uigähfllu - vhl|h + — sup0th whEVh “whllh a—h

où Irhl désigne la norme de la forme bilinéaire n,
On a, ici :

b.ñ'.— — |b.ñ,—|r;.(u,vh) =

S Ûhlulznllvhllh

Toujours pour le P1, Hackbusch à montré dans (ref [18]) que le schéma. centré vérifie
la, condition inf sup asymptotiquement :

Élho, 3a > 0 : Vh 5 ho, Vu’, E Vmo 30;, G V“, : a,,(uh,vh) 2 a||uh||||vh||



Chapitre 4

Analyse Numérique des méthodes
de Volumes Elements Finis pour
le problème de Stokes.

Introduction

On sïntéresse ici à Papproximation du problème de Stokes par une méthode de
Volumes Éléments Finis . On conserve les notations du chapitre trois.

1 Position du problème.

1.1 Le problème continu.
On considère un ouvert polyédrique Q C 553d et le problème :

—Aü’+Üp = Îdans Q
divü‘ = 0 dans Q

ü’ = Ü sur I‘

On suppose f, Q, I‘, telles que
__ du e (H262) n Hgan)

et

p E 19(9) F‘ L361)

81
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où L361) = {q E L2(Q) zfn q ds = 0}.
A une famille régulière de triangulations CIL)“ on associe une famille d’espaces

élements finis pour la vitesse notés Ïh = ®ÉËÏ X;, et un espace éléments finis pour
la pression noté Qh. On note ac,- les nœuds en vitesse, w? les volumes de contrôle
associés, y,- les nœuds en pression et wf’ les volumes de contrôle de la masse. On
suppose les nœuds 2:; numérotés de 1 à N}: de sorte que seuls les NËO premiers æ,-
soient internes (x,- Q I‘), et les y, numerotés de 1 à. Ni.

1.2 Le problème discret.
Trouver (ûÿnph) E Ë, X Q;, tel que :

On définit (5;, d=“

i=N"hma, a) “=“ _ z ( 5m). j“ Vüïñ’ ds)
i=l

, la forme linéaire sur 5;, :
:'=N“

L45)
{:1

et sur 5;, X
i=N,'_‘

b1;,(17,p)d=“ Z ( Ü(æ;).‘/‘up ñ’ ds)
7.‘5:1

i=Ng

b2;,(ü', q) Ë‘ — z ( q(y;) j‘? ‘LÏJÎÎ ds)
.‘=1 '7-

On peut alors récrire le problème discret (en abandonnant les notations vectorielles)
sous la forme :

Trouver (uh, m) E X“; X Q;, tel que :

ahûlmvh) + bihûflnph) = Lh(vh) Vvh E Xhp
b2h(uhaqh) = 0 Vqh E Qh
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2 Analyse.

2.1 Un résultat de convergence abstrait.

On montre ici un résultat d’éxistence et d’unicité de type Babuska Brezzi. Ce
résultat est très voisin de celui obtenu par C. Bernardi, C.Ca,nuto et Y. Maday
dans [8], qui ont traité le cas à quatre espaces continus, trois formes bilinéaires
continues a(u E X1,v E X2) , b1(u E X2,q E M1) et b2(u e X1,q E M2), et
quatre espaces discrets, trois formes bilinéaires continues a;,(uh E Xuhvh E Xgh) ,
b1h(uh E Xzmqh G Mm) et 52h01:. E Xunqh E Mm)-

Lemme 4.1 :
Soit X (resp Q) un espace de Hilbert, (Xh),, (resp (Qh),,) une famille d’espaces de
Hilbert de dimension finie - non nécessairement inclus dans X (resp Q) — , munis
du produit scalaire (.,.)x,_ (resp (.,.)Q,_), (ah)h une famille de formes bilinéaires
continues sur X}, x Xh , (b1h)h et (b2h)h deuæ familles de formes bilinéaires continues
sur Xh x Qh et (u,p) un couple de (X X Q). On suppose que (., .)x,_ (resp (., .)Q,_), ah
(resp (b1h)h et (b2h);,) se prolongent à (uEBXh) x (uEBXh) (resp (uŒXh) >< (pEB Qh))
et que u est tel que b2h(U,qh) = 0 Vqh E Qh.
On note :

Km Ë‘ {vh E XhËbIhÛ-Ÿhaqh) = 0 Vqh E Qh}

é!K2). d= {vh E Xhîb2h(vhaqh) = Û Vqh E Qh}

On fait de plus les hypothèses suivantes :

301;, > 0, Vuh e K2,” sup ahwhmh)Z2 ahlluhlixh (4.1)
vnëKnn "vhllxn

b van". > o, vq». e Qha sup 2E1‘) z fllhllqhllMh (4.2)
vnêxn "vhllXn

b ,Ëlflzi > 0, Vqh E Qh, sup Mm‘ qh) Z flZhHQhHMh (4-3)
vAEXh llvhllXh
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On a alors :

Ï" (UmPh) Ë (Xh X Q1») ï
Vvh E Xh : ah(u — umvh) + blh(vh,p — ph) = 0 (4.4)

Vqn 6 Q». = b2h(uh,qn) = 0
De plus, on a :

. 1 -IIu-unllxi s mfuIu—vh1Ix,.+— supvnêxr. ahzheKlh iizhiixh
iahi 1 b2h(u“vhaqh)

+ 1 + *— -—- S s 4.5( ah )fl2hqh1€lQh iiqhllQh 1 ( )
1 . b —

+ __. lnf
sup

ah WÆQ" znëKm "zhiixn

et

. 1 blh(vhap — 41h)— g 1 f — +—— u Î 4.6llp philo» qhgQhfllp qhiiQh fllhuîegh Ilvhnxh ) ( )
1 . ah(u _ vhv wh)+ —— lnf sups

51h "nêxr-(whexh "whllxh

où |ah| désigne la norme de la forme bilinéaire ah.

+ lahllluh - vhiixk)

Démonstration :
Existence et unicité:

Soient (ai, pi) et (ai, pi) deux solutions, on a :

afin}, — uînvh) + b1;,(vh,p}l— pî) = 0 V12}. E Xh

5211W}. - Uinqh) = Û Vqn E Qh

On a
d’où :

bulvmpi. - Pi.) = 0 Vvh E Xh
soit par (4.2) : p}! = p?!
Estimation d’erreur a priori :
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L’hypothèse (4.3) implique :

Vvh E XMÏÏZ}, E X), t

b2:.(2n,q:.) = bzflvmqn) Vqh E Q».
1 lbz/ÂZIMIIJÎet 5 — supî"""""* fi2h4h€Qh llqhllQn

Soit alors un, = w, — 2;, , on a wh E Kgh et :

b2h(2«'h,qh) = "b2h(u - vhvqh) Vqh Ë Qh

car b2h(u,qh) = 0 Vqh E Qh, d’où :

lb? (u — vhaqh)‘"”" ‘ “"‘""* = "”"""" 5 Æ qnëQh h
nqïuqh

qui donne :

Ib2h(U - Un QUI"“ ' “'4'” 5 "“ ‘ ”"""* * Æ qîää. ' Ilqïlaqh’ m)
De plus, comme umwh E Kgh , on a, par (4.1):

1 ah(uh — 10min)_ < __ î"“" '”"""" ‘ m. “thuxh
0r,Vqh€Qh, Vihejfihï

'a;,(u;. — wmth) = ah(u — vmth) + ah(vh - whath) + bmUInP * 9h)

D’où: Vvh E Xh Bwh E Km, :

u _ _h h x" 0m62}: qhêQn nqhllQn

+ L supï (4.3)
ah tnëKuu "thllxn

+ L inf bmÜhaP-Qh)
ou. anëQn ÎhËKIh Iltnllx’.
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Il reste à écrire [lu — uhl] S
obtient (4.5).
De plus :

1 |b1h(zh,ph - qh)|_ < ._ n"ph qhllqh —
1B1}; zîlääh Ilzhilxn

et:

blflzhaph - 9h) = ah(“ — un, 2h) + bm(Zh,P - €11»)
ah(vh - Un, 2h) + 41h01 - Un, 2h) + b1h(Zh>P — 41h)

S Iahllluh - vhllxhllzhllxh + 0h01 - 0m21») + blh(zh»P - qh)
d’où :

b _fllhnph — «ana s supznëxh “zh-"Xh

+ inr ( sup
"hex" zhëKun Ilzhiixn

Il reste à écrire IIp-ph" S ||p— qh|| + "ph — qh|| et en utilisant (4.9) on obtient (4.6).

2.2 Résultat de convergence.
Comme pour le Laplacien, on suppose que les volumes de contrôle de la masse

notés np et de la quantité de mouvement notés nu ont été construits par affinités
depuis Pélément de référence. __
On construit‘ P. n Ka 7m .

Construction des n ;

Exemple de Pèlément de Crouzeix Raviart.
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Les n en vitesse seront utilisés pour estimer Perreur de discrétisation de Péquation
de conservation de la quantité de mouvement (ah,blh)et les n en pression pour estimer
l’erreur de discrétisation de Péquation de conservation de la masse(b2h). On choisit
de munir Xh de la norme discrète :

llvllh = ( Z Z ||v(æ.-) - vmonzhÿäy
K€7Î.(1:.*,zj)€K2

qui est équivallente a "m," = 2min!“ fK Ÿvhÿvh, et Qh de la norme discrete :

m.
i

qui est clairement équivalente à la norme L2(Q) sur Qh.

Théorème 4.1 :
Si Xh et Q1, vérifient les hypothèses du cadre abstrait, si :

3a>0, 3(1)‘), 3fl1>0, I

Vhflhàa älahlîa #3111251 Lâzhzflz,

si Xh contient les polynômes de degrék z 1 par élément, si Qh contient les polynômes
de degré k — 1 par élément, et si u E (H"+1(Q))d, p E (H’°+1(Q) fl Lâ(fl))d alors :

H" - uhllh + |P - Phlh S Ohk(l“lk+1,n + Iplttn)

\
émgnstrgtign :

On écrit Pestimation du cadre abstrait (Lemme 4.1) avec les interpolés de Lagrange
respectifs de ï)‘ sur Xh (vh = 7rhu) et de p sur Qh (qh = Hhp).

a u—1r 14,2Estimation de supzhemh "zhuh

On note 7m- = 733-, n = n“, v = 17, e; = u — 1rhu pour alléger les notations.
On a :

sup
a;.(u — 7rhu,zh)

S Sup
a;,(e1,vh)

zheKlh "zhllh vhexh "vhlln
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Nmo
ah(e1,vh) = —

il
v.

= -2; (04%).
i=1

Ÿepîï,‘ ds)

= _
\ —Ô \ I 5 \ou n; est la normale a "y,- exteneure a w,-.

|ah(€nvh)| S Ëïwflvilwaä-vtflïjfllll/ Ÿebïïsdsll)
i=l j>i WIJ

s z z ("”h(Œi)*‘vh(Œj)“"[ Ÿez-ïïeds")
X677. (ægzfleKï 7"'ÏnK

a- —o _. -2s z z (nvhoao-vhcvjnuha‘nfiünxvebïudsluhkfl
KGÏÎ. (zgæfleKz

En appliquant Cauchy Schwarz, on fait apparaître la norme discrète de vh :

|°h(6bvh)| S "vhllh ( Z Z (hKŸd Il “K ŸGI-ñä dsllz)
KGÏÏ; (ægxflëKz

Or par construction des ngj), 7,35 fl K = 7,3,- fl reg), d’où :

ï
lah(elavh)l Ê Ilvnllh ( Z Ë (hKÿ-d

K57}: (ægzfléKz qihinnK

Or le lemme 3.2 du chapitre 3 (avec l = 0, F = FK , k = Fglngj), et îr est
l’interpolé de Lagrange sur K implique qu’il existe ,31 > 0 tel que :

(k+g+l—1)
n?)

u (u) 6m23 ds|| 5 51h
vfijnnx lulk+l+lucfiÿ7

D’où :

UIH
à _|an(6nvh)| s fllllvhllh(z z (hx>”-“(h1’;5:*’ 1)|u|k+,+1_,çgg‘>)2)

K€7Î;(:c.'1:j)€K2
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malh-

S fllflzuvhllh
( Ë Ê (hK)2(k+l)IU|k+I+1,nÊËj)f)

X673 (Œ5J7j)€K2

Ê fl1fl2(hx)'°"'l|vn||h|u|k+z+1.n
",00

où fig < 1 est le sup sur K,i,j des (ÎIKL)(’°+Ë+"Ü, soit finalement; ;

sup
Iaflenzh” <Ch"°+')

Estimation de supvhexht‘
"""’"""’ .Ilvhlln

Nh,0
b1;,(vh,p — Hhp) =

Ël

n

= ËZÛMVW) — vh(ïj))- A (P - ÜhPV ds

I/\
volt-

"vhllh ( z z hëz°'ll A
K67}. (ŒgZfiEKÏ

5 Cllvnllhhklplkxæ
d’après le lemme 3.4 du chapitre 3.

M (p — 11m5.- dsnn?)
3.1

Estimation de supqheqh ÆZJ-Ûb“'""“‘ .Iqnlhp

b2;,(u — 7rhu,qh) = zqflyg) [p Cpñ ds
c‘ '74

u

s mu (g |wfl“(f1}, (u Mana-flan”);
1

S Clqhlh
i
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S Û"hk|<1h|h|U|k+1,n

Remarque: si k = 1 et p É H2(Q) on peut prendre pour Hh, Pinterpolé de
Clément.

3 Applications.

3.1 Application à l’élément de Crouzeix Raviart.

On cherche les vitesses affines par éléments continues au milieu des faces et les
pressions constantes par élément. Cet élément vérifie les propriétés suivantes (cf
Lemme 2.1 et 2.2 du chapitre 2):

ah(u;,,vh) = z l ÿumÿvhdv Vumvh E Vh (4.10)
K67?» K

b,-h(v;,,qh) = — z l qhdivvhdV

K67» K

(4.12)
La vérification des hypothèses du cadre abstrait est triviale et on obtient une esti-
mation d’erreur d’ordre un.

3.2 Application à l’élément Pl-bulle P1.
On choisit pour Xh le Pl-bulle :

x,, = {v e H‘(fl) n C°(Ô);v|K e P(K), VK e Th}
où P(K) = P1(K) G9 ev {À1À2À3} où les À,-{,-=1,3} désignent les coordonnées barycen-
triques du triangle K. On notera bK = À1À2À3 la fonction bulle associée au triangle
K et wK le volume de contrôle associé. On choisit pour Qh 1’ espace des fonctions
continues affines par éléments :

Qh = {q e Lgm) n C°(ÎZ);qIK e P1(K), VK e T1,}
On notera Xi la partie P1 de Xh et Xi’, la partie bulle de Xh.
On construit les volumes de contrôle de la masse en joignant dans chaque triangle
les milieux des côtés au centre de gravité. On construit les volumes de contrôle de la



riangle les milieux des côtés entre

Volumes de contrôïe de la masse.

\\\
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On établit d’abord un lemme de comparaison entre la. méthode des Volumes
Éléments Finis et la méthode des Éléments Finis pour b, blh, b2}, où :

b(v,q) = —jflqdivïî

Lemme 4.2 :
Pour tout ï)‘ = 171 + Ü}, E Ïh où v1 est la partie P1 de ï)’ et v5 la partie bulle, pour tout
q E Qh, on a :

5
51241741) = b(t71,q)+5b(ô'znq)

.. 4 55 ..b2;.(v,<1) = b(v1,q)+æb(vb,q)

Démonstration :
On note Àf‘ 2' = 1, ..,3 les coordonnées barycentriques,
centre de gravité du triangle K, et :

ä = 50m5‘)
q!‘ = 401:5‘)

Si 17,, = 0, alors :

1
i=3t7(yx) = 526w?) ,
|=1

d’où:
{:3

K 1b 1 = 1.] *d+—/ "dm0) q)
Kàëv (vÿnKqn

s
3 ôwxqn s)

î=3 _. 1 _.= Z Z(Vq)uxnî.»"(Iw.-“nKI+5Ic-»x|) car(Vq)IK=°'°
K€'Ï;,l'=1

1 _. i=3
dK= 5 Ê (VqhK-Êv; lKl

K67), Î=l
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i=3
= Ê (Ÿqhx-ËËK À.“ dV

K67]. i=l ‘fK

= z j ÜqÆîdV
X677. K

= b(û',q)

{:3

52,454) = _ z zqf‘ (Ü.ñ)ds
KeThi=1 75m‘

i=3

= —zzq,—([p divïîdv- pÿïfids)
K67’. {:1 w‘. 0K ôKflwi

i=3

= — E (divmmzqÿ/ Aidv
K57), i=1 K

car la. fonction qftîïñ’; est continue sur 3K fl wf’, et intervient avec les deux signes
au cours de la sommation sur K, et fK À; dV = Iwf’ flK

bzhüîq) = 507,9)
Si 171 = 0, ï)’ = ZKGTh Üxbx, alors : r

1b a, = _ â ./ ‘d
1h(v q) 27 Kg}. K ôwx qn 8

1 |K|__ -»= — Ë '—vK-(V<1)|K
27X67). 4

Or
1

L”-ÆW
d’où :

—Ô 5
K

.0bnzünq) = 5 2mn.»j vdv
KéTr. K

5= -1, *
9

(vîq)

et:
i=3

bgh(ïî,q) =— Z 2g!‘ j (17.ñ')ds
K67], i=1 ‘YËÛK
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APnKQIñÙds = ñK.[YfnK(bKñ)ds
=

Pjçéi 74.1"‘

où 7,1:j = 7,? fl 75-’ et ñü est la normale extérieure à wf’ sur 73j.
Comme bK est un polynôme de degré trois et ñÇ-J- est constant sur yäj, on a :

—Ô 1 —Ô

f bKTlü dS = —(bK(a) + 4bK(b) + bK(C))|’)‘I-p:j r1 KIm-J-
‘yp-HK 6i.J

où :

1 1
Ma) = Ma) = g ä 5x01) = 2-7

5 52
M5) = ÀjU’) = ñ a bKÜ’) = Î;

me) = me) =è ; bac) = o
1 33
507x01) + 45141’) + 5140)) = 5

qui donne :

.. 33 —o
[fijnK

bxngj ds =
ôîhäj

r) K|n,-_,-

on a donc obtenu :

1,2417 q) = —Ï z,
64

Kg”. {:1
i

vfnK

33 X 60 -o= Ë (Vq)! 17 dV
64 K67},

K

L

car 1,9,“ ñ ds = —|K|Ü,\{< et [K bK = äm d’où:

.. 55 ..
b2h(vaq) = äbÿvaq)

Corollaire :
blh et bgh vérifient uniformément la condition inf sup.
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En effet, en définissant :

Q1 I Ïh l—) i);

5

||‘I>1(î7)ll S H171!
‘D; Z i}, l—) i},

‘Ï’2(”) = 014-3-605
.. 55 ..||‘ï’2(v)|| S gllvll

et :

b Î3K3 > 0 tVq € Qh sup (v-Oq) 2 fl"‘1"0,2,0a
116x».

on obtient :

bmüîq) bh(<ï’z(î7),q)VQËQ sup —o = supîâzflllqll ,.hvexh uvu d” navmvm
et :

b2h(5,q) bh(Ô2(Ü),q) 36

116x}. llvll 1,9L, II(<ï>2(17)ll 5s °’
Il nous reste à vérifier la condition inf sup sur ah.

Lemme 4.3 :

5Vu e XMVv E Xh, a;,(uh,vh) = a(u1, v1) + 5a(ub, vb) + ah(ub,v1)

où u = ul + m, (resp v = v1 + vb) est la décomposition de u (resp v) sur Xhl G3 XM,
et a(u,v) = fa VwVv.

Démonstration :
On a:

ah(u17 v1) = 4111,91)
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- on le montre de la même façon que le lemme 2.1-

5
ahÜlbyub) = 51101M115)

En effet :
_1 _, __

ahuflgbx) =
-2—7- aux

Vbkmds

—1_ 271m m2,, dV
-1

= Ab V
27 x 4 A k d

Or

j m2,, dV = 2 j A1 dVÜA2ŸA3
K K

+ 2 jK A, dvüxaÿxl
+ 2 fx A3 dvÿxfixg

2
= —I{3| la

où a = wfiug + Üxfixs + mm. on a donc obtenu :
-1

ah(b}(,b]{) =
34 x 2|K|a

D’ autre part :

a(bK,bK) = jK ÜbKÜbK dV
= _ j AbkbK dV

K

Or

f AbkbK dV = 2 j Albx dVŸA2ÜA3
K K

+ 2/KA2bKd1/W3x7A1

+ 2/KA3bK dvwlxm
2!
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où la dernière égalité vient de :

k1!k2!k3!Akukuks = 2 K ——î—
/x 1 2 3 | |(k,+k2+k3+2)!

On à évidemment ah(u1, bK) = à fwK Au] dV = 0.

Lemme 4.4 :
Pour tout v E Xhl et tout u E Xhb, on a:

27 2702
Vh 3C E Fwî] :a;,(u,v) = C'(u,v);,

où a est tel que Vh, VK e ‘E, hK S 0px, et (., .);, est le produit scalaire associé à
la norme

Démonstration :

OnàsiveXhletuëXhbz

Ilah(u,v) z
K :=1 7:!‘

"_= ë UK [(;a<v<gx) - v5) j"? mm as]
1

Notons Àç, Àj, À’, les trois coordonnées barycentriques de K, on a:

Ai: sur 7,?‘

Àj+Âk = sur 7;‘
Mir-NI!-

d’ où:

ŸÔK = ÀjÀkÿÂg +
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Utilisant les expressions :

on obtient:

[Vbflnnds =
7:‘ 7:‘

K -» -»- gwiÿm
Or:

.. .. h _ |l,-|2
(VÀpV/L) —

4|K|2

où I,- désigne la longueur du côté de K opposé au nœud 21,‘.
Il reste à remarquer que :

Mïç s 4IKI’ s «hïç
PK S1; S hK

et que le pour tout u E Xi et tout v e Xä, le produit scalaire (u,v)h s’écrit :

(m) = 51;; ux 202cm m“)
En utilisant les lemmes 4.2 4.3 4.4, on montre la. condition inf-sup sur ah :

4
Vu = U] + U5 Ë I(2_h,’v = U1 +

îîub
E If”,

et:

5
ah(u, v) a(u1,ul) +

5a(ub,
ub) + a;,(ub,u1)

IV
5

5a(u,
u) + C(u1, ub)’,

_>_ C'(u,u)h

où la dernière inégalité vient de Péquivalence de la. norme continue et de la norme
discrète. Ainsi la méthode de Volumes Éléments Finis P1 bulle P1 est d’ordre un.



Conclusion

On a montré ici que la méthode des Volumes Éléments Finis pouvait être une
alternative aux méthodes d’Éléments Finis pour Papproximation numérique des
problèmes du Laplacien (resp. de Stokes) sous réserve de la vérification d’une (resp.
de trois) condition(s) inf sup. En ce qui concerne le problème du Laplacien la
condition inf sup est vérifiée pour les éléments finis P1 (conforme ou non) sur des
triangulations générales, et pour l’élément fini Q1 pour des maillages structurés.
Pour le problème de Stokes, on a montré que les trois conditions inf sup sont satis-
faites pour les éléments Plnonconforme/‘Po et Plbulle/P1 pour des triangulations
générales. La vérification des conditions inf sup a été obtenue en comparant les
formes bilinéaires provenant de la méthode de Galerkin avec celles provenant de la
méthode des Volumes Éléments Finis. La vérification des conditions inf sup pour
d’autres choix d’éléments et de volumes de contrôle reste un problème ouvert.

Par rapport à. la méthode de Galerkin, la méthode des Volumes Éléments Finis
présente Pavantage d’être localement conservative, ce qui l’a rend attrayante pour
la résolution approchée des équations de conservation modélisant les écoulements de
fluides.

La question de savoir s’il existe un ” meilleur choix” de volumes de contrôle pour
une équation de conservation et un élément fini donné, n’a pas étée traitée ici.

Il semble donc qu’il y ait dans l’étude des méthodes de Volumes Éléments Finis
matière à de nombreux travaux.
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RESUME

_ Dans le premier chapitre, on établit les équations modélisant les écoulements
de fluides incompressibles sous forme d'équations de bilan et on présente
brièvement les principes des méthodes de Volumes Finis.

Le second chapitre se veut une introduction aux méthodes de Volumes
Eléments Finis. On y décrit la Box Method et on propose une méthode de Volumes
Eléments Finis adaptée aux problèmes de Stokes et de Navier Stokes. Cette
dernière méthode est décrite en détail et on donne des résultats numériques
obtenus sur deux cas test classiques.

Le troisième chapitre présente une analyse d'erreur de la méthode des
Volumes Eléments Finis pour le problème du Laplacien, et des applications en
dimension un, deux ou trois.

Le quatrième chapitre prolonge les techniques du chapitre trois pour ‘taire une
analyse d'erreur de la méthode des Volumes Eléments Finis pour le QTEsÎFËI/‘lëîîïe de
Stokes.
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