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Introduction

La simulation numérique des écoulements de fluides incompresssibles dans toute
la plage des nombres de Reynolds et dans des géométries complexes nécessite des
méthodes numériques robustes. La méthode utilisée dans TRIO VF [14] qui est le
code de thermo-hydraulique développé par le CFEA et Cisi Ingénierie a Grenoble est
une méthode de Volumes Finis inspirée du schéma Marker and Cell (M.A.C. [19)).
L’inconvénient principal de cette méthode est qu’elle nécessite ’emploi de maillages
rectangulaires. Il est donc difficile de faire des calculs dans des géométries complexes
et de raffiner localement le maillage pour Padapter a I’écoulement.

Les méthodes de Volumes Finis sont depuis longtemps employées dans des codes
industriels et représentent également la méthode de discrétisation la plus répandue
pour les problémes hyperboliques (tels que les équations de la dynamique des gaz).
Elles apparaissent comme des méthodes “naturelles” de discrétisation des équations
de conservation. L’analyse mathématique des méthodes de Volumes Finis est pour
I'instant restreinte aux problémes hyperboliques; la théorie existante pour les problemes
elliptiques est trés peu développée surtout si on la compare a la théorie des méthodes
d’ Eléments Finis .

Le schéma M.A.C. a été interprété par Girault et Raviart dans [17] comme étant
la restriction aux maillages rectangulaires de méthodes Eléments Finis particulieres.
Mais ces méthodes Eléments Finis ne sont pas conservatives en général : on ne peut
pas exhiber de volumes de contréle sur lesquels les équations de conservation sont
vérifiées. Une autre tentative pour “destructurer” le schéma M.A.C. est donnée dans
[16] par Girault.

La Boz Method [22] est une tentative pour allier la souplesse géométrique des
Eléments Finis et Paspect conservatif des Volumes Finis , et peut é&tre considérée
comme la premiére méthode de Volumes Eléments Finis pour traiter le probleme du
Laplacien. L’idée de la Box Method en dimension deux est d’associer & chaque som-
met d’une triangulation du domaine de calcul un volume de contréle et de chercher
une fonction continue affine par triangle vérifiant les équations de conservation sur
chaque cellule. Notre objectif est de construire une méthode de Volumes Eléments
Finis adaptée au probleme de Navier Stokes.



Dans le premier chapitre, on établit les équations de conservation modélisant
les écoulements de fluides incompressibles sous forme d’équations de bilan et on
présente brievement les principes des méthodes de Volumes Finis .

Le second chapitre se veut une introduction aux méthodes de Volumes Eléments
Finis . On y décrit la Box Method et on propose une méthode de Volumes Eléments
Finis adaptée aux problémes de Stokes et de Navier Stokes. Cette derniére méthode
est décrite en détail et on donne des résultats numériques obtenus sur deux cas test
classiques. .

Le troisieme chapitre présente une analyse d’erreur de la méthode des Volumes
Eléments Finis pour le probleme du Laplacien, et des applications en dimension un,
deux ou trois.

Le quatrieme chapitre prolonge les techniques du chapitre trois pour faire une
analyse d’erreur de la méthode des Volumes Eléments Finis pour le probleme de
Stokes.
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Chapitre 1

Lois de conservation et Volumes
Finis.

Introduction.

On montre ici le lien étroit existant entre les méthodes de Volumes Finis et
les lois de conservation. Les lois de conservation expriment la conservation locale
d’une grandeur physique, c’est-a-dire la conservation de cette quantité sur tout sous-
domaine. L’idée de la méthode des Volumes Finis est d’écrire ces mémes lois de
conservation sur un ensemble fini de volumes de contréle. On décrit ici le modele
de Navier-Stokes pour un fluide incompressible a la fois sous forme d’équations aux
dérivées partielles et sous forme d’équations de bilan exprimant la conservation de
la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie.

1 Lois de conservation et lois d’équilibre.

On renvoie & [13] pour plus de détails.

1.1 Conservation de la masse.
Variables d’Euler.

La description eulérienne consiste a caractériser le mouvement par la vitesse
#(Z,t) de la particule qui se trouve au point & a l'instant t. La difficulté inhérente
au point de vue d’Euler est une certaine complication de I’expression de 1’accélération
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d’une particule fluide. On a :

ou 7 est ’accélération.

Dérivée particulaire.

La dérivée particulaire d’une fonction f(Z,t) est la dérivée calculée en suivant la
particule fluide dans son mouvement, elle s’écrit :

df su Of =

—_ == u.V

at ot TEV)
En choisissant pour f I'intégrale de volume sur un domaine borné w(t) de frontiere
v(t) que l’on suit dans son mouvement d’une quantité ¢(Z,t), on obtient :

d 0¢
< v = [ Lav / 2.7 d
dt w(t)¢ /w(t) ot + ~(t) ¢u.i ds

ol 7 est la normale uinitaire & (t) extérieure & w(t).

-
U

Sy

(1)

L’interprétation du deuxieme terme est trés simple; il représente le flux du
vecteur ¢ a travers la surface v(t), c’est-a-dire le bilan net des quantités de ¢
apportées par les particules fluides qui sont entrées (ou sorties) dans le domaine
w(t) en traversant sa frontiere y(t).

Equation de continuité.

On appelle équation de continuité ’équation qui exprime le principe fondamental
de conservation de la masse que doit vérifier tout écoulement. Si p(Z,t) désigne la
masse volumique au point Z, a 'instant ¢, la masse d’un domaine w(t) borné s’écrit :

M) = pdV

w(t)
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Le principe de conservation de la masse impose la nullité de la dérivée particulaire
%. En appliquant le résultat du paragraphe précédent, on obtient :

dp
—dV+/ gids = 0
/w(t) ot -,(t)p

En remarquant que ceci doit étre vrai pour tout domaine w(t), on obtient ’expression
du principe de conservation de la masse sous forme d’équation aux dérivées par-
tielles :

Op
ot

+ div(pl) = %% + pdivi = 0

1.2 Equations dynamiques.
Théoréme des quantités de mouvement.

La loi fondamentale de la dynamique dit qu’il existe une chronologie (dite galiléenne)
et un référentiel (dit galiléen) tels que, a tout instant et pour toute partie w(t) d’un
systeme mécanique, le torseur des quantités d’accéleration est égal au torseur des
efforts extérieurs. On note [K] le torseur des quantités de mouvement d’un domaine
w(t) :

K

I
S~
B}
]
o
<

Mo(K) = / Z A pi dV
et[F] le torseur des efforts extérieurs :

F

/w(t)pf?/ dv+/ s ds

Mo(F) = pEAfy dV + [ TAfsds
w(t) ~(t)

ol pfy est une densité volumique de force et fs une densité surfacique de force. On
a:

Soit :
Opt - -
—dV+/ g d =/ dV+/ ds 1.1
/w(t) ot o P ds = |y PIY ' (1)

w(t)
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/w(t) E(az Api)dV + [y(t) (Z A pu)d.7t ds
= (1.2)

gy

/ pZA fy dV + / ZA fs ds
w(t) ~(t)
L’hypotheése de Cauchy conduit a écrire :

fs = o)

ou o est appelé tenseur des contraintes. La relation (1.2) est alors équivalente & o
est symétrique :

0,; = 05

En écrivant que (1.1) est vraie pour tout domaine, on obtient I’équation de conser-
vation de la quantité de mouvement sous forme d’équation aux dérivées partielles
suivantes :

% +div(pE® @) = pfy +dive

1.3 Equation de I’énergie.

Le premier principe de la Thermodynamique dit qu’il existe une fonction énergie
interne spécifique (c’est-a-dire par unité de masse), telle que la dérivée par rapport
au temps de I’énergie totale (énergie cinétique + énergie interne) soit égale a la
puissance des forces extérieures appliquées au systéeme plus les apports de chaleur
par unité de temps :

d 1 -
< —pi.@) dV = / 2dV 7). d
dt Ju(y) (pe+2pu u) w(t) plv-d +[y(t)a(n)u s

+/ th+/ 77 ds
wt)” ey T

e est I’énergie interne spécifique
ph est une source volumique de chaleur par unité de temps et

q est le vecteur flux de chaleur.



1.4 Lois de comportement.

Pour un milieu donné et un type de mouvement, 1’équilibre entre le nombre
d’équations et le nombre d’inconnues est obtenu en négligeant ce qui peut ’étre et
en introduisant d’autres relations entre les inconnues, dites lois constitutives ou lois
de comportement. Les lois constitutives concernent par exemple o , q , e, mais pas
les variables indépendantes v , p ,T (principe de causalité). Ces lois doivent étre
physiquement admissibles (déterminisme , action locale , objectivité.) et ne doivent
pas étre en contradiction avec les lois fondamentales.

Fluides incompressibles.

Un fluide incompressible est tel que divi =0 :

/ gids = 0
~(t)

L’incompressibilité a pour conséquence que % = 0, c’est-a-dire que la masse volu-
mique est constante le long des lignes de courant.

Fluides Newtoniens.

Pour un fluide Newtonien, le tenseur des contraintes s’écrit :
o¥ —pId + A(leﬁ)Id + 2,U.D

ot D=1 (612'+ (ﬁﬁ)‘), p est la pression et p la viscosité.
Soit pour un fluide incompressible :

o = —ply+p(Vi+ (V)

en remarquant que div(ﬁff)t = ﬁ(divﬁ) , on obtient I’écriture simplifiée de la con-
servation de la quantité de mouvement :

Opil _. -
——dV+/ ﬂ"‘.r‘ids:/ dV+/ ol + uVE) .7 ds
/w(t) at o o™ 'v(t)( pla-+ )

ou

opt . - = — -
—al;—uﬁ-dlv(pu@u—ﬂvu‘*‘lﬂd) = pfv
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Loi de Fourier.

La loi de Fourier stipule :
et on suppose :

ou ¢, est une fonction croissante de la température. En utilisant la symétrie de o,
Pincompressibilité et la conservation de la quantité de mouvement, on obtient :

/ Ope dv+/ peiiiids= [ ph dv+/ WT.ﬁds+/ oD(id)
w(t) Ot ~(t) w(?) ~(t) D

Récapitulatif.

On a obtenu le systeme d’équations sous forme Conservative suivant :

/vm
Opil
9P v+ / 3.7 ds
/w(t) ot 2"

OH -
— dV Hind h VT.nd D(@
/w(t) 5 + Lo i.7 ds /w(t)p dV+[Y(t)k T.7 s+/Da (%)

nds = 0

L

*dv+/ —ply + u¥ ) .7 ds
/w(t)pfv W)( ply+p )

ou H = pc,T est I’ enthalpie volumique.

Pour compléter le systéeme, il faut se donner des conditions aux limites et une con-
dition initiale. Les conditions aux limites les plus simples sont de se donner sur
la frontiére du domaine de calcul soit @ soit —pit + pVi.7 pour I’équation de con-
servation de la quantité de mouvement, et soit H soit kVT.i pour I’équation de
conservation de I’énergie.

2 Volumes Finis.

La méthode des Volumes Finis cherche a approcher la solution de ce systeme
en se donnant un ensemble fini de domaines w; appelés volumes de controle et une
caractérisation de la solution discrete. Il existe deux grandes familles de méthodes
de Volumes Finis :


ab600036
Highlight

ab600036
Highlight
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e ou bien on se donne les w; et on caractérise la solution discréte par ses valeurs
moyennes sur les volumes de contrdle; il reste alors a relier les flux aux valeurs
moyennes.

e ou bien on se donne un maillage, on caractérise la solution par ses valeurs aux
neeuds et on associe & chaque nceud un volume de contrdle. A Dlintérieur dé
cette famille, on distingue les méthodes de Volumes Différences Finies ou I'on
se donne un maillage rectangulaire et ol I'on approche les flux en écrivant des
développements de Taylor tronqués et la méthode des Volumes Eléments Finis
ou I’on se donne une triangulation et un espace éléments finis associés.

On décrit brievement dans la suite un exemple de chacune de ces méthodes sur le
probléme de la conservation de ’énergie pour un fluide au repos (% = 0) en dimension
deux :

—kVT.7ds= [ ph dV (1.3)
/ )

avec k constant et la condition aux limites T'= 0 sur I.

2.1 Les méthodes centrées sur les cellules.
Maillages structurés.

On prend pour exemple la discrétisation de ’équation de la chaleur qui est utilisée
dans TRIO VF. On se donne une partition du domaine de calcul en rectangles de
cotés paralléles aux axes, on représente les champs de température par leur valeurs
moyennes sur chaque rectangle. On évalue les flux par des schémas aux Différences
Finies :
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—
]
|
I
]
byt X
' Ty
!
]
:
k .
] . .
] . .
| . .
] . .
| .. -.
hy X CUX ¥
: Tg o Y A Tp
:
y
A
]
]
1
hy X
| Ts
i
I e R R e - m e - - »
hC h. KD

o T-Ty  T-Tp T-Tp  T-Tg
—kVT. ~ T
[, 9T ds 2k(h (hy+h5’+hy+h5) h"(hx+hi’ hz+h3))

ol v est la frontiére du rectangle associé & T' (hachuré).

Maillages non structurés.

L. Faille et T. Gallouet se sont récemment intéressé a ce type de méthode. Ils ont
proposé dans [15], si le maillage garde la structure 7, = {K;;,i=1,...,N;5 =1,...,M}
, le schéma suivant :
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Soient C;; le centre de la maille Kj;, 5-'5_%,5,-0-”1_,5,-_%“,-, 5,~+%J~ les quatres arétes for-

1

mant la maille K;; et Mij=bs Mij+ds Mizk,is Mith,s leurs médiatrices respectives. On

note encore Mij-} (resp. £i'j+%,€i—%'j1£{+%d’) la droite joignant les points C;; et

C,',J'_l (resp C."J' et C,'__,', Ci.j+1 et C,’_l'j, C,'.H,j et C,',J').

i+1/2,j

Ci+1,]

Considérons par exemple l'aréte §; ;, 3 séparant les mailles K;; et K ;1. Pour
approcher VT.7ix au milieu de cette aréte, on construit une approximation de T
aux points , et z; situés sur la médiatrice 7, ;, 1 de l'aréte §; ;,4, de part et d’autre

de celle-ci. On écrit enfin :

J

ol 8, et 6, sont obtenus par interpolation linéaire le long des droites £.
Pour ces deux méthodes, il faut ajouter des mailles fictives pour traiter les conditions
aux limites de Dirichlet.

3m 02 — 61
it} LA
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2.2 Les méthodes centrées sur les nceuds.

Méthodes de Volumes Différences Finies.

On se donne une grille rectangulaire et on associe a chaque nceud un volume de
contrdle en joignant les centres de gravité des rectangles. On évalue les flux par des

schémas aux Différences Finies :

:
' TH
:
)

hH ' fmmm e mn R
; ! N :
i : A :
+ ' o L :
h S+ : —XK i
! e : - g : I'p
: \ N :

hf ! G
:
]
1
]
t X

I'p
L L L L T TS >
hG hD
L WO+hD (T—Ty T—Tg\ RI+hE (T_Tp T-Tg
[y—kVT.ndSNk( . ( et + ot e

ol v est la frontiére du rectangle associé & T' (hachuré).
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Méthodes de Volumes Eléments finis.

C’est la méthode qui nous intéresse ici. Elle sera présentée et analysée en détail
dans la suite.
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Chapitre 2

Une Méthode de Volumes
Elements Finis pour le probleme
de Navier Stokes.

1 Introduction aux méthodes de Volumes Eléments
Finis.

L’idée d’associer des volumes de contréle a un maillage triangulaire est une idée
ancienne (ref [22]) mais peu étudiée. Seule la Boz Method (ou le terme Box renvoie &
la notion de volume de contréle) qui correspond & une méthode de Volumes Eléments
Finis affines par éléments est bien connue (ref [5,18]). L’analyse mathématique de
la Box Method proposée par Bank et Rose ([5]) ou Hackbusch (ref [18]) est basée sur
une comparaison entre les solutions Eléments Finis et Box Method . Heinrich (ref
[20]) a proposé une analyse plus dans ’esprit des Différences Finies . Enfin Cai et
Mc Cormick (ref [23]) ont proposé une analyse que 1’on peut chercher a étendre d’une
part a d’autre lois de conservation que celle du probléme du Laplacien et d’autre part
4 d’autres choix d’ Eléments Finis et de volumes de contréle. Citons enfin Banaszek
(ref [4,3]) qui a comparé “expérimentalement” la méthode des Eléments Finis et la
méthode des Volumes Eléments Finis pour les éléments les plus usuels et Baliga et
Pathankar (ref [2]) qui ont congu une méthode de Volumes Eléments Finis pour le

h
probléme de Navier Stokes a partir de 1'élément de Pironneau Bercovier (P2 P,).

17
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2 Une premi¢re méthode de Volumes Eléments
Finis pour le probléeme du Laplacien.

On décrit ici la Bor Method qui peut étre considérée comme étant la premiére
méthode de Volumes Eléments Finis proposée pour le probleme du Laplacien. On
ne considere ici que le probleme de la chaleur stationnaire non convectif (7 = 0)
dans R? avec k =1,pc, = 1:

— [ STids = /()th VD €
w(t

T = Tysurly
VT./ = q sur I'y
ou 89=F=F0UI‘1.

o

I

To

On se donne une triangulation de €2 -compatible avec les conditions aux limites :
les points d’intersection de Iy et T'; coincident avec des noeuds du maillage- alaquelle
on associe 'espace Eléments Finis V), constitué des fonctions définies sur Q & valeur
dans R, continues et affines par triangle (i.e. de la forme T'(z,y) = az + by +¢). On
notera z; les sommets de la triangulation et ¢; la fonction de V,, telle que

¢i(z;) = &
de sorte que toute fonction T' de V,, vérifie :

T(z) = 3 T(z:)¢i(e) -
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On construit le volume de contréle w; associé au sommet z; de la triangulation en
Joignant dans chaque triangle de sommet z; les milieux des cotés & un point quel-
conque du triangle éventuellement frontiére par une courbe de sorte que

w,-ﬂwj=$.

Exemple de Volume de contrdle.

Les deux choix les plus classiques consistent a construire les cellules en joignant
dans chaque triangle les milieux des cotés au point de concours des médiatrices si

tous les angles des triangles sont aigus, et au barycentre (point de concours des

médianes) pour les triangulations générales.



20

Construction des Volumes de contrdle par les médiatrices.

Construction des Volumes de contrdle par les médianes.

On décompose la frontiere dw; de la cellule w; en deux parties :
la partie ou le flux est connu :

dat

Yig = 0w; NT,
et le reste :

¥ & 0w; — iy



On obtient le probléme discret : Trouver T' € V,, tel que :

- [ Vrids = /w.th+/lqu (Vi, z; ¢ To)
. T(z;) = Tot(x;) (Vi,;i €Ty)

Soit en développant T suivant les fonctions de base :

> (T(a:j) %_Wj.ﬁds) - /w'_th+/73qu+

J xj¢lo j xj€lo

que l'on peut récrire sous la forme du systeéme linéaire suivant :
AT = B
ol on a noté:

A /1 V.t ds
.. h dV + [,_.1 gds+ Y (To(a:j) [ﬁ 6¢j.ﬁ' ds)

def
B, “
J :zj€le

def

T; £ T(z;)

Il est connu que la matrice A est la méme que celle obtenue par la méthode de
Galerkin (ref [5] ) dans le cas des volumes considérés :

Ai; = /Q V. Vi dV

de sorte que les deux méthodes ne different que par le traitement du second membre
et de la condition de Neumann :

/with ”: /th&,-dV
[yads # [ abiav

On peut montrer, en comparant les deux seconds membres, la convergence de cette
premiére méthode de Volumes Eléments Finis . Au paragraphe suivant, on construit
une méthode de Volumes Eléments Finis pour le probleme de Stokes qui conduit
a4 un systeme linéaire qui ne différe du systéme linéaire obtenu par le méthode des
Eléments Finis que par le second membre.

21

> (To(xj) /ﬁ \I ds)
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3 Une méthode Volumes Eléments Finis pour le
probleme de Stokes.

On propose ici une méthode inspirée de la Boz Method adaptée au probleme de
Stokes stationnaire (p = 1,v = 1) :

—A#+Vp = f
divi = 0
avec les conditions aux limites :
@ = iy sur Iy
(V@ —ply) @ = g sur I

ou Po U Fl =T.
Soit sous forme conservative :

/(_\?mpld).ﬁds = /fdv
v w
/a’.ﬁ'ds = 0
v

La difficulté principale du probleme de Stokes réside dans le couplage vitesse /
pression. En Différences Finieset Volumes Différences Finies ce probleme se traduit
par Papparition éventuelle de “checkerboard modes” qu’on supprime par 'utilisation
de maillages entrelacés. En Eléments Finis , il est connu que ’espace en vitesse et
Pespace en pression doivent vérifier une condition de compatibilité dite condition
inf-sup (ref [7]).

3.1 L’élément de Crouzeix Raviart.

C’est & partir de cet élément proposé par Crouzeix et Raviart dans [11] que ’on va
construire notre méthode de Volumes Eléments Finis pour le probleme de Stokes;
ce choix sera justifié dans le chapitre 4. On notera Py(K) I’espace des fonctions
constantes sur le triangle K et Pi(K) celui des fonctions affines (c’est-a-dire de la
forme az + by + ¢) sur K. On associe a une triangulation 7, de 2 compatible avec

les conditions aux limites, les espaces Eléments Finis V), et Qp définis par :

V, & {v continues aux z; : VK € T,,v € P,(K)}
Vi & {#=(u,v) :ue VyveVy)
Qr ¥ {q:VYK €T, qc Py(K)}
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ou les z; sont les milieux des cotés des triangles de 7j.

Localisation des
degrés de |iberté
pour ['élément de
Crouzeix Raviart

u,v >

U,V
On notera ¢; la fonction de base de V), qui vérifie: ¢;(z;) = 6;; et ¥k la fonction
indicatrice du triangle K (c’est a dire la fonction qui vaut 1 dans K et 0 ailleurs.)
de sorte que toute fonction de V5 s'écrit :
B@) = (wo) = (L u(@)di(e), X v(z)())

= E 17($,)¢,(.’L‘)

1

Les fonctions de base ¢; s’écrivent sur chaque triangle :
$ilk =1 - 2\k

ou A;|x est la coordonnée barycentrique de K associée au sommet faisant face au

nceud z;.
De méme toute fonction de Qp s’écrit :

oz) = Y algx)¥x(z)

KeT,

ou gx est le centre de gravité du triangle K. On supposera les nceuds z; numérotés
de facon a ce que les V) o premiers nceuds soient internes :

ISiSNh'o = :1:,'¢F0
Nh,0<iSNh = z; €l

Remarque : L’élément de Crouzeix Raviart est non conforme : V, ¢ H!(Q) les
fonctions de V), étant discontinues sur les cotés des triangles, mais les flux de masse



24

au travers des arétes sont bien définis :
/ Tk, i, ds + ik, ik, ds =0
3K1N3K, 8K 1ndK,

ol K; et K, sont deux triangles voisins, @k, (resp. dk,) est la restriction & K, (resp.
K;) de 4, ik, (resp. fik,) est la normale unitaire extérieure a K, (resp. K,).

3.2 Description des volumes de contréle.

A tout nceud z;, on associe le volume de contréle w; obtenu en joignant les
sommets des triangles a leur centre de gravité. Les w; seront les volumes de contréle
de la quantité de mouvement, les triangles seront les volumes de controle de la masse.
On notera comme pour la Boz Method :

Yip = OwiNTy
Y = Owi—7i

Volume de contrdle de la quantité de mouvement

3.3 Formulation conservative discréte.

On cherche un champ de vitesse dont chaque composante est affine par élément,
continue aux milieux des cotés et un champ de pression constant par élément
vérifiant les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
sur les volumes de contréle adéquats :
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On cherche @ = (u,v) € V5 et p € Qy, tels que :

/ a7 ds = — i,7ds VK €T,
8K -Ty 8KnIy

[ ot - (9a) .ﬁds:/wide+L}g‘ds pour i < Nig

i(z;) = dg(z;) pour Npo <i < N,

En développant suivant les fonctions de base, on obtient :

Nho

jz=:1 (u(wj)/aK_ro $;ing ds + v(zj)/zax_ro é;n, ds) = _/axnr., i, ids VK €T,

qui exprime la conservation de la masse,

Nh,o

j—z_:1 (u(:vg) Li —6¢j-ﬁ ds) + ; (P(QK) [v.- YNy ds) =
= j=1§h§)+1 (ud(wj)[" 645,'.7'{ ds) + /w.- f:dV + [“1 gz ds Vi< Nipo

qui exprime la conservation de la premiere composante de la quantité de mouvement
et :

}:Z; (v(xj) [ﬁ —§¢j.ﬁ ds) + ; (P(.‘JK) [n PN, d3> =
= j_%ﬂ (vd(xj)[ﬁ ﬁdv.r‘i ds) + . fydV + L} gy ds Vi< Npo

qui exprime la conservation de la seconde composante de la quantité de mouvement.
On peut récrire ces équations sous la forme matricielle :

A .\ (U\ = [ F.
(2 (1) 2 (2)
B, B, Pp)=\c¢

ou:

o U est le vecteur de taille NV, o des valeurs de la premiére composante du champ
de vitesses aux nceuds :

U,' = u(a:,)
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e V est le vecteur de taille N, des valeurs de la seconde composante du champ
de vitesses aux nceuds :

V; = v(x;)

e P est le vecteur des valeurs de la pression sur les triangles :
Px = p(gk).

o A est un matrice Ny o X N, dont les coefficients sont :

A,‘j = —6(15]'.7-7: ds

Yi

e B, et B, sont des matrices Nk X N o dont les coefficients sont :

(Bo)ki = /6]\" $ing ds

(Byki = /a o Py ds
o C, et C, sont des matrices N, o X Nk dont les coefficients sont :

(Co)ik = Yrng ds

i

(Cix = /,¢Kny ds

o [, et F, sont des vecteurs de taille N, :

Ni

B = 3 (ud(:z:j) L?(b,-.ﬁds)

J=Npo+1
+ . dV + e d
wy f [yll I S
Ny, -
(Fy): = Z (’Ud(wj) [y Vé;.it ds)

J=Nn,o+1

+ [ 5 dV+/Igy ds
wy Y

o G est le vecteur de taille N :
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soit en notant :

Az(A 0),3:
F

Les matrices A B et C ont des propriétés remarquables que ’on va préciser.

La matrice de diffusion : A

La matrice de diffusion s’écrit :

A,’j = [y —@qS,-.ﬁ ds

Lemme 2.1 :
La matrice A est la méme matrice que celle obtenue par la méthode de Galerkin (elle
est donc symétrique définie positive).

Démonstration :
On a pour tout K de la triangulation, si z; est le milieu d’un c6té de K :

/Kv¢,-dv - /6K¢,-ndset
/K Ve, dV = |K|Vé;

d’ou
Vil __L/ é;7t ds
WK=K Jox ™
Notons 9K le coté de K portant z;, on a:

7 ds = 7 7 d
/3K ¢;7 ds ./ax,- ¢;1 ds + ¢;n ds

OK-0K;
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Or sur les deux c6tés de K ne portant pas z;, ¢; est affine et nulle au milieu du coté
donc :

et en notant 7; la normale a 0K extérieure a K,

8K,~¢jﬁ ds = |8I(j|ﬁj

aer g
o S

n \

D’autre part,

or

d’ou :
1
A;; = _
= 27K

) /K ViV dV

KeT,

5}5’} soit

>
I
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qui est bien P’expression correspondant a la méthode de Galerkin.

Remarques :

A a cinq termes non nuls par ligne et par colonne et peut donc étre stockée
dans un tableau de taille nombre de faces x 5. '

o Cette propriété reste vraie si 'on joint les sommets des triangles & un point
quelconque du triangle par des courbes ne se coupant pas.

Les matrices de divergence et de gradient : B et C.

La matrice de divergence s’écrit :
(Bz)Ki = / ¢inz ds
oK
Bki = [ #inyds
(By)ki oK piny
La matrice de gradient s’écrit :
(C:z:)iK

(Cy)iK = PYKrny ds
Vi

I
T

<
=

3
8

[o M

(V)

Lemme 2.2 :
Les matrices B et C sont les mémes matrices que celles obtenues par la méthode de
Galerkin, et on a B = —C".

Démonstration :
Ona:

fn brcdivil = ; /a e
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ce qui montre que la matrice B est la méme que celle obtenue par la méthode de
Galerkin.

Or: Eg;;ﬁ: ) = [k i = Si et :

—/mwﬁds = [maKﬁds

d’ou: B=-C"

Remarques :

e B a trois termes non nuls par ligne et deux par colonne et peut donc étre
stockée dans un tableau de taille nombre de faces X 2 ou nombre de triangles
x 3.

o Cette propriété reste vraie si 'on joint les sommets des triangles & un point
quelconque du triangle par des courbes ne se coupant pas.

On peut donc récrire (en changeant G en —G et B en —B) le systeme linéaire
sous la forme :

AU+ BP = F
BU = G

Le second membre.

Comme pour la Box Method pour le Laplacien, les seuls termes qui différent de
la méthode de Galerkin sont la partie f et la partie ¢ du second membre :

[Fav # [ Fecav

[(Gds # /Fg*¢,-ds
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On remarque que le second membre de la méthode V.E.F. peut étre considéré comme
une intégration approchée particuliere du second membre E.F. :

+¢; dV — - dV| = . dV — ife dV
| [ S0 [ dVl= 0 fed 2 [ Aif. dv]

2V/3
< <5V | K| fzlL2(x)

2v/3
'g_ll{”leL‘”(K)

= O(h*)|fzlLe(x)

<

Traitement des conditions de Dirichlet.

La méthode ainsi définie n’est pas globalement conservative en quantité de mou-
vement :

/(-W+p1d).ﬁds;e/fdv+/ 7 ds
Fo Q I‘l

car on n’écrit pas d’équation de conservation sur les cellules associées aux noeuds
de Dirichlet. De plus, on traite mal le voisinage de I'o N T';. On propose ici une
modification palliant ces problémes.

On construit les volumes de contréle en joignant dans chaque triangle

e les sommets au centre de gravité du triangle si aucun des trois nceuds du
triangle n’est de Dirichlet.

o le sommet faisant face au noeud de Dirichlet & ce dernier si un seul nceud est
de Dirichlet.

e si deux nceuds sont de Dirichlet, on affecte tout le triangle au nceud restant.

Traitement de la frontiére.

I'o




Cette modification ne modifie pas les matrices A et B ; c’est cette méthode qui

. 7

a été utilisée pour les cas tests.

Justification du choix effectué.

On a donc obtenu un systeme discret, qui pour le probleme de Stokes, est le
méme que celui obtenu par la méthode des Eléments Finis de Crouzeix-Raviart avec
intégration approchée du second membre. Ceci assure la stabilité et la consistance
du schéma et donc la convergence comme on le verra dans le Chapitre 4. De plus
cette méthode présente ’avantage d’étre conservative et donc atteint I'objectif fixé.

3.4 Extension a la dimension trois.

En dimension trois, la vitesse est cherchée dans I’espace des fonctions affines par
tétraedre, continues aux z;, ou les z; sont les centres de gravité des faces et la pression
est cherchée dans l’espace des fonctions constantes par tétraedre. On construit
les volumes de contréle de la quantité de mouvement en joignant les sommets des
tétraedres a leur centre de gravité. Les volumes de contréle de la masse sont les
tétraedres.

Pour ce qui est de I’expression des coefficients des opérateurs discrets, ils gardent la
méme expression a condition de définir :

qS,-|K =1- 3/\,"}( et
§i oK, |7 =/ r‘ids:/ it ds
8K, 9K

ou J0K; est la face opposée au sommet z.
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Comme en dimension deux, on montre que cette méthode ne differe de la méthode
de Galerkin que par le second membre.

4 Extension aux équations de Navier Stokes.

On suppose toujours p = 1 et on cherche % et p solutions de :

—

ou

ot

-

divoVi+div(i@d)+Vp = f

divi = 0

ouv==~4=pu
Avec les conditions aux limites :

7t )
(Wi —-ply)@i = g sur T}

La difficulté supplémentaire par rapport au probléeme de Stokes vient du terme
convectif. Il est connu que les schémas centrés sont instables si v est petit devant
k|| @], aussi a-t-on développé des méthodes de décentrage aussi bien dans le “monde
des différences finies” que dans le “monde des Eléments Finis”. Le schéma de base
implanté dans TRIO V.F. est le schéma amont dont on s’inspire ici. Présentons
d’abord le schéma centré.



34

4.1 Le schéma centré

On a:

Pour @ € Vy, on a :

ou :
L(i); = [ﬁq&,-(ﬂ‘.ﬁ) ds
= Zfijk-ﬁk
k
ou
iy = u(zx)
Lijk = [ﬁ%‘d’kn ds

On voit que la matrice £(%) n’est pas en géneral & diagonale dominante ce qui peut
conduire a des instabilités.
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Calculons ! ¢;4;7 ds (voir figure)
$i$; est un polynéome de degré deux d’ou :

[ 665 s = L8 (00) + 4(685)0m) + (9i6)(91)

ol m, est le milieu du segment {s,g;]. Utilisant les expressions :

($id;)(s1) = 1

(¢i¢;)(91) = %

($i)m) = 3

on obtient :

n, T 16 1
, $idids = =g 4]

13

|3191|['2—7

Calculons maintenant [ ¢;¢;7 ds

o A
[ ¢i65 ds = SR {(Bis)(02) + 4(4:6)(ma) + (8:4,)(@0)]
ol my est le milieu du segment [sz¢;]. Utilisant les expressions :

($ij)(s2) = -1

b)) = g
(¢:4i)(m2) = %4'

on obtient :
= ~lsillg)

Ainsi, on a :

Py

13 /o 4
Fu=B [alta
Y 27 81 " 9 82 "
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De méme, on obtient :

13 f91, 4 (91

E',‘ = — n—- n.
YA 9/,
+ 13 fs2
£1JJ = 5’7 " n
et il est clair que E,-,-,- = 0 car +v; est un contour fermé.

4.2 Un schéma décentré amont.

On notera 7; la normale unitaire extérieure a ; et v;; = v N 7;.
L’ idée du schéma décentré amont est d’approcher @ sur v; ; par u; si (@.7;) > 0, et
par u;j si (4.7;) < 0. On obtient le schéma suivant :

/ 7 ds ~ / &; max(i.7;, 0) + #; min(&.7;, 0) ds
Y,5

L(a);; = / l(u il; — |@.7;]) ds < 0
Yij 2
1
L@ = / = (@7 + |@.7]) ds > 0
v 2
Ona:
> £(@); =0
car ii; = —17ij et :

S £(@);; = / .7 ds
J Yi

Ainsi si diviZ = 0, on obtient une matrice & diagonale dominante ce qui assure la
stabilité conditionelle du schéma.

4.3 Calculs instationnaires.

On cherche i et p sous la forme :

i = Z ’Q-I(CL‘,', t)¢l($)

'

E P(gK, t)lﬁ‘K(:B)

KeT,

p
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En utilisant tout ce qui précede, on obtient le systéme algébro différentiel suivant :

Ma—U+AU+L(U)U+B‘P = F (2.1)

ot
BU = G (2.2)
avec la condition initiale : U(t = 0) = Up telle que : BUp = G.

( u(z1,t) \

oulU; = uf)a(:g“zf)t) , P =plgk,t), L(U) = L(@) et M est la matrice de masse :
1)

\ o(ernrt) )
M = /w 4 dv.

Si on approche M par :

Mi; = |wil6;;

alors on obtient la matrice de masse de la méthode de Galerkin. C’ est cette matrice
de masse approchée que l'on a programmée car elle est diagonale et donc facile &
inverser.

schémas de projection.

Utilisant le fait que le noyau de B! est réduit aux constantes, on peut choisir un
triangle Ko, imposé p(Ko) = 0 et retirer dans B (resp B*) la ligne (resp colonne)
correspondante. Ainsi B® devient injectif.

En multipliant ’équation (2.1)a gauche par BM~! et en remarquant que B% =0
car Uy est supposé indépendant de t, on obtient :

BM~' (AU + L(U)U + B'P) = BM™'F
Ainsi en notant :

BM~'B!
N{U) = M~'(F - AU - L(U)U)

&
I
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ou la matrice E est inversible :

Ep=0 = (Ep,q)=0 Vq
= (BM™'B'p,q)=0 Vq
= (M7'B'p,B'q)=0 Vq
= B'p=0
= p= Cate,

et
P = I-M'B'‘E'B
on obtient une équation différentielle ordinaire sur U et une équation algébrique

reliant P a U :

oU
5 = PN() (2.3)

P = E'BN(U) (2.4)
P est l’opérateur de projection sur Ker(B) parallelement & Im(M~1B?) :
PoP = I,—-2M'B'E-'B+ M'B'E-'BM~'B'E~'B
= I;j-2M'B'E'B+ M 'B‘E~'B
= P

P(M~'B'P) = M'B'P-M"'B'E-'BM~'B'P
= M'B'P-M"'B'E'EP
0

En multipliant (2.3) & gauche par M et en utilisant (2.4), on obtient bien (2.1), d’
autre part d’apres les propriétés de P, et la condition BU, = 0, (2.3) implique (2.2).
Il reste donc a choisir un schéma en temps stable et consistant. Le schéma utilisé
dans TRIO V.F. est le schéma d’Euler explicite :

U'n+1 _ U'n.
At

Ce schéma est conditionnellement stable.
L’algorithme d’avance en temps s’écrit :

= PN(U™)

e On se donne € > 0, si on cherche un état stationnaire et ¢,,,, si on cherche a
simuler ’écoulement sur l'intervalle [0, ¢,,,].
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e n=0,U° At donnés.

Répéter :

Calculer V = N(U™)

Calculer P" = E-'BV

Calculer V.=V — M-1Btp"

Calculer U™ = U™ + AtV

e Fairen :=n+1;t =1+ At

Jusqu a ce que ||V]| < eout >ty

4.4 Extension A Navier Stokes anisotherme.

On s’intéresse maintenant au systeme complet d’équations modélisant I’écoulement
d’un fluide incompressible. Rappelons d’abord le jeu d’équations obtenu au chapitre1
en négligeant le terme de dissipation visqueuse : A yar (ﬂar)T

¢ -—_—

6pu .
—o - d — / V I - .—0 d
-/u-:(t) ot V+ ~(t) pu C‘)\ S pfv +/ —plq4 ﬁVU) 7 ds 1’
/ unds = 0 [
¥(t)

/w(t)%_lj av [ Hidds = [ phave [ kI ds

On se donne les conditions aux limites :

! ou H = pc,T.
|

=iy sur [ et T=T; sur I¢

7
—pﬁzf sur [9%" et kVT.7i=gq sur I'¢ e f

AV 4
- —_— .QaLt?._# _— —_— _— _— —_———
T4 i >}
J‘W'I i
-\ (g}
»(/l,/o) - 4 U”(‘ﬂ: [v)
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oul = I'¥™ U™ = Te U e,

On a choisi de chercher H et T dans le méme espace que chacune des composantes
de la vitesse, les fonctions p(T'),Cp(T), k(T) et v(T') sont tabulées.

Apres discrétisation en espace, on obtient le systeme suivant -en indigant par 44,
les matrices relatives a la quantité de mouvement, et par . les matrices relatives a
I’ énergie - :

opU

Maim—g= + Aqimd + Loam (@) (pU) + B'P = Fum
BU = G
Me%{ + AT + L.(2)H = F.

H = pC,T

ou les différentes matrices ont les expressions suivantes :

174 Sy J

(qum);j = lwiqdm|5ij ; (Me).'j = |w;|6;;

-- - -

(um)y = Mok, Vd 5 (Ady = law, ) gt
(Aqdm)ﬁ =- Z (Aqdm);j ’ (Ae)ii == Z (Ae)ij

bl

# J#
— 1 - - - -
(Lgam(@));; = [,'v;’m A~ |@.7t]) ds
- 1 - - - =
(Leum(@));; = odm E(u it + |d.7]) ds

(Le(ﬁ))u =

(L@ = [ @+ [aa) ds
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(Foam)i = /w i va dV + /1 pam 9v 48

+ Z ’Ud(.’Ej) ,[yqdm ;1,6(]5]7? ds

J=Npo+1
(F): = /epth—i- g ds

‘Yll

+ Z Td(mj)/ kY $,.7 ds

J=Npo+1

) Miyim (Agdm
’ qum = ( ¢ ) (qum) ’ Aqdm = ( ¢ ) (Aqdm) ) s

o= ((59) e (2 = (9 )

Les |w;%™| ne different des |w;°| qu'au voisinage des bords du fait de la prise en
compte des conditions aux limites de Dirichlet en vitesse ou température. De la
méme facon (Lgam(U)) ne differe de (Le(U)) qu’au voisinage des bords. Il arrive
souvent que f dérive d’un potentiel :

f=V¢
par exemple pour la gravité, {; = —gz.

Il peut alors étre intéressant de discrétiser le terme source de la fagon suivante (en
prenant ’exemple de la gravité) :

pg‘dV=/ pdV/ gz dV = /pdV( —gzr'ids+/l—gzv'ids)
wi wi wi wi Yi v

~ —p(zi)g ((BW),- + L 957 ds)
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ou Xx = (gk),. Clest cette discrétisation de la gravité qui & éte utilisée pour le
second cas test.

Dans la suite, on décrit I’algorithme qui est utilisé dans les codes de thermo-
hydraulique développés a Grenoble par Cisi Ingénierte. Pour construire cet algo-
rithme on effectue les mémes manipulations sur les équations de la masse et de
la quantitée de mouvement, qu’en 4.3. On obtient alors un systeme d’équations
différentielles sur les variables ¢ et H et une équation algébrique reliant P a¢/. On
écrit alors le schéma d’Euler explicite pour le systéme d’équations différentielles.
L’algorythme s’écrit :

e On se donne ¢ > 0,¢; > 0, si on cherche un état stationnaire et t,,,, si on
cherche & simuler ’écoulement sur I'intervalle [0, ¢4z

o Uy, Ty, At donnés.

e Calculer Hy = p(To)Cyo(To)To.

e Répéter :

o Calculer A4, Fyam avec p = u(T,) et p = p(T},).

e Calculer V = pi,,Mq‘dln(qum — Ay U™ = L(U™)(p"U"™))

e Calculer P* = E-'BV ot E = BM_;, B!
e Calculer V =V — Mz} BtP"

o Calculer Ut = U™ 4+ AtV

o Calculer A, avec k = k(T5,).

e Calculer § = F, — A.T — L. (U™*")H.

e Calculer H, ., = H, + At0.
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o Calculer Tyt1 = f(Hpp).

o Fairen=n+4+1lett=1+ At.

o Jusqu’a ce que n = Nmaz ou (||0]| < €1 et |V]| < €2)

5 Résultats numériques.

On présente ici les résultats obtenus sur deux cas tests classiques :

e La cavité a paroi défilante permet de tester la méthode en hydraulique.

e La cavité de Vahl Davis permet de valider le couplage entre ’hydraulique et
la thermique.

De nombreux résultats ont été publiés sur ces deux cas test.

La maquette ayant été écrite en 3D, on a ajouté une épaisseur de ’ordre de h et
imposé sur les parois latérales une condition aux limites dite de symétrie :

a.n =0, ﬁp.fi =0et V.7 =0 pour le second cas test.

Le maillage comprend 265 noeuds, 1618 faces et 680 tétraedres. Les figures ont été
obtenues en interpollant la solution calculée par la méthode des Volumes Eléments
Finis sur un maillage structuré 20 x 20 de type M.A.C.

5.1 Cavité i paroi défilante.
Description du cas test

On cherche & approcher ’écoulement d’un fluide incompressible et isotherme dans

un cavité carrée de c6té 1m dont I’une des parois est entrainée a la vitesse de 1ms~!.
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i=1
cavité a
2=0 ) i=0
paroi
défilante.
u=0

Le seul parametre est le nombre de Reynolds qui ici est 1.
On donne les champs de vitesse et les isobares dans les figures qui suivent.
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5.2 Cavité de Vahl Davis.
Description du cas test

On étudie un écoulement d’air dans une cavité carrée de coté L dont la paroi
gauche est a la temperature T, = 315K et la paroi droite a Ty = 215K, les deux
autres parois étant parfaitement isolées.

aT _
Z -9
cavité
Wahl Davis
T =1, T=Ty
g
oT _
By = 0
Les parametre de 1’écoulement sont les nombres de Prandtl (¢ = 0.71 pour Dair)
et de Rayleigh (Ra = ﬂ%wﬂ )ouf = —pf—a”T et pp = p(z‘f;—T‘) Pour les calculs,

on a utilisé: po =1, g =9.81ms™2, f=3.41e—3, T, — Ty = 10, v = 1.8¢ — 5m?s~!
et k = 2.535e — 5m?s~! de sorte qu 'il suffit de choisir L convenablement pour fixer
le Ra.

On obtient le tableau suivant :
Ra= 1. l.et 1.e8 1.e®

Lz~ 1.1e? 23e7? 5.1e? 1l.le!
On donne les champs de vitesse et les isothermes dans les figures qui suivent. La
solution de référence est donnée dans [12].
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Chapitre 3

Analyse Numeérique des méthodes
de Volumes Elements Finis pour
le probleme du Laplacien.

Quelques rappels.

Espaces de Sobolev.

On renvoie & [1] pour plus de détails sur les espaces de Sobolev.
Soit 2 C R? un ouvert borné de frontiere lipschitzienne (ref [1]) et soit LP(1),
pour 1 < p < 00, I’espace des fonctions mesurables dont la norme :

1
P
lollna = ( [ o)
est finie.

L’espace de Sobolev W™P(Q), pour m > 0 et 1 < p < oo est ’ensemble des
fonctions v € L?(2) dont toutes les dérivées partielles au sens des distributions 9°v
avec |a| < m sont dans L?(€2). On munit W™?(Q2) de la norme :

1
p
[ollmna = ( > /Q|a“v|")

la<m

On note H™(Q2) 'espace W™?(Q) et :

olna = (X [ 1903,

lo|=m

47
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Un théoréme de trace.

Soit 2 C R¢ un ouvert borné de frontiere I lipschitzienne. 1l existe un opérateur
“trace” linéaire continu de H'(R?) dans L?*(I'). On notera Hj(Q) le noyau de cet
opérateur.

Le lemme de Bramble Hilbert.

Ce lemme est montré dans [6].
Soit 2 C R?¢ un ouvert de frontiere lipschitzienne. Pour un entier £ > 0 et
p € [1,00], soit f une forme linéaire continue sur W*+1?(Q) vérifiant :

f(¢) =0 Vg e P()

ol Py () est ’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a k. Alors il existe
une constante C(9) telle que Vv € Wk+17(Q):

[f ()] < CONIfIIEs1p0l0le4100

olt ||.|[141,0 est la norme sur le dual de W*+12(Q).

Passage a un élément de référence.

On trouve les deux résultats qui suivent dans [10].
Si K est un polyedre de R? et K I’ i image de K par une transformation affine
inversible F' de R? dans R? définie par F(z) = Bz + b, alors :

hk K| ‘
Bl <™ | sy = _(—)
I8 < 2, () = 1

ou hg (resp. hy) est le diametre de K (resp. de K) et pg (resp. py) est le plus
grand diamétre des boules inscrites dans K (resp. de K) ; de plus  3C(K) > 0

Vo € HE(K), |9, ¢ < C||B|*|det(B)|~% vl x
ou 9(%) = v(F(2)).

Interpolation sur I’élément de référence.

Soit K un polyédre de ¢ et # un opérateur linéaire continu de H*+'(K) dans
H™(K),0 <m < k + 1 vérifiant:

Yv € Py, v = v,



ona :3C(K,%) :

Vv € Hk"'l(f(), v = 7ol & < Clolgyr i

49
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1 Position du probléme et notations

On considére ici le probléme modele dans un ouvert polyédrique :

Q c R d=1,2,3
—Au = f dans () (3.1)
v = 0 sur (I')

On suppose les données telles que :

u € H}Q)NnHN)

On se donne une famille réguliére de triangulations (7}), c’est-a-dire vérifiant :
do>0: VAVKET, , hx<opg

- ou hk est le diametre de K, pk est le plus grand diametre des boules inscrites
dans K et h = max(hg) — 0 - avec ’hypothese :

3K : VAR VKeT, 3IFL :FLK)=K

et F} affine et inversible.
On notera z; les nceuds de chaque triangulation 7;, numérotés de sorte que :

1S7:_<.Nh,0 = IE,¢F
Noo+1<i<Ni = z€l

et (Vi)r, (Vho)n les espaces éléments finis de Lagrange associés :

Vi = ev.{¢i;1 <1< Ny}
Vio = ew.{¢i,1<i< Npo}

)

ol les fonctions de bases ¢; sont telles que:
¢i(z;) = bij.

A tout nceud z; de 7, on associe un ouvert w; appelé volume de contrdle de sorte
que :

Q

Ja
1#J

Ty

w,-ﬂwj=¢

m 4
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On notera :

s

3(4),'
YN

Yi
Yi.j

i

En intégrant (3.1) sur les volumes de contrdle w; pour 1 < ¢ < Ny, on obtient:

—Vuiids= | fdV. (3.2)

Y

Le principe de la méthode des Volumes Eléments Finis est de chercher une fonction
up € Vpo vérifiant :

/_%h.ﬁds = /de 1 <i< Ny
Y wi

Comme u;, appartient a Vj, o, on a:

i=Nno
un = ) ud
=1
on obtient donc :
3=Nn,o .
> (u,,(m,-) / _v¢,-.ﬁds> = [ fav
=1 Yi Wi
qui s’écrit encore sous la forme :
AU = F

en notant,

PN
I

—/ V.7 ds
%
s /w.de

U € uj =us;)

ij

-

Remarque : la matrice A n’est pas a priori symétrique.
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2 Analyse

On introduit la forme bilinéaire :

définie pour u et v dans S, ¥ V, @ H2(Q)

et la forme linéaire définie sur Sy:

La(v) = izg'o (/w fav v(m,-))

pour f € L*(Q)
de sorte que ’on peut écrire en utilisant (3.2) :

. an(un, vn) = an(u,vs) = La(vn) Yon € Vy

2.1 Un résultat de convergence abstrait.

On a le résultat suivant d’existence et unicité de type Babuska :

Lemme 3.1 :

Soient V un espace de Hilbert, (V1) une famille d’espaces de Hilbert de dimension
finie - non nécessairement inclus dans V - | munis du produit scalaire (.,.)n, (an)n
une famille de formes bilinéaires continues sur V,, et u € V. On suppose que (.,.)r
et (ap)n se prolongent @ u @ V. Si,

Jdap, >0 : Vv, €V, sup ah—(vhﬂ)-

> o |vnn (3.3)
whrEV, ”wh”h

alors :
YVueV 3T, €Vy: ah(u —uh,vh) = 0 Vv, €V,

de plus :

. 1 ap(u — vy, wy)
uU—u < inf (Jlu—-9v + — su
I wlls < inf (i | ar 9 = Tl
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Démonstration :
Existence et unicité.
Soient u}, et u? deux solutions, on a :

ap(up —ui, o) = 0 Yo, €V,
d’ou par (3.3) :
lup —uills = 0
On a Vv, € V,,:
1 ap(up — vp,w
“uh _ 'Uh”h S — sup h( h hsy h)
b wneVn  |lwnll
S i sup ah(u —uh,wh)
Ok wneVy  ||wnlln
et

llv — unlln < lu—vnlln + [fun — valln

d’ou le résultat annoncé.

En particulier on aura si 7, est 'opérateur de H2(2) N H3(2) dans V), défini par
mav(z;) = v(z;) ¢

ah(u — WhU,wh)
l|wnlln

1
lw = unlln < |lu — whulln + — sup
ap wp

2.2 Un lemme d’approximation des flux.

Ce lemme a été montré en dimension deux pour le P, par Cai (ref [23]).
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Lemme 3.2 :

Soit & un polyédre de R¢ (d < 3) , soit 4 inclus dans une face (un cété en dimension
deuz) de k et & un opérateur linéaire continu de H*+'*1(&) (I > 0) dans H**'*1(&)
avec k > 1 et | > 0 vérifiant :

VﬁEPk ) 7?13:"

Si k est une partie de R telle qu’il existe une transformation affine inversible F de
R4 dans R? pour laquelle k est I'image par F' de &, si v est limage par F de 4 et si
DPopérateur m est défini par :

Vv € H*H(k), 70 = 7,
ot O(Z) = v(z), et si Vv € Pryi(k):

V(v —m).7 ds| =
IL (v—mv).7ds|=0

alors 3C tel que Yo € HFH1(Q) :
hk+d+l
|/V(v — o). ds| < C—— TR [Vl ki41,5

K.

ot C ne dépend que de K et #.

Démonstration :
En appliquant Cauchy Schwartz, on obtient :

=

ILﬁ(v —7v).ids|] < I’YI% (-[y Iﬁ(v — 7)) ds)

On note :

[190 = o) as < g5 ([ 196 - 7))
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ol H =1 en dimension 1. Or d’apres le Théoréme de trace :
3Gy (k) > 0 :LW({) —wD) < Co - ol
et donc a fortiori :
LI9G—w0)P < G = #lEume
Or, d’apres le résultat d’interpolation de degré k sur ’élément de référence,

3(:’2(7?, k) >0 tel que |0 —#d 12c+1,k < C‘;"If)lin,k < CA'22

|9llk 41,2
et par continuité de # :

3Cs : |9 — #dlepirrx < C3ldlesirra
d’olu :

[19@-#)f < i

2
k+1+1,&°

ot CoCs =1sil=0et C3 =1 si Im(#) C Ppy1(R).
En appliquant le lemme de Bramble Hilbert a f(9) = [, V(v — 7v).7 , on obtient :

AC4(R)> 0 :| / V(v — ). ds|] < (:’1026'3(:’4[]3‘1IIMIMHIH,R
v

Elk
Or Yv € H*+!(k):
8lkrirrx < Cs|| B4 det(B)|™ % vlksi1,e

avec |

A

. Ly B
1Bl <=, IIB 1IISP—

d
Px -
det(B)| 2 £2 | i = O(hi™)

| &

d’ou le résultat.

Remarques :
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o Si h, < op, alors :

— - k41 d_
[ F0 =705 dsl = O ) lesrine

e [ = 0 convient toujours.

e si 4 n’est pas inclus dans une seule face de %, alors en décomposant 4 sur les
faces, on obtient le méme résultat a une puissance de % pres.

2.3 Résultat de convergence.

On suppose a partir de maintenant que les volumes de controle ont été obtenus
par découpage de 1’élément de référence :
Notons 2,,...,2y les nceuds de K. On construit une partition polyédrique de K en
W; : &; € W;, on note 4; ; = Ow; N Ow; et on suppose que

Vh, VK €T, Nz z;)€K? 3I#;,8;) € K? 1 yi;NK = Fx(q;)

LR ]

ou T; = FK(f;).
On construit maintenant des domaines d’intégration s’appuyant sur les v; ;N K pour
estimer [ V(v —myv).it ds.

On note k&;; le polyédre obtenu en joignant #; aux bords de 4; ; et nﬁj )= F, K (K;)-



Construction des k¥

cas du P

On choisit de munir V, o de la norme discréte :

N

ol * ( Y Y (o) - () (hx>d-2)

K€Th (ziz;)eK?

Lemme 3.3 :

3C >0 :VAVK € T, Yo €V, —é—”v” < Ioll, < Clol

1
2

ol = (Z /K(%.v‘/v))

KeT,

57
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Démonstration :

> (@) —v(z)* ()7 = 3 16(E:) — 8(&)]" (k)

(ziz;)€EK? (ziz;)EK?
he\?
- (%) ets

D’autre part, si 7, est une famille réguliere de triangulations :

1 4.1, -1,
c’ > O,Eh,’{ |v|1,R’ < |vhx < C'RE |”|1,I{’

Il reste & remarquer que 3C3 >0 : 'clﬂf)h,f( <ol g < Caldly g -

On va appliquer le lemme 3.1 au cas de la méthode des Volumes Eléments Finis
(an, (., .)n définis ci-dessus).

Théoréme 3.1:
Si : (an)n vérifie uniformément la condition inf-sup e :

Ja>0 : inf sup (v, th) > a||lvkl|x (3.4)

vh€Vho wpeVao || Whl|A

(ot a est indépendant de h) et si la restriction de V), d chaque élément contient les
polynémes de degré inférieur ou égal & k, avec k > 1 alors :

Yu € HZ(Q) N Htl,(Q) Vh ,3lup € Vi
ap(u — uh,vh) =0 Vv, € Vo

et si u € H1(Q) ,alors:

301 >0 : Vh, ||u - uhllh S Clhk|U|k+1’Q

st de plus : 31 > 0 tel que V& € T, Vv € Ppyy(k) :

Y(3,7), V(i —mw)ids = 0

Y,;NK
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et u € HEH4Y(Q) [alors :

302 > 0 ¢ flu —unlly < Cob*fulisrire

Démonstration :

def 3 . . g
On notera e¢; = u — mpu 'erreur d’interpolation et ey = mpu — u, Verreur discréte.
On a |lef]|, =0d’ our

1 — 1
inf (||u — vplln + = sup lan(u vh’wh)|) < — sup lan(er, wa)l
vhE€Vh 0 Q wpeVy ||wh||h 0% WhEVh o “wh“h
en prenant vy = TRU.
On a de plus :
Nho .
ah(elavh) = - Z ('Uh(x,')/ Ve;.n; ds)
1=1 Y
Ny .
= - ZZ (Uh($i) Vey.it; ds)
i=1 j Yi,j
Ny .
= -2 <(Uh($i) - Uh(zj))/ Ve.i; dS)
i=1 j>i Vi

ol 7i; est la normale extérieure de v; = dw;.
On a successivement :

lan(er,vn)| < %Z (lvh(:z:i) - Uh(“’j)“[y"j Ve,.7i; ds|)

=1 D1

< XX (Ivh(xe)—vh(wj)H[ﬁ'jnKeez-ﬁ; dsl)

K€T, (zizj)eK?

d_ — -4
< 2 5 (- w@rd [ Fad it

KE€T, (ziz;)eK?
En appliquant Cauchy Schwarz, on fait apparaitre la norme discréte de vy, :
1
b}

i, iNK

66].7_7:; ds)z)

lan(er, va)| < [|oally ( > > (he)? (/

K€T, (ziz;)EK? ¥
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Or par construction des n%j), Yi;NK =~,;N nﬁ?’, d’ou :

|lan(er, vn)] < |lvall, ( > Y (k)™ (/
KeTh (ziz;)€K? YNk
Or le lemme 3.2 (avec F' = Fg , & = F, glngj ), et 7 est opérateur d’interpolation
de Lagrange sur K.) implique qu'il existe #; > 0 tel que :

S, 7 (k+5+1-1) )
‘/:“jnK‘(’?.) Vel.n; ds S ﬂlhn(ly) lulk+l+l,n(1:!)

D’ou :

-

- k+8+1-1 :
lan(er,on)] < ﬂluvhuh(z > (ke (B ’|u|,c+,+l,ﬂ<,g>)2)

K€Th (ziz;)eK?

1
7
< BiBal|vnll, ( >, X (hK)z(Hl)|u|k+1+1.n§ij))2)

K€Th (ziz;)EK?

< BiBa(hi ) ||vnllulki1,0

h (is)
out B, <1 est le sup sur K, 1,5 des (-—,ﬁ—)“*’*"”, soit finalement :

e
sup lan(er, wh)| < CR*D|uipirr0
wh€Vh o “wh”h
qui donne en utilisant le lemme 3.1 :

lw — mhulln = |mau —uplls < CE*¥'|ulepipre

Remarques :

e [ =0 convient toujours.

o Pour les éléments finis P, continus, on a :

llu — mhul| = O(R*)|ulksr0

et en utilisant le lemme 3.3 :
Imau —unll < Cllmau — unlls = O(R**)|ulks141,0
lu—unll = OR*)|ulsr0
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2.4 Conclusion

On vient de montrer sous réserve de la vérification de la condition inf-sup uni-
forme (3.4) que la méthode des Volumes Eléments Finis est du méme ordre de
convergence que la méthode des Eléments Finis . Elle présente de plus I'avantage
d’étre localement conservative. Le résultat obtenu s’étend au probléme :

—divAVu = f

ou A vérifie (*A(z){ > a'( Vz € ) avec a > 0.

On peut consulter la thése de Z. Cai [9] pour un résultat d’intégration numérique
en dimension deux pour le P;. Le résultat s’étend évidemment aux méthodes con-
struites & partir d’un nombre fini d’éléments de référence et un nombre fini de
découpages.

3 Applications

3.1 Applications en dimension un.
Définitions et notations

On considére le probleme modéle :
—u”" = f dans Q =[0,1]
avec les conditions aux limites homogenes :
u(0)=0 ; u(l)=0

On se limite & des maillages uniformes pour alléger les notations : on se donne
h = —;7 et on note s; = T(,— pour ¢ = 0,..., N les sommets du maillage. On s’intéresse
ici aux méthodes de Volumes Elements Finis P,. On note V}, ’espace des fonctions
continues, polyndmiales de degré inférieur ou égal & k par éléments et Vjq celui
des fonctions de V; nulles en 0 et en 1. On notera z; = k—'ﬁ pour ¢ = 0 & kN, les
nceuds du maillage. Afin de définir les volumes de contrdle, on se donne une suite
(0,-);-:;‘;0 < 6; < 1. On définit les 4; par :

Teiti = OiTkigjor+ (1= 0;)This
Les volumes de contréle sont alors définis par :

wi = [i¥iul, 1=1...kN=-1; z€w;
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So S1 CH Si+1 SN

SN

Tik Tik+1  Tiktj Tik+j+1 Tik+k-1

L(i41)k

Yik+1 Yik+i+1

Le probleme discret s’écrit :
Trouver u, € Vpo :

Vi1
w(W) = wh(na) = [ fdx
Vs
On introduit la forme bilinéaire :
EN-1
an(un,vn) = D ((uh(m) — up(i41))on(:))
=1

soit en remarquant que va(zkn) = va(Zo) =0 :

kN
ap(un,vp) = Z[vh(fci)—vh(“’i—l)]“;z(%)

t=1
et la forme linéaire :

Lh(vh) = Z

=1

kN-1 ( Vi1

fdx vh(z;))

Y

Le probléme discret peut étre mis sous la forme :
Trouver uj, € Vo :

ap(un,vn) = Li(va) Yon € Vip

Analyse.

Comme on I’a vu précédemment, pour que la méthode soit d’ordre k, il suffit

que a;, vérifie uniformément la condition inf sup (3.4).



Notons z! les nceuds de K; = [s;_1,5;] et 7 les v; € K; :

7 3 "Ei-l i
Sj-1 S5
On définit :
k . .
7 (un, vn) z[vh 2}) — oa(zly)] up(+d)
=1
et
) i=k
L) = [* fo (5)+ 3 / fon(al) + [ Foncss)
S5-1
on a .

a},(un, vp)

M=

[
Il
—

G,h('U,h, ’Uh) =

L} (vn)

[
M=

Lh (vh) =

<.
|
b

Notons K =[0,1] , &; = Let 4 = 0:&i_y + (1 - 0));.

5‘;0 il :%k—l :ik
A o
On définit :
=k
a(@,0) = Y (0(&:) — 0(&i1)) '(%)
1=1

de sorte que :
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Ainsi si a vérifie :
Ja>0: Vie P(K) : a(a,a)>alf (3.5)
alors on a aussi :
Vu € Vio : an(u,u) > aulf?
ot ||u/|* = fy u'* et donc la condition inf sup. Ainsi il suffit de vérifier la condition(3.5)

sur I’élément de référence ce qui revient & montrer que :
=k
IB>0: VAV > BIIV|*W e R : Y V=0
=1
ot la matrice élémentaire A est définie par:

A

An = —¢i(%)

Ai; = #i(Fi-1) — 6i(%;) Vi € [2,K]

Aikrr = ¢:(3%)
La condition (3.5) est également suffisante pour vérifier la condition inf sup uniforme
pour aj, associée au probléeme : —(au’)’ = f avec a(z) > ap > 0, on obtient alors :

Vu € Voo : an(u,u) > aoalu||?

De plus, pour le probleme modéle (a = 1), on peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2 :
En dimension un les méthodes de Volumes Eléments Finis P, pour le probléme
modéle sont d’ordre k.

Démonstration :
On décompose Vo sous la forme

Vh,O = Vhl,o'*'Wh



ou :
j=N
Wi = @ Wio(K;)
i=1
Wio(K;) = {veCoQ):veHY(K;)N P(K;);vla-x; = 0}
et

Vi, = {veH)\®Q) :ve P(K;), Y}
On décompose de la méme fagon u sous la forme :
U = U tw
ou u; est l'interpolé de Lagrange de degré 1 de u sur 7}, :

u(s;) = u(s;) Vi et u € Vhl'o

On a:
(w)lk, € (H*(K;)NHg(K;)) Vi
et :
al(w) = Li(vs) VYon € Wio(K;) Vj
en effet :
aj(ur,vh) = z [on(2?) — wn(ziy)] w'(+))
k . .
= ()L [on(z]) — va(al,)]
= (w) [on(a}) — va(ad)]
d’ol :

al(ug,v) = 0 Yo, € Wyo(K;)

On a donc obtenu N problemes élémentaires:
Trouver w}, € W, o(kK;) tel que :

aj(wi,v) = Li(va) Yon € Wiao(K;)
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auxquels on veut appliquer le Théoreme 3.1. Or la condition inf sup est vérifiée par
toutes les formes bilinéaires aj, sur W), o(K;) avec la méme constante a positive:

Vk 3a>0 : vy, Vh,

J
inf sup M > alup|ix
uh€Wh,0(Kj) v €Wy o(K;) |’Uh|1.K

En effet pour tout k et tout choix de cellule, la forme bilinéaire a vérifie :
da>0

a(d, )

Vi€ (Hy(R)N Py(R)),  sup

" N |A| N Zalﬁll,f(
se(Hy(R)nPu(K)) VI K

sinon :

3 € Hy(K)N Py(K) : a(4,9) =0 Vo e HY(K) N P(K)
Pour 0 < ¢ < k, on chosit ¢ tel que #(&;) = 6;;,0 < j < k, on obtient :
(%) -t (i) = 0 VO<i<k

#' est donc un polyndme de degré k — 1 s’annulant k — 1 fois, d’oti & € Py(K) et
comme %(0) = #(1) = 0, on obtient & = 0.
Soit maintenant u € Wi o(Kj), on note &(2) = up(z). Il existe d tel que :

a(i, ) > aldl; 410], &

soit alors vy, € W} o(K;) définit par vu(z) = ¥(Z), on a:

; 1, ..
ap(un,vp) = Ea(uv)
a ., a
> i, gl &
> alup|yk|vaisk;

. Lia
puisque |vp |,k = h2|0|g

Ainsi, on peut appliquer le Théoréme 3.1 a chacun des problemes élémentaires,
et on obtient :

Yk, Vh, ¥j 3 w] € Wio(K;) :
ai(w{l,vh) = Li(vh) VthWh'o(I(j)

AC>0:|w-— will,K,' < Chk|w|k+1,KJ. = Chk|u|k+1'1(j
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de plus si:
Vv € HF2(K) Vi (v—#v)(%) =0 (3.6)

o #v est l'interpolé de Lagrange sur Pi(K)
alors

3C >0 : |w - ‘LU)’;'I,KJ- < Chk+2|'w|k+2,Kj = Chk+2|U|k+2_KJ-

ou C ne dépend que de % et de 7.
Il reste a remarquer que

ah(ul,vh) = Lh(vh)——ah(wh,vh) VUhEVhl'O et
an(vn,vn) = |oaf? VthVhl'o
On a donc :
U, = Uy +wp
et :
lu—unll < Ch*lulkrra et
|lmhu —up|| < CR**Zulpsoq si (3.6) est vraie.

Ainsi toutes les méthodes de Volumes Eléments Finis P, sont d’ordre k£ en dimen-
sion 1 pour le probleme modeéle. De plus comme pour la méthode de Galerkin, on
peut calculer w;, élément par élément en inversant une matrice de taille £ — 1, puis
calculer u; en inversant la matrice tridiagonale par Gauss tridiagonal.

Exemples pour le probleme modéle.

On propose trois choix de cellule :

e Partition par les milieux :

wi = {z :|z—gz<|z—z;] Vj}
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Partition par la base nodale :

w; = {(E : 45,(1') > ¢J(£IJ) V] 95 z}
ou ¢; est la fonction de Vj qui vérifie : @i(z;) = 6i;.
Partition par Py, exactitude des flux : R
Tout polyndéme upy, de degré inférieur ou égal & k + 1 sur K peut étre écrit
sous la forme :
Uktr = Uk + AMrp

ol uj est un polynéme de degré inférieur ou égal & k et 14, est le polyndéme :
1=k :
Yen(e) = [l(z- )
1=0
de sorte que si les 4; sont choisis tels que :
¢L+1(’3’i) =0 (3.7)

alors, on aura :

ThUk+1 = Uk
(uk41 — Thuesr)' (3i) = 0 Vugyy € Py (K)

Or (3.7) admet toujours une solution car ¥4, s’annulant aux nceuds, sa
dérivée s’annule entre les nceuds. Ce dernier choix permet d’obtenir :

lus = maull = O(R*)uleaz

Le P, en dimension un.

Pour le probléme modeéle, la matrice élémentaire est la méme qu’en éléments finis

quel que soit 6, .

A=

1 -1
-1 1

On a ¢, =z(zx—1), ) =2r—1dou

. . 1
Y1) =06 % =3

Les trois choix proposés ne font donc qu’un et on a:

Jlu—unll < Chlufzg
||7rhu—uh” < Ch2|u|3‘9



Le P, en dimension un.

69

La matrice élémentaire est symétrique si 4; + 4, = 1, dans ce dernier cas, en

notant vy = 4 < %, on obtient la matrice élémentaire :
3—4y 4(2y-1) 1-4y4

A=| 42y-1) 8(1-2y) 4(2y-1)
1—4y 4(2y-1) 3-4y

Le premier choix donne :

. | ¢
Nno= 1 e
N 3
T2 = 1
On obtient la méme matrice que pour le P; sur le maillage de pas % :
1 -1 0
A=2| -1 2 -1
0o -1 1

et la majoration d’erreur :
lu—unll < Chlulsg

Le deuxiéme choix donne :

. 1
=3 et
. _ 9
Y2 = ry
On obtient la méme matrice qu’en éléments finis P, :
7T -8 1
A=1l -8 16 -8
1 -8 1T

et la majoration d’erreur :

lu—us]l < Chlulsq
On a ¢ = z(z — })(z — 1), ¥ = 32 — 3z + ; d'ob

1 V3
e

Vi3 =0 e 5 = &
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Le troisiéme choix est donc défini par :

2
ot
I

11
€ [E’Z] et

+
>SS

N = N =

On obtient la matrice élémentaire :

1428 42 23
A=| -4 88 43

23 1 —4¥3 142¥3
et les majorations d’erreurs :

lu —un]] < CR*|ulsq
<

lmhu —unll < Ch%Julsq
La résolution élément par élément conduit a :
u(2)(:v ) _ h2f2i+1 f _
2i4+1) — 2141 —
hOATH 8(V2i+2 — V2i+1)
ol
Y2i42
faiy1 = / fdz
Y2i41
soit :

h
ul? (29i41) = Zf2i+;
pour le premier choix,

3h
Uﬁz) (332i+1) = R‘fziﬂ

pour le second choix et

V/3h

U§,2)($2i+1)= 3 feinr
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pour le troisieme choix.
Le systeme tridiagonal a inverser s’écrit dans les trois cas :

faica + f25+1)

—Up )(552. 2) + 2u§l )(162;) — U )(-’132:+2) = (fzi + 2

Remarque :

A partir du P, il semble qu’ il n’existe plus de choix de cellule permettant de
retrouver la matrice élémentaire de Galerkin. En effet la méthode de Galerkin et la
méthode Volumes Eléments Finis ne différeraient alors que par le second membre
tout en étant toutes deux exacte pour f pdlynome de degré k —2:

Notons uy, la solution Volumes Eléments Finis | u la solution Eléments Finis . Si f
est une constante, on doit avoir u = u; pour k 2 2 d’ou :

|w;|—/()¢.-=0 Vi

—/Rq‘b,:o Vi

qui redonne en utilisant la formule de Simpson le deuxieéme découpage proposé pour
le P,. Et pour k =2+, on doit avoir u = uy, si f est un polynéme de degré [ d’ou :

/zj—/k$;zj:0 Vi Vi<l

ce qui semble impossible.

3.2 Applications en dimension deux.

En dimension 2, on peut toujours définir

a(a,0) = Y [ —Vani(z)

mais on n’a pas trouvé de relation entre af et & permettant de prouver dans le cas
général que si a vérifie la condition d’ellipticité

da>0 :a(i,i) > oful?, Yue P
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alors aj vérifie la condition inf sup uniforme. Toutefois, on a :
3C > 0: a(@,d) > Caf (u,v)

-ou C ne dépend que de o- si les applications Fg sont des similitudes ce qui permet
de conclure dans le cas des maillages structurés.

Le P, continu en dimension deux

C’ est le seul élément pour lequel on sache montrer la condition inf sup uniforme
pour des maillages généraux. En effet on montre -de la méme fagon que ’on montre
le lemme 2.1. - Videntitée :

an(u,v) = a(u,v) V(u,v) € Vi

dés que les volumes de contréles sont obtenus en joignant les milieux des cotés des
triangles a un point quelconque du triangle. Pour des triangulations génerales, il
est naturel de construire les volumes de contréle en joignant les milieux des cotés
au barycentre. En comparant les seconds membres obtenus par la méthode de
Galerkin BE = [, f¢; et la méthode des Volumes Eléments Finis , Hakbusch (ref
[18]) a obtenu :

luver — ucll = O(h)
dans le cas général et
lluver — ucl| = O(h?)

si on a choisi de relier les milieux des cotés aux barycentres ol uy g est la solution
du probleme discret obtenu par la methode des Volumes Eléments Finis et ug est
la solution du probléme discret obtenu par la methode de Galerkin.

Dans le cas des maillages structurés obtenus par division des rectangles en deux
triangles rectangles, il semble intéressant de construire les cellules en joignant les
milieux des cotés a 'orthocentre. On obtient alors Vv € P, : f,y'.'j v—mpv ds =0 si
les rectangles d’origine sont identiques et en utilisant une technique similaire a celle
présentée ici, Cai et Mc Cormick ont montré dans [?, cai2]ue :

lun — mhull = O(R*)|ulsq

Le P, non conforme en dimension deux.

Comme on I’a vu au chapitre deux (lemme 2.1), on a :
ap(up,vp) = Z / Vuy. Vo, ds
KeT, K

ce qui montre la condition inf sup et la convergence en O(h).
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Le @, en dimension deux

On ne sait pour l'instant conclure que dans le cas de maillages rectangulaires.
Comme on ’a dit précedemment, il suffit alors de vérifier que a est élliptique. Or si
on construit les volumes de contréles, en joignant dans K les milieux des cotés :

L 4 : T

®
3 -1 -1 -1
. 212 : 1A 1t - _1 3 _1 _1
, la matrice élémentaire s’écrit : -1 -1 3 —1
-1 -1 -1 3

et on voit que :
ap(up, up) = |lunll;  VYunr €V,

de plus on a pour tout K et tout v; ;:

Vv € Pz,/ ﬁ(v —mv).ds =0

v,;NK
et donc :
l|7n(u) — unllie < CR?|ulsg

Ce résultat a été obtenu également par E. Suli (ref [21]) par une méthode plus
dans Desprit Différences Finies .

Le P; en dimension deux.

Ne sachant pas encore montrer la condition (3.4) on se contente ici de faire des
propositions pour construire les celulles. On peut proposer les choix suivants pour
construire les cellules :
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e Cellules “iso P,”
On découpe les triangles en k? sous triangles. On construit les cellules comme
pour le P, mais sur la sous triangulation.

e Découpage par la base nodale.
On associe a chaque nceud z; le volume de controle w; défini par :

w; = {z : ¢i(z) > ¢;(z) Vj}

Par exemple, pour le P,, le premier choix conduit au découpage :

Toujours pour le P,, le second choix conduit au découpage :
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Le @, en dimension deux

On peut proposer de découper les cotés des rectangles de la méme maniére que
pour le P, en dimension un et de relier les points ainsi obtenus par des paralléles
aux cotés : a
Par exemple, pour le @,, on obtient les trois découpages suivants :
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—
]
1 3
4 4
®
(4
o —0— L4

O |
-5
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3.3 Applications en dimension trois.

De méme qu’en dimension deux, on sait montrer la condition inf sup pour le P,
(conforme ou non).

4 Extension au probléme de convection diffusion

On peut établir un résultat analogue au Théoréme 3.1 mais il est improbable que
Pon puisse vérifier la condition inf-sup uniformément sans introduire de décentrage.

4.1 Position du probléme.

On considére un ouvert polyédrique 2 C R? et le probléme :

~Au+bVu = fdansQ (3.8)
u = Osur (3.9)

On suppose toujours les données suffisament réguliéres pour que :

u € H¥(Q) N H(Q)
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On suppose de plus que be H (div; ) N L*(N) et que divb = 0, ce qui implique
que :

b.Vu = div(ub)

4.2 Probléme discret.

Trouver up € Vpp tel que :

VI<i< Nao [

v

(~Funit + upbii) ds = / Fav
On définit la forme bilinéaire :

i=N),

an(u,0) £ Y (v(z;) / (—6u.fi+ ul-;fi) ds)
=1 Y
et la forme linéaire :
=N},
L)%Y, (va) [ 1av)
=1 .

On peut alors écrire :
ar(uh,vr) = an(u,vn) = La(vy) Voi € Vio

On est dans la méme situation que pour le probleme de diffusion pure, le lemme
suivant suffit donc pour obtenir une estimation en O(h*)|u|i41.0

Lemme 3.4 :
Soit & un polyédre de R¢ (d < 3), soit ¥ C &k et # un opérateur linéaire continu de
H*+1(&) (I > 0) dans H*+1(k) vérifiant :

Si k est une partie de R telle qu’il existe une transformation affine inversible F' de
R¢ dans R? pour laquelle & est Iimage par F de k, si v est limage par F de 4 et si
lopérateur 7 est défini par :

Vv € HFH(k), 70 = #d,
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ot 5(2) = v(z), alors AC tel que Yv € H*+1(Q) :

k4 4EL
hx

| [(v — m)bids|<C
i Pr%

|’U|k+1.~

ot C ne dépend que de K et .

Démonstration :
On ne donne que le schéma de la démonstration car elle est trés semblable a celle
donnée pour le Laplacien.

| [0 = mojbids | < Bl [ 10 = m)PyH([ 1717}
< il 10 = 7o)}

z=BZ+bona:

([Iw=m)?) < Idet(BIB [ (6 #9)?
< Cdet(B)[I B 1ol

d’olu le résultat. Remarquons que si h, < op, alors :

| / (v — m0)B.it| = O(h*#)[vliss,e

Or pour obtenir une estimation d’erreur en O(h*) & partir des éléments finis P,
il suffit d’avoir une majoration en O(h""’“l) Cette remarque permet d’introduire
des méthodes de decentrage Pour la Boz method par exemple on peut proposer le
méme décentrage qu ’en 2.4.2, a savoir :
On approche [ ub fi; ds par :

. U — U - U U
b.it;| ——= + b.it;——2L d
[M| ] 5 + b.7 5 s

ce qui introduit une erreur de consistance en O(h) et permet de vérifier la condition
(3.4) car

ZZ[([M |_bn'|T+ﬁ + u(m’)_z_ ds)u(z;)] > 0
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Plus précisémment, on peut introduire un terme de consistance dans le lemme 3.1 :

Lemme 3.5 :

Soient V un espace de Hilbert, (V})y une famille d’espaces de Hilbert de dimension
finie - non nécessairement inclus dans V -, munis du produit scalaire (.,.)n, (an)n
une famille de formes bilinéaires continues sur Vi, , (rn)p une famille de formes
bilinéaires continues sur V x V, et u € V. On suppose que (.,.)r et (a), se
prolongent ¢ u @ V. Si,

Vp, W
dop >0 : Vv, €V, sup a1 (U, )

ETIORETE 2 (09 31k%
wneVy  |[whln fonlln

alors :
YueV Flup € Vy:an(u—up,vn) = rr(u,vn) Yo, € Vy
de plus :

ah(u — vh,wh) + 1

. 1
v —unlls < inf ([lu—wvalls + — sup Irulllullv)
‘U;.GV'.

Qh wp€Vy || wa||n O‘_h

ou |ry| désigne la norme de la forme bilinéaire v,
On aici:

b.it; — |B.7%|

ra(w, o) = 23 L ) (u(x.-)lb'ﬁ"zﬂ +u(z))———— — ub.@ ds)on(z;)]

< Chlul2gllvsll,

Toujours pour le P;, Hackbusch & montré dans (ref [18]) que le schéma centré vérifie
la condition inf sup asymptotiquement :

dho, Ja>0 : Vh< hy, Vup € Vio vy € Vig @ ap(up,vn) 2 aflunl||vsll



Chapitre 4

Analyse Numérique des méthodes
de Volumes Elements Finis pour
le probleme de Stokes.

Introduction

On s’intéresse ici a ’approximation du probléme de Stokes par une méthode de
Volumes FEléments Finis . On conserve les notations du chapitre trois.

1 Position du probleme.

1.1 Le probléme continu.

On considere un ouvert polyédrique  C R¢ et le probléme :

—Ai+Vp = fdansQ
divd = 0dans
# = OsurT

On suppose f, Q, T, telles que
7 € (HX(Q) n Hi(®))*
et

p € H(Q)NL(Q)

81
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ol L3(0) = {g € L}(N) : [qds=0}.
A une famille réguliere de triangulations (73 ), on associe une famille d’espaces

" .
élements finis pour la vitesse notés X; = ®!=¢ X}, et un espace éléments finis pour

la pression noté Q. On note z; les nceuds en vitesse, w} les volumes de contréle
associés, y; les nceuds en pression et w! les volumes de contrdle de la masse. On
suppose les nceuds z; numérotés de 1 a N} de sorte que seuls les N}, premiers z;
soient internes (z; ¢ I'), et les y; numerotés de 1 & N}.

1.2 Le probléeme discret.
Trouver (@, pr) € X, x Qy tel que :

Vi < Nt :/ (=¥, +pl).ii ds = / fav
R wy
)

On définit (S, 2 H2(@) + X4)” , la forme bilinéaire sur &4 x Sy:

=Ny

, la forme linéaire sur Sy, :
=Ny
@2 Y (i) [, Fav

u
i=1 wy

et sur S, X (H'(Q) + Qp) les formes bilinéaires :
l_N"

blh(v,p) E ( O(z:)- / p 7t ds)

=1

t—NP
ban (T, q) Z ( q(w) / 4.7 ds)

=1 %
On peut alors récrire le probléme discret (en abandonnant les notations vectorielles)
sous la forme :
Trouver (up, pr) € Xno X Qn tel que :
an(un,vh) + bin(va, pn) = Ln(vh) Vor € Xnpo
ban(un, qn) =0 VYgn € Qn
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2 Analyse.

2.1 Un résultat de convergence abstrait.

On montre ici un résultat d’éxistence et d’unicité de type Babuska Brezzi. Ce
résultat est trés voisin de celui obtenu par C. Bernardi, C.Canuto et Y. Maday
dans [8], qui ont traité le cas a quatre espaces continus, trois formes bilinéaires
continues a(u € X;,v € X3) , bi(u € Xy,q € My) et by(u € Xy,q € My), et
quatre espaces discrets, trois formes bilinéaires continues ap(ur € Xip,vn € X2p)
bin(un € Xan, gn € Min) et bop(un € Xan, qn € M2p).

)

Lemme 4.1 :

Soit X (resp Q) un espace de Hilbert, (Xi)n (resp (Qn)rn) une famille d’espaces de
Hilbert de dimension finie - non nécessairement inclus dans X (resp Q) - , munis
du produit scalaire (.,.)x, (resp (.,.)q.), (an)n une famille de formes bilinéaires
continues sur Xp X Xp, , (bin)n €t (bop)n deuz familles de formes bilinéaires continues
sur Xp X Qy et (u,p) un couple de (X x Q). On suppose que (.,.)x, (resp (-, -)qn) @
(resp (bin)n €t (ban)n) se prolongent ¢ (u@d Xp) X (ud Xy) (resp (udXy) X (p®Qn))
et que u est tel que bop(u,qn) =0 Vi € Qp.

On note :

Kin & {vn € Xp;bin(vn,qn) =0 Vgn € Qn}

Kop = {vn € Xi;bon(vn,qn) =0 Vgu € Qi}

On fait de plus les hypothéses suivantes :

Jay, > 0, Yuy € Ky, sup M

> apllun|lx, (4.1)
vh€Kin ”vh”xh

b Vhy Gh
B > 0, Yoy € Quy sup 2RI 5 gy (4.2)
wmeXn  |Jvnllx,
bar (v,
B2 > 0, Vg, € Qp, sup 24 (Vh 1) > Banllgrlla, (4.3)

vh€Xp ”'Uh”Xh
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On a alors :

3t (un,pr) € (Xn x Qp) :
Yo, € X ah(u - uh,vh) + blh(vh,p - ph) =0 (4.4)
Vg € Qrn  : ban(un,qn) =0

De plus, on a :

_ 1 ap(u — vp, 21)
U—1u < inf [lu—-v +— sup ————
e —ualln < inf llw —vnlbe, + 2 sup =S ®

laaly 1 s bzh(u—vh,%)]
ap, ﬂ2h an€Qn HQh”Qh
1 blh(zhap - qh)

4+ — iInf su
O 9EQA z,.eru. ”Zh"xh

(4.5)

et

. 1 bin(vn,p —q
Ip—prlos < inf (Ip—aullg + e sup 2A{URP— @)y (4.6)
gn€Qn ,Blh

vp€Xp ”'Uh”)(,.

| ap(u — vy, wy)
4+ — inf ( su
ﬂlh ”hexh(w;.egh ”wh”Xh

+ |an]|lup — vallx,)

ot |ay| désigne la norme de la forme bilinéaire ay,.

Démonstration :
Existence et unicité:

Soient (u},p}) et (u?,p?) deux solutions, on a :

a’h(u}l - u?nvh) + blh(vh’ p}t - pi) =0 V’Uh, € Xh
ban(uh — i, qn) =0 Vg, € Qs

On a (u} — u?) € K34 , en choisissant v, € K15 on a : u} — u? = 0 par (4.1)
d’ou :
bin(vn, Ph — i) = 0 Yoy € X

soit par (4.2) : p} = p?
Estimation d’erreur a priori :
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L’hypotheése (4.3) implique :

Vv, € Xh, Jz, € Xy,

ban(2n, qn) = ban(vn, qn) Yau € Qu
b

sup I 2h(2h,Qh)|

et ||lzn||x, < 5
Ierllen < 27 222, “Nanle,

Soit alors wp, = vy, — 2z, , on a wy, € Ky, et :

ban(2zh, qn) = —bon(u — vh, qrn) Ygn € Qn

car byp(u,qn) =0 Vg, € Qp, d’olt :

1 bz u-—v b]
lon — wlx, = llnllxy < o sup L2l vhav)
,B2h qh€QA “qh”Qh
qui donne :
1 bop(u — v
I = wnllxy < llu — onllx + e sup L2 om0 (4.7

Bah ane@n  llarllan

De plus, comme up,wy € Kz , on a, par (4.1):

1 — wy, t
lun — wallx, < — sup an(up — W, ty)
an ek ltellx,

Or,Vgn € Qn, Vit € Kin:
an(un — wh, th) = an(u — vk, th) + an(vn — Wy th) + bin(tr, p — qn)
D’ou: Vv, € X, Jwy € Ky,

|‘1h| su bzh(u—vh,%)

lur — willx, <

apBan ahEQn “qh”Qh
+ L sup an(u — va,th) (4.8)
Qp theKyp ”th"xh

1 . bin(th,p —
L = inf sup lh( hy P qh)
O €EQh t, €Ky "th”X;.
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Il reste & écrire ||u — up|| < ||u — wa|| + ||wn — un|| et en utilisant (4.7) et (4.8) on
obtient (4.5).
De plus :

1 1614(2n, Pr — &)
Ph— Gn < — su
len = ghllan < 5o sup ==

et :

bin(zh, Ph — qn) = an(u —up,2n) + b1a(2zr, 0 — qn)
an(vy — un, zn) + an(u — vk, 28) + bia(zn,p — Q1)

< lan|llun — vallx,ll2llx, + an(w — vr, z8) + bin(zn, p — qn)
d’ou :
bin(zn,p —
Bullp — arlles < sup 1282~ 00) (4.9)
meXa  lznllx,
. ah(u — Vh, Zh)
+ mf(su —_— 2 + |ap|||un — vr||x )
A\ s — o |ax|] rllx,)

Il reste & écrire ||p — pl| < ||[p— gl + ||pr — ¢nl| et en utilisant (4.9) on obtient (4.6).

2.2 Reésultat de convergence.

Comme pour le Laplacien, on suppose que les volumes de contréle de la masse
notés k, et de la quantité de mouvement notés £, ont été construits par affinités
depuis I’élément de référence. ~
On construit K,S;-J,)‘ en joignant le nceud z; 4 4%; N K et n&?,), en joignant le nceud y;
. p I{ 1 2 i
a7 NAK.

Construction des «k ;

Exemple de 1’élément de Crouzeix Raviart.
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Les k en vitesse seront utilisés pour estimer I’erreur de discrétisation de 1’équation
de conservation de la quantité de mouvement (ax,b;5)et les k en pression pour estimer
Perreur de discrétisation de ’équation de conservation de la masse(bs;). On choisit
de munir Xh de la norme discreéte :

1
2

loll, = (E > (=) - v(%‘)“zhf{z)
K€Th (zi,z;)eK?
qui est équivallente a ||va|| = Tkjinirn [k VuaVus, et Qn de la norme discrete :

laln = 3 w?la(y:)?)?

qui est clairement équivalente & la norme L2() sur Q.

Théoréme 4.1 :
St Xy, et Qp vérifient les hypothéses du cadre abstrait, si :

da>0, Ja>0, 36, >0, 33,>0 :
Vhyaop, 2 a lan| <a 562> P Ban 2 Py

st Xj, contient les polyndmes de degré k > 1 par élément, st Qp, contient les polynomes
de degré k — 1 par élément, et si u € (H*+1(Q))?, p € (H1(Q) N Li(N))? alors :

llw — wnllp + |p — prln < CR*(|u|esr0 + |Plka)

.
Démonstration :
On écrit Pestimation du cadre abstrait (Lemme 4.1) avec les interpolés de Lagrange
respectifs de @ sur X (vn = mpu) et de p sur Qi (gn = IInp).

ap(u—mpu,z

Estimation de sup,, ¢k TR

.

On note 7;,; = 7;, £ = Ky, v = ¥, ef = u — myu pour alléger les notations.
Ona:
an(u — Thu, 21) an(er, vs)

sup s
2,€K1h ”zh"h vpeX, ”vh”h
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Np,0

-3 (vh (22). / Ve ds)
- _zz (vh(z,-). L Verd ds)

an(er, vs)

= - éjg; ((vh(:l:,-) — vn(z;)). L Ve,.7; ds)

ou 7i; est la normale a +; extérieure a w;.

antermll < 323 (IonGad — n(ell [ Fer ]

i=15>1¢

<Y ¥ (nvh(zo—vh(x,-)uu [ Fer as)

K€eTy, (zizj)EK?

d_ -4
< T % (I - e[, e asaic?)
KEeT, (ziz;)eK?

En appliquant Cauchy Schwarz, on fait apparaitre la norme discréte de vy, :

1
z

Jan ez, )| < fonl, ( > X [

Vel.ﬁ,- ds||2)
KEeT, (ziz;)eK? %0
Or par construction des ng{’), 7 N K =7;N fc(") d’ou :
1
2
lan(er, va)| < |lvall, ( Y, > (Rx)* II/ @) Ver.i; ds||2)

K€T, (ziz,;)€EK?

Or le lemme 3.2 du chapltre 3 (avec | =0, F = Fg , FKIK,%’), et 7 est
’interpolé de Lagrange sur K. ) implique qu’il existe §; > 0 tel que :

k+2+41-1
| / Vel i ds|| < ﬁlh((u) )Iulk+l+l.~‘,?’

D’ou:

(10

lan(er,vm)] < ﬂlnvhuh(z > ()t (Tl |k+,+1,,;<1g))2)

KeT, (zizj)eK?



=

< ﬂlﬂzllvh“h ( Z Z (hK)z(k+l)|u|k+1+1,,;(l?))2)

KE€Ty (zizj)eK?
< ﬂlﬂz(hK)kH””h"h|“|k+l+1.ﬂ
h (i)
ou f; < 1 est le sup sur K,12,5 des (—hIK’L)(H'g“‘I), soit finalement :

ap\€ry2h
sup 19z opropy

zh€Kp th“h

Estimation de sup bin(vn:p=Tlnp)

vh€Xn = loally
Ni o
bin(vn, p = Ihp) = D wva(as). /.. (p—IIhp)7t ds
i=1 Vi

= iZ(vh(m;) — vp(z5)). [/v (p — Mp)ii ds

1=11<J

W=

< ||vh||h(>: > w

KE€Th (z;,z;)€EK?
< Clloall,h*Iplka

d’apres le lemme 3.4 du chapitre 3.

« (p — Map)7; d3||2)

ilj

Estimation de sup,, cq, ban(u=mntgn)

lanln,o

bon(u — mhu,qn) = E :qh(y,-) /P er.n ds
i Y
1

< lanle (; I, (= ). d5)2)2

1
2
< Clanln (Z |wf’|_1h?k+d|ulk+1.w.~)
:
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< C”hk|(1h|h|u|k+1,n

Remarque: si k = 1 et p ¢ H%(Q) on peut prendre pour II;, 'interpolé de
Clément.

3 Applications.

3.1 Application a I’élément de Crouzeix Raviart.

On cherche les vitesses affines par éléments continues au milieu des faces et les
pressions constantes par élément. Cet élément vérifie les propriétés suivantes (cf
Lemme 2.1 et 2.2 du chapitre 2):

an(un,vp) = Z / Vuy, VordV Yuy, v, € Vy, (4.10)
KeT, 'K
bin(vpyqr) = — Z / grdivopdV i =1,2 Vo, € V, Vg, € Q (4.11)
KeT, 'K
(4.12)

La vérification des hypothéses du cadre abstrait est triviale et on obtient une esti-
mation d’erreur d’ordre un.

3.2 Application a I’élément P;-bulle P,.
On choisit pour X, le P;-bulle :

X = {v € H'(R) N C°(Q);vx € P(K), VK €T,}

ol P(K) = Py\(K) ® ev {\1A2)3} ou les \i(i=1,33 désignent les coordonnées barycen-
triques du triangle K. On notera bx = A\ A\2A3 la fonction bulle associée au triangle
K et wg le volume de contréle associé. On choisit pour Qj 1’ espace des fonctions
continues affines par éléments :

Qi = {g € L3(Q) N C°(D); g € Pu(K), VK € Tp}

On notera X} la partie P, de X}, et X} la partie bulle de X,.
On construit les volumes de contréle de la masse en joignant dans chaque triangle
les milieux des c6tés au centre de gravité. On construit les volumes de contréle de la
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On établit d’abord un lemme de comparaison entre la méthode des Volumes
Eléments Finis et la méthode des Eléments Finis pour b, by, by, ol :

b(v,q) = —/ﬂqdivi)'

Lemme 4.2 :
Pour tout ¥ = 9, + 0 € X, ot vy est la partie P, de U et v, la partie bulle, pour tout
qg€EQp, ona:

e d — 5 e 4
blh(v,q) = b(vlaq)+§b(vb,Q)

B . 55
bon(,q) = b(”h‘l)+3—6b(”b,9)

Démonstration :
On note AKX ¢ = 1,..,3 les coordonnées barycentriques, z
centre de gravité du triangle K, et :

K

. les sommets et gx le

S
I
e
8

Si 9, =0, alors :

d’ou:

=3 K 1
b 61 = 1-)../ T-id8+—/ i ds
14( Q) KXG;_"; (‘y:‘an 3 awxq )

LS 1 -

= 3 YV F (W N K|+ 3lwkl) car(Va)u =
KeT, 1=1
=3

1 = -,
= 3 2 (VO YT |K]|

KeT, =1
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1=3

= ¥ Voo [ A av
KeT, =1 K
= ¥ [ Vevav
KeT, 'K
= b(7,q)
et :
1=3
ban(0) = — Y YoaF [, (57) ds
KET;, i=1 ¥ NK
1=3
= -3 Zq,.’(/ dive dV — 7.8 ds)
KGT’. i=1 w.?nK aanip
=3
= — > (divd)k 3o a / A dV
KeTs i=1 K

car la fonction ¢X.7%; est continue sur K Nw?, et intervient avec les deux signes
au cours de la sommation sur K, et [ A; dV = |of N K]|.

b2h(6a q) = b(ﬁa q)

Si ¥ = 0,7 = Yker, Kbk, alors : -
1
bn(@a) = 5 3 Gk [ aids
’ 27 KGT’] aWK
1 K|, =
= — ), ——Uk(Vx
27 KeT, 4
Or
1
bk = —|K
J b= 551K
d’olr :

et:
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LFnK(v.n) ds = vK.[YPnK(bKn) ds

= ’l_)'KZ/ bK’fi,'J' ds

i#i VhnK

o1 7; =4 N ¥ et 7i;; est la normale extérieure a wf sur 7.

Comme bg est un polyndme de degré trois et #i;; est constant sur 77;, on a :

— ]' ~d
/ bKn,-J- ds = —(bK(a) + 4bK(b) + bK(C))l’yzj N K|n,-j
'y.p NnK 6

“J

ol :
1 1
Xi(a) = Xj(a) = 3 bk (a) = =
5 52
M) =Xi0) = 5 k() =5
1
Ai(e) = Ajle) = 3 b(c) =0
1 33
5(bx(a) +4bk(b) +bx(c) = =
qui donne :
Lo 33, .
/qr_,.nx biiti; ds = =z |7f; N K|
on a donc obtenu :
bar (7, q) 332%‘15 / 7 ds
2R\ =~ T8 i VK-
64 KeT, i=1 ¥nK
33 x 60 -
= (Vo)x | vdV
64 Kze;',. | /K

car [ypng it ds = —|K|VAK et [ bx = &|K| d'o :

. 33,
b2h(v7Q) = %b(vaq)

Corollaire :
b,y et by, vérifient uniformément la condition inf sup.
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En effet, en définissant :

q)l . Xh — )-(‘h

®.(v) = %+ 5176
1@:(D)]| < ||¥]]
q)z : X}, — Xh
B 55
Qg(v) = 'Ul + gé'vb
|2(D)]| < ggllﬁll
et :
3> 0: g€ Qu sup “59) 5 Bllgllone,
‘UE h " ”
on obtient :
blh(f)',q) bh(Ql( )3q)
Vg € Qu sup 2L — gup 2BIRD) 5 g g
P Al 1@ @) > Pl
et :
bai(7,9) b(®2(9),9)
Vg € Qp sup —r=— = sup ———— > ﬂ qllo22
ST S TN @@)] - st el

Il nous reste a vérifier la condition inf sup sur as.

Lemme 4.3 :

)
Yu € Xp, Yo € Xp, ap(un,vn) = a(ug,v1) + §a(ub, ) + an(up, v1)

ot u=1u; + up (resp v =v1 + vp) est la décomposition de u (resp v) sur Xn; @ X
et a(u,v) = [ Vu.Vo.

Démonstration :
On a:

ah(ul, ”1) = a(ul, ”1)
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- on le montre de la méme fagon que le lemme 2.1-

5
ah(ub, ub) = §a(ub, v,,)

En effet :
-1 o
ah(bK,bK) = -2—7- Do ka.nds
—1
= — Ab, dV
27 /WK .
-1
= | %
27 x 4 /K Aby d
Or

/ Ab. dV = 2 / A AV, Y A
K K
+ 2 / Ay VALY A
K
+ 2 /K s AVVALY A
- §|K|a
ot 0 = VA.V A, 4+ V2.V A3 + V.V 3. on a donc obtenu :
-1
ah(bK,bK) = ml[(lO’
D’ autre part :
a(bi, bx) = /K Vb . Vbx dV

= - /K Abgbi AV

/K Abbx dV = 2 /K Mbx AV A, VA5
+ 2 / Abx AV A3 ¥\
K

+ 2 /K Asbx dVVALV A,

2!
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ol la derniere égalité vient de :

PRI
(ks + ko + ks + 2)!

/K Ao ykayks _ o) |

On a évidemment ax(u1,bx) = % Jor Buy dV =0.

Lemme 4.4 :
Pour tout v € Xy, et tout u € Xy;, on a:

2
vh 3c e HO

bJ
ol w

] : an(u,v) = C(u,v),

ot o est tel que Yh, VK € Ty, hx < opk, €t (.,.)r est le produit scalaire associé a
la norme ||.||s.

Démonstration :

Onasive Xy et u€ Xpy:

an(u,v) = Z[(f/ —W.ﬁdsv{‘)ﬂ(gx)/ -%K.ﬁ]

wg

= > uk [(i(v(gx) - v,-K)) L , Vbx.it ds]

K i=1

Notons A;, Aj, Ak les trois coordonnées barycentriques de K, on a:

X =

sur ;'

A+ =

sur ;'

NI =N =

d’ ou:

Vbk = MMV + %(Aﬁx,, +MV);) sur 4



98

Utilisant les expressions :

1
/ A; ds =/ Aeds = —|v¢|
7 ' 4

-

Va4 V) = -V

1
Aidpds = —|y¢
[7'"‘ jAk AS 24|7:|

on obtient :
/ Vgt ds = —- / Va7 ds
e 12 Jyp
= 2L, v,
12( )
Or:
(T2 = Ji
“YA)E K

ol /; désigne la longueur du coté de K opposé au nceud z;.
Il reste a remarquer que :

mpk < 4|K|* < mhi
pr <l < hg

et que le pour tout u € X} et tout v € X}, le produit scalaire (u,v), s’écrit :
1
(u,0) = = |uk D_(v(gK) — o)
21 K 1

En utilisant les lemmes 4.2 4.3 4.4, on montre la condition inf-sup sur a :
4
Vu = (15} + up € I{z'h,’v =u + HU(, (S I{lh.
et :

)
a(u1,u1) + §a(ub, up) + an(up, u1)

an(u,v)

v

5
§a(u, u) + C(Ul, ’Ub)h
> C'(u,u)y

ou la dernieére inégalité vient de ’équivalence de la norme continue et de la norme
discréte. Ainsi la méthode de Volumes Eléments Finis P, bulle P; est d’ordre un.



Conclusion

On a montré ici que la méthode des Volumes Eléments Finis pouvait étre une
alternative aux méthodes d’Eléments Finis pour ’approximation numérique des
problémes du Laplacien (resp. de Stokes) sous réserve de la vérification d’une (resp.
de trois) condition(s) inf sup. En ce qui concerne le probléme du Laplacien la
condition inf sup est vérifiée pour les éléments finis P; (conforme ou non) sur des
triangulations générales, et pour 1’élément fini @, pour des maillages structurés.
Pour le probléeme de Stokes, on a montré que les trois conditions inf sup sont satis-
faites pour les éléments Pynonconforme/P, et Pjbulle/ P, pour des triangulations
générales. La vérification des conditions inf sup a été obtenue en comparant les
formes bilinéaires provenant de la méthode de Galerkin avec celles provenant de la
méthode des Volumes Eléments Finis. La vérification des conditions inf sup pour
d’autres choix d’éléments et de volumes de contrdle reste un probleme ouvert.

Par rapport & la méthode de Galerkin, la méthode des Volumes Eléments Finis
présente I’avantage d’étre localement conservative, ce qui I’a rend attrayante pour
la résolution approchée des équations de conservation modélisant les écoulements de
fluides.

La question de savoir s’il existe un ”meilleur choix” de volumes de contréle pour
une équation de conservation et un élément fini donné, n’a pas étée traitée ici.

Il semble donc qu’il y ait dans ’étude des méthodes de Volumes Eléments Finis
matiere a de nombreux travaux.
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RESUME

~ Dans le premier chapitre, on établit les équations modélisant les écoulements
de fluides incompressibles sous forme d'équations de bilan et on présente
brievement les principes des méthodes de Volumes Finis.

Le second chapitre se veut une introduction aux méthodes de Volumes
Eléments Finis. On y décrit la Box Method et on propose une méthode de Volumes
Eléments Finis adaptée aux probléemes de Stokes et de Navier Stokes. Cette
derniére méthode est décrite en détail et on donne des résultats numériques
obtenus sur deux cas test classiques.

Le troisieme chapitre présente une analyse d'erreur de la méthode des
Volumes Eléments Finis pour le probléeme du Laplacien, et des applications en
dimension un, deux ou trois.

Le quatriéme chapitre prolonge les techniques du chapitre trois pour iaire une
analyse d'erreur de Ia méthode des Volumes Eléments Finis pour le ~iohleme de
Stokes.
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