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Résumé.

Ce travail aborde les probléemes généraux liés a la simulation numérique des écoule-
ments océaniques. Dans ce contexte, on désire observer le comportement de méthodes
numériques n’impliquant & priori aucune hypothese limitative sur les échelles spatiales
de la modélisation. Pour cela, on a adapté et développé des techniques de résolution des
équations de Navier Stokes incompressibles par des méthodes de type volume fini.

Dans la premiére partie, nous présentons le principe et les modifications numériques
entreprises sur I’application de cette technique & des maillages discrets structurés (logi-
ciel TRIO-VF). La réponse de ce modele concerne le comportement tridimensionnel, en
présence de rotation constante, d’un écoulement uniforme, homogene ou inhomogene, pas-
sant au dessus d’une topographie sous-marine isolée dans un bassin de moyenne échelle.
Les résultats de différentes configurations paramétriques s’accordent correctement aux
descriptions physiques ou numériques disponibles dans la littérature.

La deuxiéme partie concerne I’extension plus conséquente d’une méthode volume fini
s’appliquant & des maillages non-structurés. Le développement de nouveaux éléments
bidimensionnels permet ainsi de retrouver divers mécanismes barotropes de circulation
océanique horizontale de grande échelle. Par ailleurs, 'introduction d’un schéma de trans-
port non-linéaire de type MUSCL contribue & I’amélioration de la qualité des simulations
et fait I'objet d’une validation concluante sur une solution analytique bidimensionnelle
originale. Enfin, nous discutons des probleémes actuels et des alternatives envisageables
concernant les futures applications tridimensionnelles de ces méthodes de discrétisation
aux simulations d’écoulements océaniques.

Abstract.

This report deals with numerical simulation of oceanic flows. In that context, we
want to observe the behaviour of numerical methods that do not involve any restritive
hypothesis on modelisation’s spatial scales. In order to do this, we have adapted and
developed some resolution’s techniques of Navier Stokes incompressible equations based
on finite volume methods.

The first part of the study present the numerical principle and modifications realized
on this kind of technique and applied on structured meshes. Model’s response concern the
three-dimensional behaviour of homogeneous or inhomogeneous uniform flow, in constant
rotation, over isolated topography in a meso-scale basin. Results of a several sets of nu-
merical simulations correctly fit to physical or other numerical descriptions available in
literature.

The second part deals with more significant extension of a finite volume method applied
on unstructured meshes. Development of new two-dimensional elements leads to some
horizontal homogeneous oceanic circulation’s mechanisms occuring in large scales basins.
Moreover, for transport’s terms, the introduction of a type MUSCL scheme improves the
quality of non-linear phenomena’results. This scheme is also successfully validated with
an original two-dimensional analytic solution. Finally, current problems and conceivable
alternatives relating to prospective three-dimensional applications of these discretisation’s
methods for numerical studies of oceanic flows are discussed.
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Notations.

Echelles caractéristiques:

Echelle verticale de longueur (profondeur de 4 & 5 km).

Echelle horizontale de longueur (de 100 & qq. milliers de km).

Echelle horizontale de vitesse: (U pour la Partie I et U, pour la Partie I, de
lem.s™! 2 0.1 m.s™h).

t.ar  Echelle de temps: o = LJU.

S

Repere:
(0, Z, f, E) Repere lié au bassin, 07 dirigé vers I'Est, Of vers le Nord, 0k du fond
vers la surface.
OM(:K, y,2z)  Vecteur position de la particule M(x,y,z): OM = 27 + yj + k.

Variables et coeflicients dimensionnels:

Lettres alphabétiques :

¢ Chaleur spécifique: ¢, = 4.18 103 watt.s.kg™1.°C~.
Fo Accélération horizontale die au forgage de surface (ms™?): Fy = %
Po
Foo Terme source caractérisant les forces de volume (ms™?).
f Parametre de Coriolis (s71): f = 2Qsin(¢) = fo + Boy.
fo Paramétre de Coriolis au milieu du bassin: fo = 2Qsin(¢o) = 107*s™! pour
$o = 45°N.
g Accélération de la pesanteur: g = 9.81 m.s™%
h Variation de la hauteur du fond en fonction de x et y (m).
hy Hauteur maximale de la topographie (m).
kg Coefficient de frottement de fond (s~1).
N Fréquence de Brunt-Vaisila (s1): N = /-2 22,
pPo 82
P, Pression statique.
P Somme de la pression statique et de sa composante hydrostatique: P = P; +
poﬁ OM .
Rr Rayon de la terre: 6400km.
Svol Terme source dans 1'équation d’énergie (°Cs™'): Syor = po’g’;.

T Température (°C).




NOTATIONS.

Température de référence: Ty = 20°C.

Tper Température perturbée: Tper = T(2,y, 2) — Teouche(2).
T.,T, Fonctions analytiques directionnelles décrivant le type de forcage de surface.

S 2

e

Po
o

Ye

Temps caractéristique lié au frottement de fond (s): ty, = 1/ky,.
Temps (s).

Module de la vitesse imposée a la face Ouest du domaine (Partie I).
Vecteur vitesse de composantes u(x,y,z,t),v(x,y,2,t),w(x,y,z,t) (m.s™1).

Vecteur vitesse horizontale de composantes u(x,y,z,t),v(x,y,z,t) (m.s™1).
Vitesse de Sverdrup caractéristique d*un domaine & n=1 ou 2 cellules, (m.s™1):

nrTTy .
U, = Partie II).
poDpBoL ( )

Lettres grecques :

Diffusivité moléculaire: o = 1.430 10~ "m?.s™! & 20°C.
Hyper-diffusivité sous maille horizontale (m?.s71).
Hyper-diffusivité sous maille verticale (m?.s™1).

Gradient de Coriolis suivant la latitude: 8y = -2-&6%9—(—@)— ~ 2.107 (ms)~! pour
T
do = 45°N.
Coefficient de dilatabilité thermique (°C~1), B; = ——1——?—/}-
Po BT

Viscosité moléculaire: v = 1.004 107 3 20°C.
Hyper-viscosité sous maille horizontale (m?.s71).
Hyper-viscosité sous maille verticale (m?.s71).

s . . , ov 0
Vorticité verticale relative (s™1), se note également ¢: w, = 32 —51-{
T Y
Rotation terrestre: = 7.292 107° rad.s™*.

Latitude.
Latitude au milieu du domaine.

0 0
'6—y— ,H'U—— —)

Fonction de courant: u = — (%%) ,U = (911!—) .

Fonction de transport: Hu = —

Masse volumique .

Masse volumique de référence: po = 1000 kg.m™3.
Module de la tension du vent en surface (dyn.cm~2 ou Newton.m™?).
Vorticité verticale relative (s™1), se note également w,.

Nombres adimensionnels:

N x D

fg x L )
U .

m (Part1e I)

Valeur du parameétre du filtre Asselin (y = 0.1).

Nombre de Burger: B =

Nombre de Rossby: e =

. o Ro\'/
Nombre caractérisant la couche limite visqueuse v, L: 7, = 2 (———) .

Re




NOTATIONS. 11

k
vs  Nombre caractérisant la couche limite de frottement y;L: vy = B———f;——f
0
Vi Nombre caractérisant la couche limite inertielle ;L: v; = Ro'/?.
U
F Nombre de Froude: F = Nhp i
H Hauteur relative de la colonne fluide: H =1— —.
UL
Re  Nombre de Reynolds “turbulent” : Re = P
N? *
Ri  Nombre de Richardson local: R: = .
G2y
0z U
Ro  Nombre de Rossby associé a fp: Ro = 5o x I (Partie II).
0
w Caractérisation de la dynamique liée a la topographie: p = D :; .
€
tesa  Temps adimensionnel: t,4 = t/tc4r.
* Indices indiquant des variables ou des opérateurs adimensionnels.
Opérateurs différentiels: Opérateurs matriciels:
A Produit vectoriel.
®  Produit tensoriel.
V  Opérateur gradient (se note aussi grad). C Matrice du gradient.
V. Opérateur divergence (se note aussi div). B Matrice de divergence.
VA  Opérateur rotationnel, (se note aussi rot). ‘ S
A Opérateur laplacien: A = 6(-{7) A Matrice de dissipation (i.e.
P o ) . diffusion).
Dt Dérivée partielle de f p;r rappgrt at. M Matrice de masse.
—  Dérivée lagrangienne: Df _of +7.vf. L(U) Matrice du transport non-
Dt Dt ot linéaire.
Dy, e : . .
D Dérivée lagrangienne horizontale. E°  Matrice de pression (BM~1C).
Intégrales:

/ dV  Intégrale sur un domaine borné {2..
Qe

ds  Intégrale sur la frontiere 9Q. de Q..

30
faq, Normale unitaire & 0€)., extérieure a Q..
Discrétisation:

7,  Partition discréte du domaine {2, considéré pour le calcul.

K Elément de base de la partition 7.

II  Volume de contréle de masse (pour intégration de la continuité).
w  Volume de controle de quantité de mouvement.

t Indice de temporelle.
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0,5,k

NOTATIONS.

Partie structuree :

Notation indicielle classique des différences finies (localisation spatiale
des variables et volumes de controle) .

Az;, Ay;Az,  Pas d’espace concernant le volume II(¢, j, k) (distance inter-vitesse).
Az?, AyfAz}  Distance inter-pression suivant la direction Oz pour le volume w;(j, 7, k)

(respectivement Oy pour w;(j, J, k) et Oz pour w,(j, 7, k)).

Partie non-structurée :

PO(K), P1(K) Espaces des fonctions polynomes respectivement constantes ou li-

néaires sur un élément K.

mes(K),mes(S) Mesure d’un élément K ou d’une surface S (mes(S) étant une lon-

gueur en 2D).

i,7,k,1  Indices de numérotation des faces variant de 1 & NFA (repérage des inconnues
de vitesses et des volumes de QDM).

T, Mg Indices de numérotation des éléments (n.) variant de 1 & NT ou des sommets
(ns) variant de 1 a NS (repérage des volumes de masse).

n Indice représentant la totalité des inconnues de pression (suivant le type de
discrétisation, n varie de 1 & NT (n = n;), 1 a NS (n = n;) ou 1 & NS+NT
(n = n.+ny)).

@, Fonctions de formes discretes représentant respectivement les inconnues de vi-
tesses et de pression.

z Variable de localisation spatiale (coordonnées d’un nceud).

Si. Surface normale a la face 7, orientée extérieure a ’élément K.

g’s Surface normale a la face ¢ (s’appuyant sur ses sommets), orientée suivant
conventions liées aux éléments ayant la face ¢ en commun.

g}; Surface normale s’appuyant sur les centres de gravité de chaque coté de la face
7, orientée suivant conventions liées aux sommets de cette face (valable en 2D).

Abréviations:
VDF  Volumes Différences Finies, technique de type volumes finis sur un maillage

VEF

structuré.
Volumes Eléments Finis, technique de type volumes finis sur un maillage non-
structuré.
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Introduction.

Ce travail, effectué au Laboratoire de Modélisation Thermohydraulique de Développe-
ment de Logiciels du CEA, a pour objet la simulation numérique d’écoulements de fluides
incompressibles en milieu océanique.

Depuis plusieurs décennies, la modélisation numérique de la dynamique de ’océan
représente un puissant outil de travail. A Porigine, elle a démontré son efficacité pour
étendre, a des situations plus complexes, les modeéles analytiques et les expérimentations
de laboratoire développés pour comprendre les processus physiques mis en jeu. Actuelle-
ment, grace aux augmentations constantes de la puissance de calcul des ordinateurs?! et
du flot de mesures disponibles?, elle peut intervenir, de plus en plus efficacement, dans la
simulation de phénomenes réalistes.

Physiquement, I’étude des mouvements océaniques conserne tous les états dynamiques
possibles de la plupart des fluides incompressibles dits “industriels” ® (milieu non-linéaire,
turbulent, instationnaire, inhomogene, avec prise en compte de géométrie complexe).
Cependant, au niveau des équations du mouvement, les fluides océaniques subissent ’ac-
tion d’un terme supplémentaire représentant ’entrainement du repére considéré par rap-
port a I’axe de rotation de la terre. Ce terme est communément appelé “force de Coriolis”,
il caractérise et conditionne le comportement dynamique des écoulements géophysiques
en général. On parle également de modélisation “en milieu tournant”.

Par ailleurs, il existe en milieu océanique, une large gamme d’échelles spatiales et tem-
porelles. Les mouvements & simuler concernent aussi bien des temps caractéristiques de
Pordre du millier d’années, pour des circulations a 1’échelle du globe terrestre, que de
I'ordre de quelques jours pour des phénomeénes locaux de petites échelles (bassins d’une
dizaine de kilometres).

De plus, la profondeur ne dépasse que rarement les 6000 métres et, globalement, les mou-
vements verticaux restent souvent tres inférieurs a la dynamique horizontale. A grande
et moyenne échelle, I’océan est donc généralement considéré comme une couche mince,
quasi-bidimensionnelle, impliquant une forte anisotropie des mouvements.

1. L’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs concerne aussi bien la rapidité intrinséque
des processeurs et la capacité de leur taille mémoire que les nouvelles méthodes informatiques de calculs
(calculs paralléles ou massivement-paralléles.)

2. Les observations in situ ou satellitaires fournissent de plus en plus d’informations précises, notam-
ment sur la variabilité temporelle et spatiale des forcages dynamiques et thermodynamiques nécessaires
aux simulations (techniques d’assimilation de données).

3. Par “fluides industriels” on considére les écoulements régis mathématiquement par les équations
classiques de Navier Stokes et de transport de scalaires passifs ou & effets gravitaires.
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Au niveau de la formulation des équations, ces contraintes physico-géométriques au-
torisent I’introduction d’hypothéses simplificatrices permettant de décrire ’évolution ins-
tationnaire des mouvements océaniques de grandes ou moyennes échelles. Dans les codes
actuels les plus complexes?, 1’échelle spatiale considérée vérifie correctement ces hypo-
theses. Toutefois, pour tous ces modeéles, la difficulté majeure provient de Iinteraction
entre les différentes échelles et Vefficacité de leur paramétrisation numérique. En effet, de
nombreux mouvements d’échelles spatiales réduites ont des effets sur les écoulements a
plus grandes échelles, notamment au niveau des mélanges advectifs et convectifs ou de
la description fine des écoulements engendrés par les topographies sous-marines et les
contours cotiers.

Ainsi, dans le futur, il apparait intéressant d’utiliser des modeles reposant sur des hy-
pothéses capables de prendre en compte les interactions non-linéaires tridimensionnelles
dans une gamme d’échelles la plus globale possible.

Notre travail d’investigation s’inscrit donc, en partie, dans cette perspective a long
terme. A cet effet, nous avons adapté une technique de résolution des équations tridimen-
sionnelles de Navier Stokes incompressibles, isothermes ou anisothermes, par une méthode
de type “volumes finis”, mise en ceuvre sur des maillages discrets structurés (VDF). Par
ailleurs, nous avons également utilisé un nouveau modele de type volumes finis s’appli-
quant & des éléments discrets non-structurés (VEF). A P'instar des discrétisations de type
éléments finis, cette derniere méthode discréte offre la possibilité de raffiner localement
les maillages.

Ces techniques de volumes finis intégrent les équations de conservation sur un ensemble
discret de volumes jointifs, appelés “volumes de contréle”, recouvrant totalement le do-
maine d’écoulement. La solution est ainsi approchée par ce systeme d’équations écrit sous
forme “conservative” et par une caractérisation de la solution discréte®.

Initialement, les logiciels de calcul, sur lesquels nous nous sommes appuyés, ont été déve-
loppés au CEA et dédiés aux modélisations de la thermohyraulique de fluides industriels,
plutdt confinés et a faibles échelles isotropes.

Aussi, tout en leur conservant leur spécificité, nous avons adapté ces méthodes numé-
riques et expérimenté leur comportement face aux sollicitations physico-numériques dues
au contexte océanique de moyenne et grande échelle. Lors de cette étude de faisabilité
générale, et devant 1’étendue des développements et des possibilités d’application, nous
avons validé ces adaptations sur des cas tests caractéristiques relativement simples et bien
connus, afin de mieux qualifier et comparer la réponse des différents modeles.

Dans le chapitre initial, nous rappelons briévement les équations physiques, les hypo-
theses et formulations numériques caractéristiques utilisées classiquement en modélisation

4. La complexité repose avant tout sur le nombre limité d’hypothéses prises en compte dans les équa-
tions tridimensionnelles du mouvement. Maintenant trés répandues, les formulations aux “équations
primitives” (ou modéles “PE”) permettent, sans contraintes géographiques, de décrire les circulations
océaniques tridimensionnelles en conservant 'influence et ’évolution instationnaire de différents scalaires
(température, sallinité). L’approximation la plus contraignante reste cependant ’hypothese hydrostatique
(cf. chapitre suivant). :

5. Pour le modéle VEF, la représentation discréte des variables s’effectue dans des espaces de types
éléments finis. Par contre, pour le modéle VDF, les différents bilans sont discrétisés par des schémas de
types différences finies. o :
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océanique. Nous indiquons également les spécificités mises en ceuvre dans la formulation
de type volumes finis pour résoudre les équations primitives du mouvement en variables
vitesses, pression et température.

Par la suite, le mémoire est divisé en deux parties correspondant aux développements
et aux tests effectués sur les deux types de discrétisations volumes-finis.

La premiere partie présente le principe discret du modele “Volume Différences Finies”
tridimensionnel (logiciel TRIO-VF). De plus, nous y précisons les modifications physico-
numériques effectuées pour représenter des écoulements océaniques.

La réponse de ce modele structuré concerne le comportement, sur le f-plan, d’un écou-
lement uniforme, homogene ou inhomogene, passant au dessus d’une topographie sous-
marine isolée dans un bassin de moyenne échelle. Les résultats des différentes configura-
tions sont notamment comparés a ceux obtenus par d’autres types de modeles numériques.

La deuxiéme partie décrit tout d’abord les développements plus fondamentaux dont a
nécessité le modele “Volume Eléments Finis” initialement élaboré par Emonot [21]. Nous
y présentons les différentes corrections introduites en dimension deux pour augmenter
P’ordre de la discrétisation de la variable représentant la pression. Ces modifications sont
validées en retrouvant, sur le B-plan et en présence de forcages surfaciques caractéris-
tiques, certains mécanismes élémentaires de circulation océanique de grande échelle.

Par la suite, nous présentons, également en dimension deux, 'implémentation et la vali-
dation d’un schéma d’advection de type MUSCL d’ordre deux.

Enfin, nous discutons de I’extension tridimensionnelle du modéle, des problemes de 1’é1é-
ment de type tétraedrique utilisé et d’une alternative possible & cette description discrete.

La conclusion générale résume enfin les résultats positifs obtenus grace aux développe-
ments entrepris et les limitations actuelles concernant les différents modeles. Par ailleurs,
nous évoquons les principaux développements en cours ou a envisager et les perspectives
qu’ils peuvent offrir & la simulation numérique des écoulements océaniques. Enfin, nous
indiquons les types de tests intéressants pour lesquels la formulation volume fini utilisée
pourrait, dés & présent, apporter une contribution complémentaire a I’étude de certains
mécanismes dynamiques intervenant dans 1'océan.
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Généralités:

les modeéles physico-numériques.

1 Equations de conservation.

La dynamique d’une particule fluide dans un milieu tournant a une vitesse angulaire
() se caractérise par plusieurs équations de conservation:

- L’équation de continuité.
Elle exprime le principe de conservation de la masse dans tout ’écoulement. Sous forme
d’équation aux dérivées partielles, elle s’écrit :

1Dp
v.(U 1

o+ V0= (0.1)
- L’équation de Navier Stokes.
Elle traduit la conservation de la quantité de mouvement. Pour un fluide Newtonien, on
obtient, sous forme vectorielle:

DI le o

i = —;VPS +3—2QAU + V.[u(VU)] + Foa (0.2)
- L’équation de conservation de I’énergie.

Issue du 1€T principe de la thermodynamique, elle peut s’écrire, en fonction de la tempé-
rature, sous la forme:

DT

S = V-(aVT) + Sua (0.3)

Remarque:

L’équation d’évolution de la concentration d’un constituant secondaire (la salinité
par exemple) s’exprime de la méme facon que celle de ’énergie, en remplaga,nt la
diffusivité a par celle de ce nouveau constituant.
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2 Hypotheéses et systemes d’équations classiques.

En modélisation océanique, il existe plusieurs types de formulation basés sur les équa-
tions précédentes. Il n’est pas question ici de détailler de facon exhaustive ces modéles.
Cependant, il peut étre intéressant de montrer que, par un certain nombre d’hypotheses
fondamentales caractéristiques de 1’étude des courants océaniques, on parvient a tel ou
tel systemes d’équations a résoudre.

Nous avons donc choisi de rappeler les spécificités des formulations analytiques dites
“quasi-géostrophiques” (QG) et “auz équations primitives” (PE). Précisons qu’il existe
de nombreuses formulations intermédiaires (semi-géostrophiques, balanced-equations...)
mais les modeles types QG et PE demeurent actuellement parmi les plus classiquement
utilisés pour simuler 1’évolution des mouvements océaniques tridimensionnels.

Par ailleurs, dans cette présentation puis dans la suite de notre travail, nous considere-
rons principalement la restriction de ces formulations & leur composante dite barotrope?,
sachant que ’objectif du travail est essentiellement d’ordre numérique et vise a examiner la
faisablilité des méthodes présentées ultérieurement, pour aborder I’étude de la dynamique
océanique.

2.1 Modéle quasi-géostrophique et ses dérivés.

Nous nous intéressons aux résultats principaux, aux approximations et aux différences
sur lesquels se base le modeéle analytique QG ainsi que le modele Shallow-Water. Pour une
formulation compléte des équations, se reporter a: Pedlosky [49], Dumas [20] ou Branger
[12].

Partant des équations tridimensionnelles de Navier Stokes et de conservation de la
masse, ces modeles utilisent un systeme d’équations bidimensionnelles écrit sous forme
vorticité-fonction de courant ou vorticité-fonction de transport. Pour la suite, nous préci-
sons que les indices * représentent des variables ou des opérateurs adimensionnalisés.

2.1.a Le modéle quasi-géostrophique.

La formulation QG suppose diverses approximations résultant des échelles des phé-
nomenes physiques & modéliser et de la nature des circulations océaniques a étudier. En
effet, en définissant des échelles caractéristiques pour:

la longueur L (de 100 & 1000 km),
la profondeur D (% 4 km),

la vitesse U (de 1 cm/s a 0.1 m/s),
le temps te.r = L/U,

t

i

on a,dme_ttra :

- la profondeur du bassin est “petite” devant sa longueur (D/L < 1). L’océan est
une couche mince & 1’échelle planétaire, c’est I’approximation eau peu profonde. En
effet, on a typiquement D/L de I’ordre 0.04 & 0.004.

1. La composante barotrope concerne ’aspect hydraulique des mouvements océaniques, sans prise en
compte des variations de la masse volumique, notamment par effets thermodynamiques.
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U . .
- le nombre de Rossby € = I est également “petit”. Cette hypothese, fondamentale

pour les modeles de typeg QG, traduit le fait que la vorticité planétaire fy est
supérieure a la vorticité relative U/L créée dans le domaine. Plus simplement, on
dira que l'effet dynamique lié au parametre de Coriolis f est prépondérant sur I’effet
inertiel généré dans le domaine. Pour un domaine situé aux latitudes moyennes
ol fo ~ 107%s™!, € varie classiquement entre 10~2 et 10~*. Signalons que cette
hypothése n’est plus valable dans les zones équatoriales puisque fy tend vers zéro.

- la longueur du bassin L est petite devant le rayon de la terre Rr et ce rapport
est de l'ordre du nombre de Rossby. Cette hypotheése est utile pour introduire I’ap-
proximation du S-plan (linéarisation du parametre de Coriolis: f = fo + SBoy) sur
laquelle nous reviendrons ultérieurement. Elle est correctement vérifiée aux échelles
moyennes mais pour des bassins de grandes échelles ou les structures caractéris-
tiques sont de ’ordre de 1000 km, elle devient discutable (€ vaut typiquement 0.001
alors que L/Rr = 0.155). Cette approximation sur la sphéricité est, cependant,
traditionnellement utilisée dans ce type de modélisation.

En résumant la méthodologie et sans développer les calculs, rappelons les étapes qui
permettent d’obtenir, & partir des équations (0.1) et (0.2) écrites en variables dimen-
sionnelles u, v, w et P, un systéme d’équations simplifiées, généralement adimensionnel,
portant sur la vorticité relative £€* et la fonction de courant ¥*.

a. Utilisation de I’hypothese eau peu profonde et de I'incompressibilité du fluide pour
obtenir un systeme tridimensionnel simplifié (c’est 1’équivalent des équations hy-
drauliques de la formulation PE dont nous reparlerons par la suite). On suppose de
plus que la masse volumique reste constante par couche.

b. Adimensionnalisation des variables du probléme par les grandeurs caractéristiques
U, L, D et ts, pré-définies puis développement des équations en fonction du para-
metre de Rossby € par la méthode des petits parametres.

c. A lordre 0: détermination de ’approximation géostrophique traduisant 1’équilibrage
de la force de Coriolis par le gradient horizontal de pression. D’autre part, dans le
fluide, 1’écoulement horizontal est indépendant de z, et la vitesse verticale d’ordre 0
est nulle. Enfin, la propriété de champ de courant non-divergent permet d’introduire
une fonction de courant ¥*.

d. Avec lordre 1: les développements conduisent & une équation prédictive sur la
vorticité définie sur les vitesses adimensionnelles d’ordre 0. La connaissance de cette
vorticité, moyennant la détermination de la vitesse verticale d’ordre 1, permet de
calculer ¥* par la relation: £* = AjU*.

e. Intégration de I’équation de vorticité sur chaque couche et prise en compte de ces
conditions limites (injonction de vorticité par forcage du vent en surface et diffusion
par frottement au fond) par utilisation de la théorie de la couche d’Ekman. On
détermine ainsi la vitesse w d’ordre 1.
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Ces manipulations conduisent finalement a la formulation quasi-géostrophique qui, dans
la restriction barotrope, peut s’exprimer sous forme adimensionnelle par le systéme bidi-
mensionnel :

D;: * ﬂOL * h(x 3/) 7o * gk
D*t*(é v YT ) pngeDk Pt fL2 & (04)
£ = AL50" (0.5)

avec:
h(z,y): variation de la hauteur du fond en métres.

k : vecteur unitaire vertical.
707" : contrainte du vent, de module 75, appliquée a la surface.
r: parametre adimensionnel caractéristique du frottement de fond.

Extension de la formulation QG.

Si nous nous attardons sur 'influence de la hauteur h, d’éventuelles topographies, une
analyse en ordre de grandeur montre que pour la formulation QG, cette hauteur relative
maximale (hy/D) doit étre de I'ordre du nombre de Rossby, ou tout au moins h;/D < 1.
Cette nouvelle condition peut représenter une contrainte importante car elle implique que
la formulation QG ne peut s’appliquer qu’a des topographies de faible amplitude vis a vis
de la couche de hauteur D considérée. Il est toutefois possible de prendre en compte des
hauteurs plus réalistes.

En effet, on peut améliorer la formulation précédente par I'introduction d’une fonction de
transport ®* a la place de la fonction de courant. Ceci permet de relaxer la forte contrainte
de non-divergence du champ de courant en considérant que ce n’est que le transport HU

h(z

qui est a divergence nulle, avec H = 1— _____’_Ql De fait, I’équation de la masse est vérifiée

pour chaque colonne fluide au cours de son déplacement.
En reprenant l'intégration de ’équation prédictive sur la vorticité, cette extension de la
formulation QG conduit au systéme:

Dy (.. Bol* , LogH To . .y .

D*t*( TV T e pfoDUer TOrT 5 cfo L2 i (06)
" *@‘k

* * h

& = Vi (0.7)

2.1.b Le modeéle Shallow-Water.

Enfin, il est possible d’aborder le probléeme en partant de 'approximation Shallow-
Water. Pour cela, on ne considére que ’hypothése d’eau peu profonde (L > D) et la
dénivellation de la surface libre est supposée négligeable devant la profondeur. Ainsi,
en un point quelconque d’un fluide incompressible et homogeéne en milieu tournant f,
Péquation de conservation de la vorticité potentielle s’écrit, sous forme dimensionnelle:

Dn(€+FY
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On peut exprimer cette formulation de facon analogue aux précédentes en utilisant la
linéarisation du parametre de Coriolis {, les adimensionnalisations et en I'intégrant sur la
tranche d’eau entre les deux couches limites d’Ekman de surface et de fond, comme pour
le modele QG. D’autre part, I'intégration de 1’équation de continuité sur chaque colonne
d’eau permet d’introduire également une fonction de transport ®*. Finalement, le modele
Shallow-Water peut s’écrire, sous forme adimensionnelle, par le systéme:

| «y Bl 1
D (& + 5y~ o = r v
— POP T e > * gk )
D 7] ofoDUH U T —ge T e (09)
Sk ok
£ = V3. A (0.10)

En définitive, la différence entre ces formulations repose sur la qualité de la prise en
compte d’une éventuelle topographie. En effet, I’évaluation des effets instationnaires d’une
topographie ne vérifiant pas forcément ’hypothése hy/D <« 1 sera toujours minimisée

dans le cas quasi-géostrophique par rapport & la formulation Shallow-Water (Branger
[12], Nguyen [46]).

2.1.c Conditions limites.

Le calcul de £* et ®@* ou U* par ces différents systémes, & I'intérieur d’un domaine,
implique la connaissance de ces variables sur toute la frontiére. Nous avons vu comment
les frontieres hautes et basses étaient traitées dans la formulation des modeles. Pour les
frontieres limitant ’espace horizontal du domaine, plusieurs solutions sont possibles.
Ainsi, une condition de glissement a la paroi impose £* = 0, une condition d’adhérence
s’établit en annulant la dérivée normale de ®* ou ¥* 4 la paroi et une condition de Dirichlet
en vitesse se fixe en imposant une constante a3 ®* ou U* sur les parois adjacentes afin de
créer le gradient désiré (valable pour un domaine rectangulaire). Signalons également la
possibilité de prendre en compte des frontiéres ouvertes a ’aide de conditions de radiations
(Verron et Le Provost [56)).

2.1.d Modeles multi-couches.

Notons que ces formulations n’impliquent pas forcément que la densité p soit constante

dans tout ’écoulement. L’étude de la prise en compte d’une stratification est actuellement
souvent utilisée par I'intermédiaire de modeles dits “multi-couches” (Bernier [6], Le Pro-
vost [37]).
Pour cela, on suppose que I'océan est composé de N couches superposées de densité dif-
férente. Les équations de vorticité de chaque couche restent analogues 3 celles présentées
précédemment. Il est toutefois nécessaire de compléter le systéme par des conditions de
continuité de la pression entre les couches et de conservation de la masse & chaque inter-
face. Il faut remarquer, enfin, que le terme représentant la tension du vent n’intervient
que dans la couche supérieure. De méme, 1’effet de la variation éventuelle de la hauteur
du fond ainsi que le terme de dissipation par frottement apparaissent uniquement dans la
couche du fond. " '
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2.2 Modeles aux équations primitives.

Bien que les modeéles QG permettent de réaliser des études paramétriques détaillées
avec des temps de calculs intéressants, il semble que certains processus océaniques ne puis-
sent étre correctement étudiés que dans un contexte général de circulation tridimension-
nelle (suivi de ’écoulement autour des topographies, modélisation des zones équatoriales
ou le nombre de Rossby n’est plus défini, transport de scalaire).

2.2.a Hypothéses.

Comme le nom l'indique, les modéles aux équations primitives traitent “directement”

les équations tridimensionnelles en variables pression-vitesses, afin de prendre en compte
des mouvements allant des plus grandes échelles (échelles de la planete) aux plus petites
(de ordre du millimetre).
En ce qui concerne les hypotheses associées a la formulation, elles sont aussi présentes
mais de maniére moins “fortes” que pour les modeles QG. En effet, généralement ces ap-
proximations sont également utilisées pour les modeles QG en amont des développements
que nous venons de rappeler.

Quoiqu’il en soit, ces hypotheses ont pour but de faciliter 'intégration numérique
en filtrant les mouvements qui influent peu ou pas sur la dynamique & grande échelle.
L’objectif est, quoi qu’il en soit, de reproduire aussi fidelement que possible la réalité
de cette dynamique océanique. Ainsi, la plupart de ces modeles prennent en compte les
diverses approximations suivantes.

L’hypothése hydrostatique.

Elle résulte de ’analyse dimensionnelle des termes de I’équation de quantité de mouve-
ment dans la direction verticale. A partir de ’hypothese “eau peu profonde”, pour laquelle
I’échelle verticale D est supposée tres inférieure a 1’échelle horizontale L, les termes d’ac-

aw —
célération —, d’advection UVw, de diffusion vAw ainsi que la composante verticale de

dt’
. . . 1OF;
la force de Coriolis sont négligés devant le gradient vertical de pression — et la pesan-
p dz

teur. Ainsi, cette équation prédictive pour la vitesse verticale w se réduit a une équation
diagnostique pour la pression:

0P,
dz
Cette hypothese n’est cependant plus valable lorsque les échelles verticales et horizontales

deviennent du méme ordre. En effet, elle ne permet plus, dans ce cas, la représentation
explicite des mouvements verticaux d’advection et de mélange par diffusion turbulente.

+pg=0 (0.11) .

L’hypothése d’incompressibilité. ,

Cette hypothése consiste a ne conserver dans ’équation de continuité (0.1) que le terme
ﬁ(ﬁ ). Pour cela, les différences de densité sont supposées faibles et affectent peu le bilan
de masse d’oui:

1Dp , S
,}5'5{",0 = V.(0)=0 | (0.12)
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L’hypotheése de Boussinesq.

Son utilisation permet de négliger les variations de masse volumique dans les équations
horizontales de quantité de mouvement. On suppose donc que p = pg, valeur moyenne
constante. Cette approximation est notamment valable pour les écoulements océaniques
car la masse volumique n’y varie que de quelques pour cent.

Ces variations sont toutefois conservées selon la verticale dans le terme représentant la
force d’Archimede.

Pour obtenir cette masse volumique variable, différentes mises en ceuvres sont possibles.

- La méthode la plus courante suggere 'utilisation d’une fonction d’état donnant p
de maniére diagnostique en fonction de la température, de la salinité, et méme de la
profondeur (Marti [43], Bryan et Cox [14], Freidrich et Levitus [24], Chartier [17]).

- Une autre méthode consiste a prendre en compte une équation pronostique de bilan
d’énergie interne pour la masse volumique “perturbée”, représentant la variation
faible de p autour de po. Cette équation d’évolution est analogue a celle utilisée
pour la température (Nguyen [46]).

L’hypothése du toit rigide.

Dans un modele de circulation océanique, les ondes externes d’inertie-gravité sont un
facteur limitatif du pas de temps d’intégration, en raison de leur propagation rapide. En
effet, si nous considérons un domaine de 4000 m de profondeur, la vitesse de propagation
¢ de telles ondes, calculées par ¢ = /2gD, donne 280 ms™!. La vitesse caractéristique
des écoulements océaniques est donc au moins mille fois plus lente que celle des ondes
externes d’inertie-gravité. Le pas de temps limite utilisable calculé par la condition de
Courant-Friedrichs-Lewy chuterait du méme facteur.

Aussi, pour filtrer sélectivement ces ondes, la force de rappel gravitationnel est éliminée
en annulant la vitesse verticale du fluide a la surface, soit:

w(z,y,z=0)=0 (0.13)
Vis & vis de cette hypotheése, deux remarques s’imposent :

- Tout d’abord, I’élimination du déplacement de la surface libre par I’approximation

du toit rigide n’est valable que lorsque la dénivellation de cette surface est petite
devant la profondeur caractéristique. Pour un courant océanique, le rapport d’un
pour mille justifie largement ’hypothese. /
Par contre, plus la profondeur prise en compte sera petite, plus I'effet dynamique lié
a la variation de la dénivellation de la surface peut devenir important. Ainsi, dans
les modeles ou l'on s’intéresse a de plus faibles échelles (écoulements cotiers par
exemple), il est nécessaire d’utiliser, & la place du toit rigide, une équation décrivant
la variation et ’évolution de la surface libre et, de fait, d’introduire dans le systéme
cette équation représentant les ondes de gravité (voir par exemple Lynch et Werner
[41], [42] ou Freeman [23]).

- D’autre part, cette hypothese fait apparaitre une nouvelle variable: la pression de
surface qui s’exerce sur le toit. Ne disposant pas d’équation de prédiction pour
cette pression, elle est éliminée au niveau de la formulation PE en décomposant la
résolution en deux parties (parties barotrope et barocline, cf. §2.2.c)
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L’hypothése du g-plan.

Cette approximation sur le calcul du parameétre de Coriolis n’est pas obligatoire dans les
modeles PE, toutefois, elle est utilisée dans un grand nombre d’études paramétriques ou
I’échelle caractéristique L n’est pas trop importante. Elle permet de linéariser f = 2Qsing
suivant la latitude ¢. En effet, en développant, en fonction d’une latitude ¢o, le terme f
en série de Taylor, on obtient:

F = 20{sindo + (¢ — do)cosdo — 0.5(¢ — ¢o)?singo + ...}

Y si L est petit, le parametre f se linéarise en:

En remarquant que (¢ — ¢o) = TR
T T

= fo+ Boy (0.14)

avec:
- y la latitude variable dans le domaine,
- fo = QQSZTL(]S() ~ 107 st si ¢0 = 450N,

_ 20cos¢o

- fo r

~ 2,107 (m.s)~! si o = 45°N.

Nous retrouvons ici I’approximation sur la sphéricité L/ Ry < 1, déja discutée lors de la
présentation de la formulation QG.

De plus, signalons que lorsque le domaine est dit de “méso-échelle” (L = qq. centaines
de km), il est courant de considérer I’hypotheése du f-plan, c’est-a-dire f = fo dans tout
le domaine. On parle alors de “modélisation sur le f-plan”. Ainsi, différents types de
réponses dynamiques, engendrées par la force de Coriolis, peuvent étre séléctionnés en
utilisant ou pas l’effet du gradient de Coriolis f; suivant la latitude.

2.2.b Formulation: systéme d’équations PE.

Compte tenu de certaines de ces différentes approximations, le systeme d’équations
simplifié a discrétiser se compose:

- de deux équations pronostiques de quantité de mouvement en u et v caractérisant
I’écoulement horizontal U, :

1 = - — - - - -
Eon _ _;.vhps — fEATy + V. [p(VOL)] + Fool (0.15)
0

-
- d’une équation de continuité: divU=0, qui servira d’équation diagnostique pour la
vitesse verticale w,

- d’équations pronostiques de transport de type (0.3) pour chaque scalaire (et éven-
tuellement pour p aussi),

- d’une relation diagnostique pour la pression (0.11),
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- d’une équation d’état diagnostique pour la densité p (éventuellement pas d’équation
d’état si p est une variable pronostique).

Le choix des conditions limites est généralement laissé trés ouvert. Outre la condition
de toit rigide (0.13), toutes les combinaisons entre conditions de type Dirichlet (variable
imposée) ou de type Neuman (flux imposé) sont & priori possibles sur les différentes
frontieres.

2.2.c Spécificités de la technique de résolution.

Globalement, a partir de ce systeme d’équations, ces modeles vont tout d’abord ré-

soudre les équations d’évolution temporelle concernant la vitesse horizontale puis celle des
traceurs. De maniere diagnostique, on en déduit ensuite la masse volumique par 'utilisa-
tion de ’équation d’état, la pression dynamique par I’approximation hydrostatique, et la
vitesse verticale par I’équation de continuité.
Cependant, signalons que pour la plupart des modeles PE, il existe une particularité phy-
sique dans la maniere de résoudre le mouvement horizontal. En effet, nous avons vu que
I’hypothese (0.13) du toit rigide fait apparaitre dans les équations, une variable nouvelle,
la pression de surface qui s’exerce sur le toit. Ne disposant pas d’équation de prédic-
tion pour cette pression, elle est éliminée en décomposant la détermination de la vitesse
horizontale totale de chaque pas de temps d’intégration en deux parties:

- une partie ou ’on détermine la valeur moyenne de la vitesse horizontale suivant la
direction verticale, c’est la vitesse barotrope,

- Pautre exprimela différence entre la valeur totale de la vitesse horizontale et la valeur
moyenne précédemment définie, c’est la vitesse barocline. Soulignons que pour cette
partie, cette derniére définition permet effectivement I’élimination de la pression de
surface inconnue.

Pour résumer le principe de résolution découlant de cette décompostition, disons que la
non divergence de ’écoulement barotrope permet d’introduire une fonction de courant ¥
dont dérive cette vitesse. En appliquant ’opérateur rotationnel a I’équation horizontale du
mouvement barotrope, la pression de surface disparait (le rotationel d’un gradient est nul).
En définitive, le calcul du mouvement barotrope consiste en la résolution d’une équation
elliptique (systéme linéaire écrit en ¥, ou en W /Jt suivant les modeles : Delecluse, Madec
et al. [19], Nguyen [46]). Il est ainsi possible, moyennant certaines conditions limites sur
U ou ¥ /0t, de calculer la partie barotrope de la vitesse horizontale.

Enfin, la vitesse horizontale totale est recomposée soit par le calcul explicite de la vitesse
barocline résultant d’une intégration temporelle, soit en intégrant directement, en fonction
du temps, la somme des accélérations de la vitesse barotrope et barocline.

2.3 Hypothéses sur les échelles sous-mailles.
2.3.a Modéliser la turbulence, généralités.

Dans toutes formulations impliquant notamment des termes non- linéaires, il y a né-
cessité de prendre en compte, par 'intermédiaire d’hypotheses de fermeture turbulente,
Pinfluence physique des échelles “sous-mailles” non résolues sur les mouvements de plus
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grandes échelles.

En effet, nous avons vu que les équations de Navier Stokes faisaient intervenir un terme
de diffusion moléculaire v. Ce terme, valable localement en milieu continu, devient né-
gligeable en milieu discret devant les effets des mouvements caractéristiques des échelles
inférieures a la maille élémentaire considérée. Il apparait indispensable de diffuser correc-
tement au niveau sous-maille afin d’éviter toute accumulation d’enstrophie susceptible de
provoquer des instabilités non-physiques. Ainsi, la maniere de paramétrer ces structures
sous-mailles virtuelles est trés importante puisqu’une petite erreur localisée aux petites
échelles peut affecter, par interaction non linéaire, toutes les échelles de la modélisation,
et notamment celles résolues (concept de transfert d’énergie inter-échelles, Lesieur [38]).
Pour aborder d’un point de vue plus théorique ces interactions entre échelles, rappelons
globalement quelques principes de turbulence.

Dans les équations de la dynamique, la prise en compte des structures fines se fait en
décomposant la vitesse U (mais également les scalaires T ou P;) en deux composantes:

- une partie U représentant 1’écoulement moyen résolu par le modele,

- une autre @ caractérisant les fluctuations de U autour de la valeur moyenne U.

L’introduction de cette décomposition statistique dans les équations de la dynamique (Le-
sieur [39]), conduit & I’évaluation de termes de corrélation du second ordre du type (u'd (@)

dans les équations de la dynamique du premier ordre en U (respectivement (7@ (T'@") pour
I’équation de transport d’un scalaire T).

Ainsi, découlant de la moyenne statistique de 1'équation de Navier Stokes (0.2), cette nou-
velle équation est couramment appelée équation de Reynolds. En omettant les notations

représentant 1’écoulement moyen ((7 =U), elle s'écrit :

oU
ot

— —

e e e 4 b 1 b — —p amh — ‘
+ 00+ V(@@) = = VP + 72N T + V.[v(VO)] + Fou (0.16)

Le méme type de formulation peut étre présenté pour ’équation de transport d’un sca-
laire:

%% + 09T + V.08 = ¥.(a¥T) + Son (0.17)

La mise en ceuvre d’une hypothése de fermeture turbulente implique donc la paramétrisa-
tion, ou le calcul plus ou moins explicite, des termes (u'd’) et (T'%'), appelés couramment
tenseurs de Reynolds ou tenseurs sous-maille.

A partir de ces considérations, de nombreuses hypothéses et techniques se sont développées
pour estimer les grandeurs caractéristiques de la turbulence liées & ces moments d’ordre
deux. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces différentes techniques généralement
utilisées en modélisation numérique industrielle (modeles k-e: Grand [26], modeles de
Simulations des Grandes Echelles: Fallon [22]). Précisons simplement que bien souvent,
soit elles reposent sur des concepts de turbulence plus ou moins isotropes limitant leurs
champs d’application, soit leur lourdeur (résolution de 2 & 7 équations de transport sup-
plémentaires) implique des temps d’intégration trés importants. Aussi, nous allons plutot
nous intéresser aux spec1ﬁc:tes des parametnsatzons des échelles sous- maﬂles dans le cadre
des modélisations océaniques.
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2.3.b Paramétrisation de la turbulence en océanographie.

Concernant la modélisation de la circulation océanique, objectif de la paramétrisa-
tion de la turbulence est toujours de dissiper I’enstrophie stockée a ’échelle de la maille
élémentaire afin d’éviter “I’explosion” de la simulation et donc la divergence des calculs.
Une hypothese de fermeture turbulente classiquement adoptée, pas uniquement en océa-
nographie d’ailleurs, conduit a I'utilisation du concept de viscosité-diffusivité turbulente,
par analogie a la viscosité et la diffusivité moléculaire. En effet, cette approximation sup-
pose que les tenseurs de corrélation des fluctuations a petites échelles sont proportionnels
aux gradients des grandeurs moyennes, le coefficient étant assimilé & une viscosité (1) ou
une diffusivité (a;) turbulente sous-maille. On écrit donc:

V.@7) = =Y. (wV0) et V.([TT)=-V. (VT (0.18)

Cette modélisation introduit donc une forme analogue & la dissipation moléculaire mais
avec des coefficients de viscosité et de diffusivité turbulentes sous-mailles artificielles beau-
coup plus importants que les valeurs moléculaires v et a.

De plus, a cause de la différence entre les échelles horizontales et verticales, les lignes
d’iso-densité (isopycnes) sont quasi-horizontales (loin des frontiéres). Ainsi, les gradients
verticaux sont beaucoup plus forts que les gradients horizontaux. Les flux verticaux et
horizontaux sont donc traités de fagon anisotrope. Le flux total est scindé en deux et on
introduit, suivant ces deux directions privilégiées, des coeflicients de viscosité (v, v,) et
diffusivité (as, a,) sous-mailles de valeurs différentes. Quantitativement, 'ordre de gran-
deur entre ces deux valeurs directionnelles donne typiquement v, /v, = (D/L)? = 1.6.10™*
pour L=100 km et D=4 km.

Dés lors, pour les deux équations pronostiques de mouvement horizontal U, traitées dans
les modeles PE, le flux dissipatif turbulent Fr remplace le flux moléculaire V.[v(VT,)] et
prend généralement la forme:

FT(Uh) = 58-2- (Vv%Uh) -+ I/hv,%Uh
La formulation du flux turbulent pour I’équation de transport des scalaires est équiva-
lente, en remplacant vy, v, et U, par an, o, et T. Pour les modeles de type QG, une
viscosité sous-maille v, est également utilisée & la place de v devant I'opérateur de diffu-
sion horizontale Ax¢ (appelée aussi “diffusion latérale”).

Il est bon de souligner que de nombreux modeéles (QG ou PE) font intervenir ce type de
paramétrisation sur des opérateurs du style ﬁi‘” Pour n=1, nous retrouvons le laplacien
Ay, classique et n=2 correspond & un opérateur biharmonique. Pour mémoire, rappelons
que la dissipation est d’autant plus concentrée aux échelles de troncature (échelles de
la maille élémentaire), que n est grand. Cela signifie que 'opérateur bilaplacien est plus
efficace que le laplacien au niveau des échelles dissipatives (Nguyen [46]). En effet, cette
dissipation artificielle ne doit pas étre trop forte pour que son influence sur la dynamique
des échelles physiques résolues soit faible. Néanmoins, pour conserver la stabilité du mo-
dele, il semble que la valeur n=4 soit une limite & ne pas dépasser.

Cependant, pour la modélisation de 'océan, ces modeles d’ordre supérieur peuvent poser
des problemes car la dissipation s’effectue principalement dans la couche de bord ou il
faut pouvoir et savoir traiter correctement les conditions limites mises en jeu.
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Parmi les types de paramétrisation utilisés pour obtenir les coefficients sous-mailles,

historiquement, le plus employé et le plus simple consiste & prendre chaque coefficient
uniforme et constant. Cette modélisation est couramment utilisée par la plupart des mo-
deles QG et par les modeles PE, notamment pour des simulations en milieu barotrope
(coefficient de viscosité verticale v, négligeable et pas de coefficient de viscosité diffusivité
car pas d’équation de transport de scalaire). Certains auteurs, par souci de simplification
informatique, conservent cette paramétrisation en modélisation barocline pour les modeéles
PE (Bryan [13], Chartier [17], Nguyen [46]).

Cependant, en milieu barocline et en raison de la forte stratification de ’océan, il peut

étre judicieux de calculer les coefficients verticaux de viscosité et de diffusivité sous-mailles
en fonction de la stabilité dynamique verticale de ’océan. Ainsi, il existe de nombreuses
formes de parameétrisation de ces coeflicients en fonction notamment de la profondeur
(Weaver et Sarachik [58]) ou du nombre de Richardson local (Pacanowski et Philander
[48]), nombre évaluant le rapport des forces stabilisantes de flottabilité sur les forces des-
tabilisantes de cisaillement vertical.
D’autre part, nous rappelons que le nombre de Prandtl permet de relier les différentes
viscosités et diffusivités turbulentes (Prt = v;/a;). Ce nombre est généralement voisin de
1. Cependant, certains auteurs suggerent une éventuelle variation de cette valeur suivant
celle du nombre de Richardson local (Delecluse et al. [19]).

Signalons enfin que ces coeflicients verticaux peuvent étre le résultat de fermetures
turbulentes, & priori plus efficaces dans la description de phénomenes physiques carac-
téristiques de certaines régions océaniques (comme par exemple les couches de mélange
des régions équatoriales). En effet, ces fermetures utilisent notamment des équations pro-
nostiques pour ’énergie cinétique turbulente ou la longueur de mélange, modélisant le
transport des fluctuations turbulentes des vitesses (Blanke et Delecluse [7], Blumberg et
Mellor [9)).

Quoiqu’il en soit, cette étape de paramétrisation est reconnue comme étant la plus
délicate car ses conséquences sur la dynamique peuvent étre importantes. Par ailleurs,
si certains types de modélisation des coefficients turbulents sous-mailles trouvent leur
justification (par mesures in-situ ou études numériques), leur validité est généralement
soumise a un domaine de variation. Il est donc bien souvent difficile d’ajuster proprement
ces coefficients puisque leur calcul et leur validité reposent généralement sur des consi-
dérations caractérisant la physique d’un domaine ou d’une région océanique particuliére
(parameétres ajustables ou constantes spécifiques).
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3 Hypotheéses retenues et formulations du systéme.

3.1 Hypotheses.

Comme nous ’avons rappelé lors de I'introduction, notre objectif est de tester ’adapta-
tion, & la description d’écoulements océaniques, de la technique de résolution des équations
de Navier Stokes par des méthodes de types Volumes-Finis. De fait, cette technique de
résolution nous impose quelques contraintes quant a la mise en ceuvre de certaines des
hypotheses classiquement admises en modélisation océanographique et décrites précédem-
ment.

Cependant, certaines approximations sont conservées telles quelles, dont :

- incompressibilité (0.12),
- le toit rigide (0.13),
- la modélisation du (B-plan (0.14).

De méme, Uhypothése de Boussinesq est utilisée pour permettre une variation de la den-
sité suivant la direction verticale et conserver, suivant I’horizontale, une densité constante
(pr = po). La variation de p intervient en tant que force de volume dans I’équation verticale
de quantité de mouvement et s’écrit :

ﬁvol = o™ p§ (019)
Po

La masse volumique p variant faiblement autour de pg, nous pouvons exprimer, en pre-
miere approximation, la fonction d’état par une variation linéaire du type:

p=po(l—B(T—To)) (0.20)
avec:
- B la dilatabilité thermique,
- To la température de référence.

Cette approximation peut paraitre grossiere, mais elle est suffisante pour nos études. Ainsi,
la force de flottabilité, représentant le couplage entre 1’équation de la température et la
dynamique de 1’écoulement donne:

Fo =B (T - To)§ (0.21)

Notons que la prise en compte du couplage avec une équation de transport supplémentaire
consiste simplement & rajouter, & la force de volume, la contribution correspondante (par
exemple du type Bs (S — So) § si S est la salinité).

En ce qui concerne la modélisation des échelles sous-mailles, 'hypotheése de viscosité
turbulente est retenue (0.18). De plus, la forte anisotropie des coefficients de dissipation
turbulente induite par le facteur d’échelle entre les directions horizontales et verticales,
nous oblige également a conserver la séparation du traitement des flux diffusifs.




30 GENERALITES: LES MODELES PHYSICO-NUMERIQUES.

Par ailleurs, la dissipation nécessaire & nos calculs pourra éventuellement prendre une
autre forme. Nous avons vu, lors de la présentation des modeles QG bidimensionnels, qu’un
autre type de dissipation que celui dii au terme visqueux pouvait intervenir. En effet, le
terme de frottement de fond induit également une dissipation. Aussi, par analogie aux
formulations QG, nous prendrons en compte, le cas échéant, un processus de dissipation
similaire & une perte de charge. Cette modélisation, utilisée essentiellement lors de la
description d’écoulements bidimensionnels horizontaux (Partie II), peut étre assimilée a
une force de volume supplémentaire et, a ce titre, intégrée dans le terme F.o1. Dans le cas
bidimensionnel horizontal, elle s’écrit sous la forme:

Frror = —ks, U (0.22)
avec:

- ky, le coefficient de frottement de fond (ou de perte de charge).

Enfin, Iapprozimation hydrostatique, bien qu’elle repose sur des bases physiques, n’est
pas applicable pour notre formulation. En effet, nous ne pouvons pas numériquement

e . . w , . . .z . .
éliminer le terme d’inertie — de 1’équation verticale de quantité de mouvement puisqu’il

participe & 1’élaboration d’un systéme en pression, coeur de notre principe de résolution.
Nous préciserons lors des chapitres consacrés aux modeles numériques comment ce systeme
est généré.

De fait, nous prenons l'option de conserver a priori une équation verticale de quantité de
mouvement compléte (inertie, non-linéarité et diffusion) sachant que, suivant les échelles
de la modélisation, certains termes seront vraisemblablement négligeables.

3.2 Formulations.
3.2.a Formulation vectorielle.

Découlant de 'incompressibilité, I’équation de continuité est donc donnée par:

V.0 =0 (0.23)
Nous reformulons 1’équation vectorielle de conservation de la quantité de mouvement (0.2)
en utilisant :
- Papproximation du §-plan,
- la conséquence (0.21) de I’approximation de Boussinesq,
- la modélisation des échelles sous-mailles,

— -3

- Iexpression du terme non linéaire UVU sous la forme V.(U ® U), sous condition de
divergence nulle de la vitesse,

- la pression modifiée P (somme des pressions statiques et hydrostatiques) et le ten-
seur unité 1.
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On obtient alors:

0 o - = 00 o P L o
%—t— + V[U & U — Vv—a—; — uthU + ;—-Id] - —QQ A U + ﬂt(T - T())g -+ Fvol (024)
(¢

De méme, I’équation de I’énergie, sans terme source, s’exprime sous la forme:

or = . = oT -
‘é‘t— -+ V[TU - av?z- - athT] ={ (025)

Le systéme & résoudre, formé de ces trois équations vectorielles en variables U/ , PetT,
peut se ranger dans la catégorie des modeéles aux équations primitives.
Cependant, par rapport aux modeles PE classiquement utilisés et a fortiori vis & vis
des modeles de types QG, nous constatons que notre formulation révéle un “degré de
primitivité” supérieur. En effet, nous allons traiter le mouvement vertical de la méme
maniere que le mouvement horizontal, sans prise en compte “forte” de I’hypothese liée &
la différence entre les échelles (pas d’approximation hydrostatique, juste séparation des
flux diffusifs).
De plus, la résolution de ces mouvements se réalise “simultanément”, par 'intermédiaire
d’un systeme numérique concernant la pression P (cf. chapitres suivants). Contrairement
a la formulation PE, nous n’obtiendrons donc pas la composante verticale de la vitesse
par une équation diagnostique.
Au niveau des conditions limites, les possibilités sont les mémes que pour les modeles PE
classiques.

3.2.b Formulation conservative.

Enfin, nous pouvons également aborder la formulation du systéme précédent sous
forme conservative. Si nous intégrons ces trois équations (0.23), (0.24) et (0.25) sur un
domaine borné continu . de frontiere 9, l'utilisation du théoreme de Gauss? nous
permet de reformuler le systéme en:

Uids=0 (0.26)
80,

—

/ (?—U—) dV = — / ﬁ@[j—-uvég-—uh\:}hﬁ-i——’ifd}ﬁds
3 e Po

ot 0z
+ ]ﬂ [~20 AT + BT — T)g + Foa] dV (0.27)
aT R/ A I
/Q c (52-) v=-[ [TU e athT] 7 ds (0.28)

- 7 est le vecteur normal unitaire & 9., orienté extérieur a .,

2. ou théoréme de la divergence ou plus généralement formule de Green, voir annexe.
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- dV et ds représentent respectivement les mesures des éléments de volume et de
surface (on conservera cette notation méme en 2D ot dV et ds deviennent respecti-
vement des éléments de surface et de longueur).

Cette formulation intégrale du systéme est plus directement orientée vers le principe des
méthodes des Volumes finis puisque les intégrales sur la frontiere 0€), représentent des
flux, introduisant ainsi une notion de bilan sur les éléments de discrétisation du domaine
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chapitre 1.1

Principe et développements
numériques.

Intégrées par le théoreme de Gauss sur un domaine borné Q. quelconque, les équations
continues de conservation (0.26), (0.27) et (0.28) vont étre discrétisées tout d’abord par
une technique numérique de type Volumes Différences Finies (notée également “VDF”).

1.1 Principe numérique, rappels.

1.1.1 Modeéle VDF structuré, le code TRIO-VF.

Précisons tout d’abord la signification de ’appelation “VDF structuré”.
L’aspect “volumes finis” consiste & approcher la solution continue en variables U/ ,PetT
d’un systéeme d’équations aux dérivées partielles par une solution discréte, en se donnant
une partition 7, du domaine {).. On associe, a chaque élément K de 7}, appelé couramment
“volumes de contréle”, des inconnues discrétes. Les différents flux de conservation sont
ainsi évalués sur la frontiere de chaque élément K.
Le terme “structurés” indique que la partition 7, est effectuée par intermédiaire de
volumes parallélépipédiques, dont les faces sont orthogonales aux axes de coordonnées
(rectangulaire en deux dimensions). Dans notre cas, les coordonnées sont cartésiennes. La
représentation discréte tridimensionnelle des variables est indicée classiquement en 1,5,k.
Enfin, les flux aux frontieres des volumes de contrdle s’expriment par des développements
de Taylor tronqués, de maniére similaire aux descriptions de type “différences finies”.
Pour certains opérateurs, la représentation discréte VDF reste équivalente a celle des
différences finies. Cependant, grace & I'intégration sous forme de bilan, la méthode VDF
offre la possibilité d’utiliser une notion de “porosité” surfacique et volumique permettant
la prise en compte de volumes et de surfaces d’échange partiellement obstrués.
Cette technique VDF est mise en ceuvre dans le logiciel de calcul thermohydraulique
tridimensionnel monophasique TRIO-VF, développé au CEA (Barthel et Villand [5]).
Nous avons donc utilisé et adapté cet outil afin de décrire des écoulements océaniques.

1.1.2 Représentation et distribution spatiale.

Le modele VDF se caractérise tout d’abord par son type de distribution spatiale des
variables discretes sur un élément K de 7. En effet, toutes ces variables discrétes ne
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sont pas évaluées au méme point, nous utilisons la technique du maillage entrelacé ou il
apparait différentes partitions du domaine. La figure 1.1.1 permet de localiser, pour une
cellule K (1,7, k) donnée, ces volumes de contréle et la position des variables discretes. Vis
3 vis de ces variables et des équations de conservation associées, deux types de volumes
entrelacés sont considérés:

- les variables scalaires (pression Pjjx, température Tjjk...) sont évaluées au centre A
du volume de contrdle II(z, 7, k), équivalent au volume K (¢, j, k), servant a I’évalua-
tion des bilans de masse (0.26) et des équations de transport (0.28),

- les composantes u;jk, vijk, €t w;jx de la vitesse ﬁijk sont estimées sur les faces du vo-
lume I1(z, j, k), au centre respectif Ai, Aj, et Ak de leur volume de contréle w;(z, 7, k),
w;(1,7,k) et wi(7,7, k). Sur ces volumes entrelacés, on effectue donc les bilans des
projections suivant les axes O, O, et O, de ’équation de quantité de mouvement

(0.27).
z } (VNS
}/’
0 Yaar
T ik 7 TCGik
: el 7 = Kiiii = K,
u A Vijrix : ‘ :

AX ﬁ%d\ - EVYIREY

Fic. 1.1.1 - Position des variables discrétes associées au volume de masse K(1,7,k),
localisation des volumes de QDM entrelacés w;(2, 4, k), w;(z,7,k) et wi(z, 4, k).

Notons que ce type de grille, appelé couramment “grille C”, correspond a la distribution
des variables de calcul pour la méthode aux différences finies utilisée classiquement par
les modeles PE en simulation océanique. A cet égard, citons le modele OPA (Delecluse,
Madec et al.[19]) qui se sert d’un type de grille tridimensionnelle entrelacée similaire.
D’autres modéles conservent horizontalement cette grille mais paramétrisent la direction
verticale avec d’autres types de coordonnées (modéle SPEM, Nguyen [46]: coordonnées
o avec discrétisation semi-spectrale, modele MICOM, Bleck et Boudra [8]: coordonnées
isopycnales).

Quoiqu'il en soit, tous les auteurs s’accordent & dire que la grille C, & condition que la
résolution discréte soit suffisante, offre une bonne précision numérique, notamment concer-
nant la propagation des ondes planétaires basses- frequences (Chartler {17]), phenomene
susceptible de nous intéresser également.
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1.1.3 Technique de résolution des équations.

La seconde caractéristique du modele concerne le type de solveur du systéme d’équa-
tions. Cette technique n’est pas spécifique au type de discrétisation utilisée et elle est
relativement courante dans les modéles volumes finis incompressibles.

Le principe de résolution est dérivé de la méthode SOLA développée initialement par Hirt,
Nichols et Romero [28]. Schématiquement, et sans spécifier la discrétisation, la démarche
consiste a écrire de maniere “implicite” le gradient de pression dans les trois équations
de quantité de mouvement (0.27) projetées. De méme, I’équation de continuité (0.26) est
également décrite implicitement.

En combinant quantité de mouvement et continuité, les vitesses inconnues au temps ¢ + 1
issues d’un schéma d’avance temporelle sont éliminées. On obtient un systéme linéaire
relatif a la pression, dont les coefficients de la matrice sont uniquement liés & la géométrie
des éléments K et dont le second membre est notamment constitué des différents flux
et autres forces de volumes évalués explicitement sur les frontiéres ou & l'intérieur des
volumes w;, w; et wy.

Remarques:

- L’obtention de ce systéme linéaire en pression peut également étre décrite par une
autre approche. Il est possible de parler de cette technique comme étant un schéma
de projection de 'accélération, indépendant de 'opérateur choisi pour la discrétisa-
tion temporelle (Emonot [21}).

En effet, la combinaison évoquée précédemment, consiste en fait & appliquer ’opé-
rateur discret divergence a I’équation (0.27). Par ce shéma de résolution, la pression
est mathématiquement appelée: le multiplicateur de Lagrange de la contrainte d la
divergence nulle de la vitesse. Autrement dit, pour conserver la masse, ce systeme
impose a la pression d’intégrer, par son gradient, toute variation de la dérivée tem-
porelle de la vitesse U /0t ne vérifiant pas V.(QU/dt) = 0. Cette variation est
assurée, a chaque pas de temps, par ’évaluation explicite des flux et des forces de
volumes dans I’équation de quantité de mouvement (0.27).

Une description plus formelle de ce schéma général de résolution figure dans ’annexe

A.

- En conséquence, la pression n’a plus forcément le sens physique habituel. Ce réle
particulier permettra de comprendre ’effet et les contraintes de la force de Coriolis
sur la pression et son gradient, puisque justement, la prise en compte de Coriolis
dans les équations du mouvement n’est pas a divergence nulle.

- Enfin, dans ce type de résolution, la connaissance de la pression de surface au dessus
du toit rigide n’est pas nécessaire & la mise en ceuvre du systéme linéaire et & son
inversion.
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1.2 Schémas et modifications numeériques.

Nous n’allons pas décrire le détail du codage discret de I'intégration des équations
tridimensionnelles de conservation sur leur volume de contrdle respectif, ceci étant dispo-
nible dans la référence [5]. Par contre nous allons présenter les modifications numériques
implantées dans le code initial et nécessaires a la représentation d’écoulements océaniques.
D’autre part, nous préciserons les schémas discrets des opérateurs mis en ceuvre pour le
calcul des différents flux dans les équations de quantité de mouvement, mais, par souci de
simplification, principalement dans un cas bidimensionnel horizontal (cf. figure 1.1.2) et
sans ’utilisation de porosité. La généralisation au cas tridimensionnel ou au calcul des flux
dans I’équation de transport de la température s’appuie sur le méme type de démarche
discréte et ne pose donc pas de difficulté supplémentaire.

j+1
Nord
Ui-1j
—
Est
]
. )
o
J j-
1-1

i i+l
Fig.1.1.2 - Localisation des variables discrétes sur un plan horizontal.

1.2.1 Extensions physiques: force de Coriolis.

Apres projection du terme / —20 AUdV suivant les trois directions du repere ter-
w

restre en rotation, nous conservons uniquement les composantes de la force de Coriolis
intervenant dans les équations horizontales de quantité de mouvement (0.27)," sous la
forme:

Ou . .
/wi _a_t-dv = /wi fodV+ .. /;?w; (advec.,dif f., pression)ds

dv

. —a—ZdV = M-{— ij (advec.,dif f., pression)ds

1. La composante verticale de la force de Coriolis peut étre dynamiquement négligée vis a vis de la
pesanteur g et horizontalement, la contribution dépendant de la vitesse verticale est également éliminée.
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ot f est calculé par ’approximation du B-plan (0.14): f = fo+ foy. Discretement, f; est
évalué au centre des différents volumes de controle de masse K(j) (au niveau des nceuds
de pression).

En tenant compte du maillage entrelacé, les valeurs discretes, utilisées pour exprimer
u sur un volume w; et v sur un w;, sont déterminées explicitement par une moyenne des
contributions des quatres composantes u entourant v (respectivement v entourant u).
A partir de la figure 1.1.2, la discrétisation de ces contributions pour une position i,
s’écrit :

/ y FodV = fj(vi——1j+1 + vij+41t + v + ’Ui-1j> y ij(A$i +2A$i-—1) (L1.1)
Wity

_  BoAy; (“ij + Uig1j + Uij-1 + ui+1j—1) (Ay; + Ayj-1)
/wj(z_d) —fudV = (fj - ; x Az ;

1.2.2 Schémas temporels.

En modélisation d’écoulements géophysiques, les schémas d’avance temporelle d’ordre

un, comme le schéma d’Euler (ou Forward) utilisé classiquement dans TRIO-VF, sont
généralement écartés a cause de leur faible précision et de leur mauvaise stabilité numé-
rique vis a vis de la force de Coriolis. Méme un schéma d’ordre deux comme celui de
Runge-Kutta, également disponible dans la version standard de TRIO-VF, a montré son
insuffisante stabilité, dans ce type de modélisation, pour des intégrations & long terme
(Sanchez [52]).
En raison de leurs grands nombres (Young [59]), la liste des schémas d’avance temporelle
susceptibles d’étre implantés dans TRIO-VF ne saurait étre close. Quoiqu’il en soit, nous
avons voulu tester un type de méthode explicite couramment utilisé en modélisation nu-
mérique océanique et relativement simple a mettre en ceuvre dans TRIO-VF. Ainsi, nous
avons implanté, dans le code initial, le schéma d’avance temporelle “leap-frog”.

1.2.2.a Le schéma leap-frog.
L’équation a intégrer peut se ramener a la simple équation différentielle partielle du
type:
P
BZQ(m,t) = F(0) (1.1.2)

ou O est dans notre cas soit u, v, w ou méme T, et t désigne le temps.
Pour la résoudre, le schéma leap-frog se présente de la maniere suivante:

0! — @1 = 2At x F(OY) (1.1.3)

C’est un schéma explicite, d’ordre deux et a trois niveaux? Il est conditionnellement
stable, il doit respecter le critére de Courant-Freidrich-Lewy (CFL) et sa mise en ceuvre
informatique est relativement simple.

Néanmoins, il existe un inconvénient génant a son utilisation, c’est ’apparition d’un mode

2. calcul du niveau temporel discret (t + 1 =t + At) & partir des niveaux (t) et (t — 1 =1 — At)
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numérique stable. Il a méme été remarqué (Arakawa et Lamb [2]) que I'application du
schéma leap-frog & un probléme non-linéaire avait tendance a amplifier ce mode numé-
rique. Ce probléme semble étre imputable & la discrétisation méme du schéma qui condui-
rait & une divergence de la solution en deux modes totalement séparés (pair et impair). Il
est donc nécessaire d’éliminer ce mode numérique d’une maniére peu cotiteuse informa-
tiquement, tout en déformant le moins possible le mode physique (solution approchée de
la solution vraie cherchée).

1.2.2.b Eliminations du mode numérique.

Il existe plusieurs solutions pour supprimer ce mode numérique.
Tout d’abord, il est possible de recoller les deux modes en appliquant périodiquement
un schéma convenable, par exemple un schéma a deux niveaux comme le schéma d’Euler
(Bryan [13]) du type:

O — O = At x F(0") (L.1.4)

Des comparaisons ont été faites par Nguyen [46], avec une autre variante du leap-frog, le
schéma leap-frog trapézoidal. C’est un schéma a trois niveaux de type prédicteur-correcteur
dont le principe est le suivant:

0" — 0! = 2Atx F(OY)
O+ — 0! = Atx (0.5 x F(0')+0.5 x F(0")) (1.1.5)

Il est conditionnellement stable et il fournit un amortissement efficace des erreurs nu-
mériques. Les comparaisons indiquent notamment que 'utilisation du schéma leap-frog
trapézoidal seul conduit & une meilleure rentabilité en terme de “temps de calcul/ temps
physique” que l'utilisation du schéma leap-frog classique avec insertion périodique d’un
pas de leap-frog trapézoidal.

Enfin, Iapplication & chaque pas de temps d’un filtre temporel (Delecluse et al. [19]), as-
socié au schéma leap-frog, donne une procédure qui amortit correctement les fréquences
parasites introduites par le schéma leap-frog. Cependant, I'utilisation du filtre dégrade la
précision du schéma du deuxiéme au premier ordre. Ce filtre temporel de type Robert-
Asselin (Asselin [3]) est défini par:

Ol =0 +yx (072 - 20" + o) (1.1.6)

avec 7, le paramétre du filtre (en général, 0.01 < 4 < 0.1). Le schéma leap-frog associé
peut alors s’écrire:

0! — O = 2At x F(©Y) (LL.7)

1.2.2.c Choix adopté.

Concernant la description hydraulique, nous avons décidé, apreés différents essais, d’uti-
liser le filtre Asselin, associé au schéma leap-frog. Il nécessite le stockage informatique
supplémentaire d'un seul nouveau champ de variables (©*!). Il en est de méme pour
I'implémentation de la procédure liée au filtre Asselin (champ ©%~2 & stocker). De plus,
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dans sa maniere de recoller les deux modes numériques, ’application du filtre temporel &
chaque pas de temps reste une procédure relativement réguliere et continue. En effet, vis
a vis de notre type de résolution, chaque insertion périodique d’un pas de temps d’Eu-
ler s’accompagnait d’un léger choc sur 1’évolution temporelle des variables. D’autre part,
I'implémentation du schéma leap-frog trapézoidal demeure, vis & vis de notre technique
d’inversion du systéme en pression, beaucoup moins évidente et sa mise en ceuvre néces-
site deux foix le calcul de la fonction F (estimation et correction) dont le coiit calcul peut
s’avérer relativement cher.

Pour ’équation de transport de la température, nous conservons le schéma d’avance tem-
porelle d’Euler du premier ordre.

1.2.3 Schéma de diffusion.

Rappelons que nous avons choisi de modéliser la turbulence anisotrope océanique par
des coefficients de viscosité et de diffusivité constants et uniformes sur un opérateur de
type laplacien. Sur chaque volume de quantité de mouvement pour les vitesses ou de
masse pour les scalaires, I'évaluation du flux associé & cette modélisation se raméne 3 la
discrétisation explicite d’un gradient sur chaque face des volumes de contrdle respectifs
(équation 0.27) par un schéma de type différence finie. Le flux diffusif total concernant
chaque variable est ainsi constitué de la somme des différents flux discrétisés sur les faces
de son volume de contréle.,

Pour illustrer cette discrétisation dans notre cas structuré, réexprimons le flux diffusif lié
a la premiere composante u de la vitesse U sur son volume de contrdle bidimensionnel w.
Nous avons donc a discrétiser:

0%y 0%u Ju Ju
/wz/h (—53—05 + 537) dV = -/z‘;w v (éznx -+ —azny) ds

avec n; et ny les composantes du vecteur normal et unitaire, orientées vers ’extérieur de
w. Dans notre cas structuré, nous aurons toujours n, = 1 sur les faces est et -1 sur les
faces ouest, ny = 1 sur les faces nord et -1 sur les faces sud.

Nous considérons, par exemple, ’expression du flux discret concernant la variable u;; sur
son volume w;(7, 7). Par rapport a la figure 1.1.2, la contribution discréte de chaque flux
diffusif directionnel F D*(u;;) suivant x et F D¥(u;;) suivant y s’exprime donc par:

o Uitlj = Uij Uij = Ui-15
n X (D) = (M) - (b)),

Bwi(i,3)
: WUsiaq — Uis Uis — Ui A$'+A$'_1
FD¥(u;; — 1 ij _ ij ij—1 i i
w2 ) = n((Gases) - (i)

En tenant compte de la division par le volume total issu de la discrétisation temporelle,
on remarque que cette intégration de type volume fini est équivalente & la discrétisation
centrée classique de type différence finie de ’opérateur laplacien (sur trois points).
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1.2.4 Schémas de convection et d’advection.

Les flux non linéaires de convection ou d’advection, a discrétiser explicitement sur les
faces d’un volume de contrdle peuvent s’exprimer de maniére générique sous la forme:

FC(SOte) = /é?w [(Uta-ﬂote)-naz + (vta-SDte)-ny + (wta"fote)-nz]ds

1e Teprésente soit u, v, w ou T et définit la propriété transportée sur les différentes faces
de leur volume par les vitesses transportantes usa, vio €t Wi, normales a ces faces.
L’évaluation discréte des vitesses transportantes ne pose en général pas de probleme. Dans
le cas du flux concernant la température, ces vitesses sont connues par construction des
volumes de contrdle. Pour les flux de quantité de mouvement, elles sont obtenues par
moyenne des deux vitesses entourant la face considérée.
Par contre la détermination de ¢y, par une simple interpolation linéaire centrée conduit
3 des oscillations numériques non acceptables rendant ce type de schéma trés instable.
Une solution consiste 3 utiliser une interpolation décentrée. La valeur de (s est choisie
en amont, d’aprés le signe de la vitesse transportante a la face.
Suivant ce principe, TRIO-VF dispose d’un schéma du premier ordre (upwind). Considé-
rons plus particulierement, & titre d’illustration, le flux concernant la vitesse discrete u;;
sur la face est du volume w;(s, ;) (figure 1.1.2). Les approximations discretes de u;, et de
e sur cette face s’exprimeront par:

oot Usij si uf:t = M >0

o5t (uig) = . wi; +otis; (11.8)
Uiyl 81 Uy = ———5—‘ <0

Ce type de schéma est cependant & proscrire pour des écoulements ou les non-linéarités
sont prépondérantes car il introduit une dissipation numérique non négligeable. Cette
viscosité numérique peut dans certains cas engendrer une diffusion perturbant le transport
ou le développement de structures tourbillonnaires.

Aussi, il est possible d’utiliser dans TRIO-VF un schéma convectif et advectif d’ordre
supérieur : le schéma QUICK . Ce schéma du troisiéme ordre (Léonard [34]) consiste en
une interpolation quadratique sur trois points (2 en amont et 1 en aval) de la variable
transportée . Des problémes d’oscillations numériques potentielles sont éliminés par
'utilisation de filtres (Sharp pour 'hydraulique et Fram pour les scalaires). Des précisions
sont apportées en annexe mais la référence [31] présente en détail la mise en ceuvre de ce
type de schéma pour le logiciel TRIO-VF.

1.2.5 Conditions limites.

1.2.5.a Condition de frontiére ouverte.

Position du probléme.

Pour retrouver certains phénomenes dynamiques de faible échelle spatiale, il est néces-
saire de mettre en oeuvre des domaines de simulations ol les limites sont totalement ou
partiellement des frontieres fluides. Ainsi, pour ’étude du comportement du champ tour-
billonnaire en présence de diverses excitations ou forcages, la présence de phénomenes
advectifs impose ’application de conditions de sortie libre adéquates.




1.2. SCHEMAS ET MODIFICATIONS NUMERIQUES. 43

Une de nos applications a mis en évidence la nécessité d’une prise en compte plus fine de
la sortie libre du domaine. En effet, les premieres modélisations utilisaient des conditions
de type Neuman en pression, ou de type Dirichlet, soit sur la pression, soit sur la vitesse.
Elles ont montré la création et 'amplification de fortes instabilités sur la frontiere (réen-
trée de fluide importante), conduisant méme a la divergence du calcul.Une condition de
type périodique pourrait étre une alternative, mais elle ne permet pas 'intégration a long
terme (recirculation des structures advectées en entrée).

Constatant ’existence d’une interaction et d’un couplage importants entre la dynamique
locale, notamment aux frontiéres, et la circulation générale dans le domaine, il parait
indispensable d’'implémenter dans le code une condition limite de sortie libre s’adaptant
a la prise en compte de la force de Coriolis et garantissant une advection correcte des
structures, sans perturbation de la dynamique générale interne au domaine.

Condition de radiation, formulation d’Orlanski.

Un grand nombre d’auteurs se sont penchés sur ces problemes. Mais globalement, les types
de conditions aux frontiéres les plus classiques ayant donné les meilleurs résultats sont soit
des formules d’extrapolations, soit I'utilisation de conditions de radiation de Sommerfeld.
Des études comparatives, entreprises notamment par Miller et Thorpe [45] et Chapman
[16], tendent & montrer la supériorité des conditions de radiation au niveau précision.
Verron et Le Provost [56] ont utilisé avec succés une adaptation de cette condition de
radiation lors de calculs d’écoulements océaniques barotropes dans un modele QG. De
méme, Verron [57] a obtenu des résultats trés corrects en la réutilisant dans un modele
océanique QG bi-couche (prise en compte des effets baroclines). Enfin, Nguyen [46] I’a
également adaptée dans un modele océanique PE barotrope et barocline.

La condition de radiation de Sommerfeld est la base de la formulation utilisée pour évaluer
des variables sur une frontiere. Elle stipule que la variation de toute variable © sur une
frontiére peut s’exprimer sous la forme d’une équation d’onde de type:

00 o 00
ERR
La direction n représente la direction perpendiculaire a la frontiére au point considéré et
Co, la vitesse de phase, est une vitesse de propagation.
Pour évaluer ces variables & la frontiére, Orlanski [47] a proposé une dicrétisation de cette
équation spatio-temporelle selon des schémas explicites d’ordre 2.

0 (1.1.9)

]n_>

F-2 F-1 F Frontiere ouverte

Fic. 1.1.3 -

En se basant sur les notations et orientation de la frontiére de la figure 1.1.3, la discré-

/
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tisation de ’équation 1.1.9 donne donc:

oy — oy
2At

O + 0% - 204%_,

+Co 2A«zx

=0 (1.1.10)

La détermination de la vitesse de phase Co permettra de calculer la valeur limite OF
recherchée au temps ¢ + 1. Pour cela, on applique & nouveau cette formulation discrétisée
au point F' — 1 précédent de la frontiere et au temps ¢ —1:

Of_ — OF%
2At

Ok, + OF% — 205,

+Co 2Azx

=0 (1.1.11)

En supposant que la vitesse de propagation soit constante entre les points F'— 1 et F,
nous obtenons une vitesse adimensionnelle de la forme:

At 02 — 0}
Vo = Co— = F-l  ZFol 1.1.12
o=Co . = 5L + 052 — 205, (1.1.12)
La substitution de Vg dans 1.1.11 détermine @t;-'l, soit :
1—Vo o, 2Ve
Qi = TV oL + R eL_, (1.1.13)

L’expression de ©%F! est non-linéaire et fait intervenir 3 niveaux temporels sur 2 pas
d’espace.

Pour assurer la stabilité numérique, la vitesse de propagation Cg doit étre inférieure au
CFL (Az/At), de fait, théoriquement Vo < 1. En pratique, si Vo > 1, on prend Vg = 1,
ce qui correspond & la plus grande vitesse numérique possible. Cette condition impose:

0! = 0L, (1.1.14)

De méme, la valeur Vo < 0 indiquera que P’écoulement est rentrant ou plutét qu’une
perturbation sort du domaine. On choisira alors, pour valeur limite, Vo = 0. Il vient
donc:

oW = oi! (L.1.15)

Cette derniere condition montre que la frontieére conserve une “mémoire” de 1’évolution
des conditions initiales, évolution engendrée par le passage d’éventuelles perturbations.
Néanmoins, ce cas limite ot Vo = 0 peut étre source d’instabilités. En effet, les études
menées par Verron [57] sur un modéle QG & 2 couches ont montré qu’il était préférable

d’extrapoler la variable @4 sous la forme:

oL = 2057, — 0%, (LL.16)

Cette évaluation lui a permis d’éviter le maintien d’éventuelles erreurs numériques sur
Ol notament dans le cas ol la perturbation se déplace tangentiellement & la frontiere.
F
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Mise en oeuvre pour TRIO-VF.

L’application de cette condition de frontiere ouverte ne dispose d’aucune théorie, tant au
niveau du modele numérique que du type de maillage mis en oeuvre. De plus, I’évolution
aux frontieres des variables concernées dépend fortement de la dynamique du probléme
étudié. Nguyen a adapté cette formulation sur un maillage entrelacé de type C. Ainsi,
bien que les méthodes numériques de résolution soient assez différentes, ’adaptation pour
TRIO-VF est envisageable.

Les variables © que l'on peut déterminer aux frontiéres considérées sont, dans notre cas:
la pression, la température et les vitesses u, v, w. Comme ’a souligné Nguyen, en raison du
maillage entrelacé, la vitesse de propagation Vg est déterminée de maniére indépendante
pour chaque variable. Pour une frontiere, cela nécessite le stockage de chaque valeur sur
trois pas d’espaces, aux instants ¢, ¢t — 1, et t — 2. Connaissant toutes ces valeurs discretes
perpendiculaires a la frontiere, il suffit d’appliquer la formulation d’Orlanski en chaque
point de cette frontiere afin d’extrapoler la variable considérée.

Le probleme est de définir, en fonction du calcul des différents flux a la frontiere et vis
a vis du maillage entrelacé, la localisation des variables & évaluer ou a réévaluer par Or-
lanski. Cette localisation est illustrée sur la figure 1.1.4 dans le cas ou la frontiére ouverte
est définie sur le bord est du domaine.

Frontiere ouverte est

®T), uy

"

Fic. I.1.4 -  Localisation des variables pour le maillage entrelacé VDF au niveau de la
frontiére est.

La formulation d’Orlanski est appliquée aux variables de la frontiére en début de boucle
temporelle. Les vitesses e, Vest sont ainsi extrapolées afin de fournir des conditions de
Dirichlet au calcul des différents flux de quantité de mouvement concernant les variables
internes (u_1, v_1). Le scalaire T,y joue le méme réle, pour les flux diffusifs et advectifs
concernant la face est du volume de controle affecté & la variable T".

Nous pourrions nous arréter ici puisque ces vitesses permettent de fermer le systeme.
En pratique, nous avons observé, dans cette configuration, des instabilités. En effet, la
vitesse ues; évaluée par Orlanski n’est pas forcément & divergence nulle sur toute la face
est. Aussi, nous avons redéterminé la valeur de u.,; dans I’équation de Navier Stokes par
l'intermédiaire du systéme en pression. Pour cela, la pression P.,; est également extrapolée
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par la formulation d’Orlanski et permet d’évaluer explicitement une partie du gradient de
pression dans le second membre affecté a la vitesse ues:

uf P (ugl P
2At Az

L1 .
5AL " Az + Fluz(dif f, conv)) (1.1.17)

Ainsi, la contrainte de divergence nulle concernant u.s est prise en compte par la dé-
termination de P_; lors de l'inversion du systéme linéaire en pression. Cette double sé-
quence d’évaluation de ue,; par Orlanski pour obtenir une condition de Dirichlet, puis de
correction de u.,; par ’équation de Navier Stokes peut paraitre redondante mais cette
configuration nous donne, dans la pratique, les meilleurs résultats.

Quoiqu’il en soit, cette description d’une frontiére ouverte semble conserver certaines li-
mites. En effet, lorsque l'intensité des structures a évacuer augmente, Nguyen a montré,
pour son modele PE, que cette condition limite, caractérisant la propagation d’une onde
progressive, n’était plus forcément capable de représenter correctement le phénomene.
Aussi, I'utilisation d’une “couche tampon”, dans laquelle on dissipe numériquement les
structures, peut permettre une évacuation sans perturbation parasite. Lors de nos essais,
la frontiére ouverte a correctement joué son role, sans intervention d’une dissipation nu-
mérique supplémentaire. Cependant, son application & une gamme différente d’intensité
tourbillonnaire et de propagation d’ondes reste a tester.

1.2.5.b Conditions limites classiques et initialisation.

Conditions limites.

Un grand nombre de conditions limites classiques sont envisageables dans TRIO-VF (glis-
sement, non glissement, vitesses, pression ou gradient de pression imposés, flux de chaleur
diffusif ou convectif imposé, paroi adiabatique...). En océanographie, certaines conditions
aux limites sont plus spécifiquement définies et utilisées.

Flux 3 la surface: la condition de toit rigide impose w = 0 a la surface, et dans le cadre
de forcage par un flux de quantité de mouvement dii & une tension de vent 7(z,y,t), on
injecte ce flux donné sous la forme d’un flux explicite di & la viscosité turbulente verticale
s’effectuant & travers la face haute des volumes de controle des variables u et v définis
sous la surface. Cette condition non standard pour TRIO-VF nécessite une procédure
spécifique. Par contre, la prise en compte d’un flux de chaleur diffusif imposé en surface
est possible.

Glissement sans frottement : appliquée a une frontiére, cette condition impose a la com-
posante normale de la vitesse d’étre nulle. De plus, les frottements tangentiels a la paroi
sont également imposés nuls. Pour réaliser la condition de toit rigide, on peut imposer ce
type de condition.

Non glissement : la composante normale de la vitesse est également nulle et la vitesse
tangentielle permet de calculer le cisaillement a la paroi. On calcule donc un flux diffusif
fonction de la vitesse tangentielle, de la distance & la paroi et du coefficient de viscosité
adéquat. A cause du maillage entrelacé, cette condition ne peut étre exacte dans le do-
maine. Aussi, remarquons qu’en 1’absence de viscosité, la condition de non glissement est
équivalente a la condition de glissement. On parle de “condition faible” car un seul degré
de liberté est réellement imposé.

Frottement de fond : ’application d’une condition de ghssement avec frottement de fond
est fréquemment utilisée en océanographie. Le gradient vertical de la vitesse horizontale
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caractérisant cette diffusion se paramétrise souvent par une fonction de la vitesse corres-
pondante . On remplace donc la paramétrisation de ce flux par une dissipation volumique
concernant les vitesses horizontales internes proches de la paroi. Une modélisation type
“—kgr U,”, souvent utilisée par les modeéles QG, a été mise en ceuvre. Elle provoque ainsi
une dissipation stabilisante, analogue a une perte de charge locale.

Procédures d’initialisation.

Nous partons généralement avec un écoulement au repos et, pour la thermique, la spéci-
fication d’une stratification stable donnée.

Dans le cas de conditions limites hydrauliques ol la mise en mouvement du fluide réalisée
n’affecte que des domaines “fermés” (conditions de glissement ou d’adhérence), il n’y a
pas de probléme d’initialisation.

Par contre, les valeurs initiales nécessaires & I’extrapolation des variables a la frontiere ou-
verte par la formulation d’Orlanski sont susceptibles de générer des perturbations durant
la phase transitoire. En effet, la force de Coriolis et la stratification imposent au gradient
de pression un équilibrage spécifique (équilibre géostrophique et barocline). Afin d’inté-
grer correctement en sortie ces phénomenes intervenant des les premiers pas de temps, des
procédures de montées en régime hydrauliques ont été implémentées pour initialiser des
écoulements en entrée (spin-up du type Upth(t/to) sur un temps to). Elles permettent ainsi
a la condition de frontiere ouverte de prendre en compte 'influence de 'équilibre géostro-
phique de maniére moins brutale. De méme, en présence de stratification, le premier pas
de temps est réalisé avec une condition de type périodique afin d’évaluer et d’initialiser,
conformément & 1’équilibre barocline, les valeurs de pression aux instants { — 1 et £ — 2
pour la condition d’Orlanski.

1.2.6 Stabilité.

Les termes convectifs et diffusifs étant discrétisés explicitement, il en résulte une limi-
tation du pas de temps de calcul. L’analyse de Fourier donne une expression du pas de
temps optimum & utiliser. Ce pas de temps est calculé dans TRIO-VF au début de chaque
itération temporelle.

1.2.6.a Condition de Courant-Friedrich-Lewy.

Cette condition (CFL) permet de formuler une exigence sur la stabilité du pas de temps
en relation avec la vitesse calculée discréetement. Physiquement, elle assure que la vitesse
ne puisse pas “sauter” une maille au cours d’un pas de temps d’intégration. Autrement
dit, on interdit & la vitesse numérique (typiquement Az /At) de devenir supérieure a la
vitesse du calcul. Dans le cas tridimentionnel structuré, le CFL peut s’écrire comme une
moyenne harmonique des CFL dans la maille suivant les trois directions, soit:

1

mazx M+M+M
Az Ay Az

Atony = (1.1.18)

Notons que ce résultat provient de ’analyse d’une équation discrétisée par un schéma
temporel d’Euler et un schéma spatial décentré amont du premier ordre (Upwind). Cette
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condition n’est pas suffisante avec 'utilisation de schémas plus précis, comme le Quick.
Pour éviter certaines oscillations numeériques , il est recommandé de réduire le pas de
temps d’un facteur d’au moins 2 (Léonard [34]), le calcul du CFL étant dans ce cas
relativement délicat car trés dépendant de la nature non-linéaire locale de ’écoulement.

1.2.6.b Terme de diffusion.

Le méme type d’analyse de Fourier pour le schéma de diffusion permet de définir une
stabilité sur le pas de temps de diffusion:

1

9 1 1 9 1
maz [ Th (sz + Ay2> + 27 (Az2>}
avec v, = max(vy, ap) et v, = maz(vy, o).

Signalons, de plus, que Iutilisation du schéma temporel leap-frog avec une discrétisation
spatiale centrée du terme diffusif au temps intermédiaire ¢ est notoirement reconnue, dans
la littérature, comme instable (Dumas [20], Chartier [17]). Le terme de diffusion est donc
discrétisé au pas de temps ¢t — 1. Ainsi, le schéma temporel vu par 'opérateur diffusif reste
un schéma de type Euler.

Atdiff = (1.1.19)

La condition généralisée de stabilité s’exprime alors par:
1
1 4 1
Atconv Atdi ff

Z&tcalcul -

(L.1.20)

1.2.6.c Estimation d’un pas de temps, influences physiques.

Avec 'utilisation du schéma temporel leap-frog, il est préférable d’utiliser des pas de
temps fixes afin d’assurer une avance temporelle relativement réguliere. Ainsi, il peut étre
judicieux d’avoir une estimation des pas de temps envisageables en fonction de la phy-
sique mise en ceuvre lors du calcul. Ces évaluations de stabilité dépendent énormément
de la physique du probléme considéré. Elles ne proviennent pas directement de ’étude
discrete d’un opérateur en rapport avec celle de 'opérateur temporel. Toutefois, il est
toujours possible, d’aprés le critéere du CFL, d’imposer, a la plus rapide célérité d’un
phénomene physique connu, une limitation en rapport avec la vitesse numérique carac-
téristique (Az/At). L’incompressibilité filtre ’onde sonique et I’hypothese du toit rigide
l’onde externe d’inertie-gravité. Cependant, en océanographie, deux principaux types de
mouvements ondulatoires sont susceptibles d’influencer la stabilité numérique des simu-
lations effectuées et donc le choix d’un pas de temps.

- Le premier concerne la propagation de 1’onde interne de gravité (haute-fréquence)
générée par la présence d’une stratification et dépendante de la qualité discrete du
milieu spatial et 'intensité de cette stratification.

- Le deuxiéme s’applique & la propagation de différentes ondes planétaires basses-
fréquences dépendantes notamment de la force de Coriolis (influence du f3-plan) et
des dimensions du domaine (Branger [12]).

Nous reviendrons sur ces aspects lors des applications concernées.
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1.2.7 Systeme linéaire, résolutions et algorithme.

En définitive, I’évaluation des différents flux concernant les vitesses sur leur volume de
controle de quantité de mouvement respectif permet de formuler discretement le systeme
tridimensionnel sous la forme générique:

t+1 t+1 _ pt+l

Duk o GMXGN - ik T ol 1.1.21
2At ik Az? (11.21)
vide ¢, t—1 e — Pio

AL = SMY,T - 1.
2At ok Ay} (11.22)
Wil Pl ptit

ik t, t—1 i7k ijk—1
= = SMZp - R L.
2At SM 2, Az} (11.23)
itj.lt;1 _ i

Les termes SMX, SMY et SMZ représentent les flux diffusifs, convectifs et les termes
sources connus aux temps t ou t — 1. Remarquons que le gradient de la pression intégré
en volumes finis structurés redonne, aprés division par le volume issu de l'intégration
temporelle, un schéma de type différence finie.

L’équation de continuité intégrée sur son volume de masse sous la forme:

t+1 t+1 _ 41 141 .
(ui+1jk — Uik ) Ay;Az + (vij+1k Vijk ) AziAz +

(wift — wii) Azidy; =0 (1125

permet, en utilisant les équations 1.1.21, 1.1.22 et 1.1.23, d’obtenir un systeéme tridimen-
sionnel et linéaire concernant la pression pouvant s’écrire matriciellement :

E°pPtt = DSMH 1 (1.1.26)

Les composantes de la matrice DSM sont ainsi calculées par la divergence discrete, sur
chaque volume de masse, des différents seconds membres SM X, SMY et SMZ des équa-
tions de quantité de mouvement. La matrice E° obtenue ne dépend que des grandeurs
géométriques (coeflicients du type surface carré sur volume). C’est une matrice creuse
(hepta-diagonale), symétrique et définie positive. Elle est assemblée, suivant le type de
résolution, en début de programme.

Les méthodes destinées a I'inversion et a la résolution de ce systéeme sont :

- soit une méthode directe dite de “Cholesky” (décomposition de la matrice E en
deux matrices triangulaires inférieures et supérieures puis algorithme de descente-
remontée) nécessitant une place mémoire relativement importante.

- soit une méthode itérative de type “gradient conjugué” (Bonnet et Meurant [10])
qui permet de réduire ’encombrement mémoire et dont un des facteurs importants
est le conditionnement de la matrice pour assurer une bonne convergence. Le précon-
ditionnement utilisé dans TRIO-VF est réalisé suivant la méthode SSOR (Axelsson
[4], Laroche [33]).
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Une fois le champ de pression obtenu, le champ de vitesse se déduit par la résolution des
équations 1.1.21, 1.1.22 et 1.1.23. La démarche algorithmique générale peut étre résumée
comme suit :

initialisation des variables, évaluation des conditions aux limites,

évaluation des flux explicites de quantité de mouvement et des forces de volumes
pour les trois composantes de la vitesse,

calcul du second membre du systeme linéaire,
résolution du champ de pression,
calcul des champs de vitesse,

calcul du champ de température par ’équation explicite 1.1.24.

La procédure est itérative en temps.
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chapitre 1.2

Application 3D: topographie isolée.

2.1 Présentation de la simulation.

2.1.1 Le cas test.
2.1.1.a Intéréts et objectifs.

Physiquement parlant, nous verrons que cette étude est déja relativement bien connue.
Cependant, par rapport a 'adaptation de la méthode et aux divers développements qui
en résultent, les intéréts ainsi que les objectifs de cet essai spécifique de simulation d’écou-
lement océanique ne sont pas négligeables.

Tout d’abord, cette étude va nous permettre d’étudier la réponse numérique du code vis
a vis de ce type de modélisation tridimensionnelle, & savoir 1’évolution d’un écoulement
non-linéaire de méso-échelle a faible nombre de Rossby, en milieu tournant, et surtout
en présence d’un obstacle d’axe vertical et d’un facteur d’échelle important. Ainsi, nous
pourrons observer le comportement, le potentiel et éventuellement les sensibilités de la
méthode dans son principe de résolution tridimensionnelle d’écoulements thermohydrau-
liques®.

D’autre part, nous souhaitons, en retrouvant les caractéristiques physiques de cette mo-
délisation, pouvoir tester la prise en compte tridimensionnelle des modifications effectuées
sur le code original 2.

Cette simulation a de plus ’avantage de permettre, au cours de I'intégration temporelle,
la description physique de différentes périodes typiques et distinctes, dépendantes du
choix de la valeur initiale de parameétres caractéristiques. Chacune de ces étapes, assez
bien connues qualitativement ou quantitativement, implique la représentation séquentielle
d’une phénomenologie de dynamique spécifique mais relativement simple & aborder?3.
Enfin, outre le nombre important d’études théoriques ou expérimentales existantes a ce
sujet, nous avons la possibilité d’effectuer certaines comparaisons qualitatives et quanti-
tatives avec les résultats numériques de certains auteurs ayant déja travaillé sur ce theme,
notamment avec les modeéles numériques abordés précédemment (QG et PE).

1. équations de quantité de mouvement complétes, systéme numérique en pression, prise en compte du
couplage thermique.

2. modéle de dissipation et de diffusion par hyper-viscosité et hyper-diffusivité anisotropes, frontiére
ouverte avec ou sans stratification thermique.

3. initiation tourbillonnaire, instationnarité liées aux termes non-linéaires, solution stationnaire ou
ondes topographiques, effets de la stratification stable sur toutes les différentes phases de la dynamique.
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2.1.1.b Contexte général.

Nous considérons un écoulement dans un canal océanique généralement carré, placé
dans un milieu tournant a la vitesse angulaire f. Les dimensions horizontales Lx et Ly de
ce pavé d’océan sont dans la plupart des cas de 500 X 500 kilometres, la profondeur D
est fixée a 4000 metres. Nous nous plagons donc dans une modélisation dite de “méso-
échelle”.

Nous disposons au centre et sur le fond de ce domaine une topographie isolée de hauteur
hy. Nous reviendrons ultérieurement sur la mise en ceuvre spécifique de cette topographie
dans le code. Le diametre L typique de 'obstacle correspond a I’échelle caractéristique de
longueur de cet écoulement, soit L=100 kilometres.

La description discréte de ces simulations est introduite dans un systéeme de coordonnées
cartésiennes et, pour orienter les axes, nous prenons la convention classique des géophy-
siciens.

Le domaine a deux frontiéres ouvertes a 1’est et & 1’ouest. Les autres frontiéres sont solides.
En D’absence de frottement et de forcage a la surface, la condition limite de glissement
sera appliquée aux parois latérales nord et sud ainsi qu’au fond et & la surface (hypothése
du toit rigide).

L’écoulement est initialement au repos et nous allons imposer une vitesse entrante uni-
forme et constante sur la face ouest du domaine. Cette vitesse est de la forme:

u=Uy e v=w=0
A Test, la frontiere ouverte est donc une frontiere dite de sortie libre sur laquelle nous
appliquerons la condition d’Orlanski décrite précédemment.
De méme, la prise en compte d’effets baroclines se réalise en imposant une stratification
thermique stable dans le domaine et en entrée, a I’est, la condition de sortie libre est
également apliquée. Ailleurs, nous utiliserons généralement des conditions adiabatiques.
La figure 1.2.1 résume le contexte général des expériences.

3

Fig.1.2.1- Circulation océanique au dessus d’une topographie isolée, Schéma du contexte
général des simulations.

4. axe O1 dirigé vers I’est, axe O vers le nord, axe Ok ascendant.
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2.1.2 Caractérisation des phénomenes.
2.1.2.a Parametres caractéristiques.

Pour appréhender les phénomeénes physiques mis en jeu, il nous faut tout d’abord
définir différents parametres qui permettent de caractériser ces écoulements océaniques et
leur dynamique.

On pose U = Up, la vitesse caractéristique de I’écoulement. Afin de pouvoir modéliser
différentes variétés de phénomenes physiques, les valeurs choisies pour la vitesse entrante
U, sont de 0.1 ms™?! ou 0.01 ms™1.

D’autre part, L, I’échelle spatiale significative des phénomenes, est fixée 4 100 kilo-
metres, taille typique des phénomenes engendrés lors de la modélisation. Cette longueur
correspond classiquement au diametre de base de la topographie utilisée. Nous verrons
que, dans notre cas discret, ce “diametre” est plutot de 'ordre de 70 kilomeétres. Néan-
moins, nous conservons pour nos études cette valeur L généralement utilisée. En effet, la
dynamique globale des phénomenes est davantage influencée par la hauteur de la topo-
graphie que par les dimensions de son diametre.

Pour le parameétre de Coriolis f, nous utilisons I’hypothése du f-plan ou effet di au
gradient de la force de Coriolis est négligé. Le parametre f est ainsi égal & fo, valeur
constante et uniforme dans tout le domaine. Cette vitesse angulaire est fixée & 10~* s™1.
Elle correspond donc a un domaine situé & une latitude moyenne.

On redéfinit maintenant le nombre de Rossby € qui s’écrit:

U
—fOXL

€

(1.2.1)

Ce parametre adimensionnel traduit le rapport entre la vorticité relative U/L générée
dans le domaine et la vorticité planétaire fy. En tenant compte des valeurs de U et L, on
obtient € = 1072 ou 1073,

De plus, nous introduisons le parameétre p:

u_exD

(1.2.2)

Ce nombre représente I'effet de la topographie vis a vis de la dynamique de 1’écoulement.
Il permet de relier les influences combinées du nombre de Rossby et de la hauteur relative
de la topographie hy /D aux différents mécanismes qui peuvent apparaitre et se développer
dans le domaine.

Enfin, pour qualifier 'intensité de la stratification thermique, nous utiliserons le nom-
bre de Burger B:

__NxD

B-foXL

(1.2.3)

ou N est la fréquence de Brunt-Vaisild qui s’exprime, compte tenu de la forme de notre
fonction d’état, par:

N2 = e gﬂt—'—". (12.4)
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Cette fréquence est définie dans le cas ol les stratifications sont stables (07/0z > 0 ou
dp/0z < 0). Elle caractérise I'apparition d’ondes internes d’inertie-gravité (Lesieur [38]).
Ces stratifications étant linéaires (N=cste), chaque cas pourra étre caractérisé par une
valeur de B valable pour tout le domaine. Nous utiliserons deux cas typiques d’intensité
des effets de flottabilité:

- B=0,352 pour une faible stratification (N=8.8.10"* s™1),
- B=1,056 pour une forte stratification (N=2.64.10"3 s71).

Remarque:

Nous avons choisi de qualifier ’effet du couplage thermique par le nombre de Burger

afin de nous conformer & une certaine étude de référence (Nguyen [46]). Cependant,

rappelons 'utilisation par certains auteurs, (Laroche [33], Hunt et Snyder [29]), du
U

nombre de Froude défini par: F = ——.
Nhy

Il quantifie le rapport du temps caractéristique des effets de flottabilité 1/N et
du temps dynamique lié & la topographie hy/U. Pour une hauteur de topographie

hy=200 métres, les deux cas de stratification étudiés correspondent donc a:

- F=0.568 pour la faible stratification (B=0,352),
- F=0.189 pour la forte stratification (B=1,056).

2.1.2.b Phénomeénes physiques généraux.

Il n’est pas question ici de résumer de maniére exhaustive tous les aspects dynamiques
et toutes les influences physiques impliquées dans ce type de modélisation. Il existe pour
cela de nombreuses études approfondies, numériques ou théoriques, caractérisant ces effets.
Cependant, pour les tests qui nous concernent, nous allons rappeler le comportement
physique des principaux phénomenes observables lorsqu’un écoulement en milieu tournant
passe au dessus d’une topographie isolée.

Formation des tourbillons topographiques & p constant.

Nous nous plagons, en premier lieu, dans une période t < L/U, c’est & dire une période
d’initiation de I’écoulement, durée pendant laquelle il va se former des tourbillons autour et
a cause de la topographie. La base théorique permettant d’expliquer la réponse dynamique
de ’écoulement pendant cette phase est concentrée dans l’utilisation du théoréme de
Kelvin.

Ce théoréme provient de la reformulation de I’équation de Navier Stokes en terme de
vorticité relative & et absolue &, avec: &, = & + 201 et ) la vorticité du mouvement de
rotation solide (Lesieur [38]).
En considérant que p est uniforme et en se placant dans un fluide parfait®, le théoréme
de Kelvin s’applique a un élément de surface fluide ds, orientée par un vecteur unitaire
i, que I’on suit dans son mouvement. Il s’énonce donc par:

D

(87 ds] =0 « (1.2.5)

5. Nous considérons donc que ’écoulement est barotrope et que le terme de diffusion peut étre négligé
pendant la phase d’initiation.
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Ce résultat traduit la conservation, en suivant le mouvement, du flux de vorticité absolue.
Il s’interprete également comme la conservation de la circulation de la vitesse absolue sur
un contour matériel. La conséquence de ce théoreme est donc que les filaments vortex
absolus, lignes tangentes en tout point & la vorticité absolue (ou lignes d’iso-vorticité), se
conservent dans le mouvement du fluide.

.-IZI Al A2 A3 A4

Ecoulement U, 1

—_—

/ l topographie !\

F16.1.2.2- Application du théoréme de Kelvin, formation des tourbillons topographiques.

Application:

Si k est le vecteur unitaire définissant la verticale locale, la vorticité relative & s’écrit
également & E, avec ¢ la vorticité verticale relative. De méme, le parametre de Coriolis f
définit la projection de la vorticité du mouvement de rotation planétaire sur la verticale
locale. Dans ce cas, le théoréeme de Kelvin peut s’écrire:

D
Hl(€+ /) ds} =0 (1.2.6)

La figure 1.2.2 représente un écoulement sur une topographie isolée en coupe verticale.
Considérons tout d’abord une colonne de fluide qui se trouve initialement a la position
1. Elle est advectée par 1’écoulement moyen Uj et se retrouve a la nouvelle position 2.
On note ensuite, A; et Ay, les aires respectives des sections horizontales de la colonne
d’eau en 1 puis 2. A cause de la topographie, cette colonne est compressée. De fait, pour
respecter la loi de conservation de la masse, [’aire A, est augmentée et devient A, . Nous
avons ainsi A, > A;. L’application du théoréme de Kelvin montre que dans ce cas, il se
produit un tourbillon anticyclonique dans cette région. En effet, la conservation du flux
de vorticité absolue entre ces deux positions donne:

SiAdi+ fAL = LA+ fA,
(Ay — Ay
)
2
En supposant qu’il n’y a pas de vorticité relative pour la colonne 1 avant la compression
(&1 = 0) et comme A; > A;, on obtient:

&£ <0

) A
soit : L o= ;1—251 -

Nous avons donc formation d’un tourbillon anticyclonique en amont de la topographie.
Aprés sa création, il va rester quasiment stable au dessus de la topographie. De méme,

/
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a 'aval, le phénomene opposé se produit. La colonne de position 3 est maintenant étirée
dans son advection jusqu’en 4. L’application du théoreme entre ces deux positions donne:

£4>0
Un tourbillon cyclonique est ainsi formé dans la région aval a la topographie.

Rappelons également qu’en milieu homogene, ce type d’écoulement géophysique, ou
la vorticité relative est généralement faible devant la vorticité planétaire (e petit), a la
propriété d’étre indépendant de la verticale z. De fait, pour un écoulement barotrope &
faible nombre de Rossby, les structures générées sont quasi-bidimensionnelles®.

Evolution des tourbillons & p constant.

Par ces phénomenes d’étirement et de compression des colonnes fluides, on comprend
comment, pendant la phase d’initiation de I’écoulement barotrope, deux vortex de signes
opposés et d’axe vertical sont engendrés autour et au dessus de la topographie. Par la
suite, ’évolution dans le temps (période t > L/U) de ces deux tourbillons résulte de la
combinaison de deux principaux mécanismes:

- les intéractions vorticitaires qui sont fonction de la topographie et des caractéris-
tiques de I’écoulement entrant,

- les phénomeénes d’advection dont P'intensité est fonction de la valeur de la vitesse
d’entrée.

Aussi, pour caractériser la combinaison de ces deux mécanismes, nous utilisons le
parametre p défini précédemment. Suivant les valeurs du nombre de Rossby et de la
hauteur relative de la topographie, différents régimes d’écoulement sont possibles.

- Lorsque l'effet du courant est fort (Up important, ks pas trop élevée < u faible),
c’est le phénomene d’advection qui joue un réle dominant. De fait, le tourbillon
cyclonique formé en aval de la topographie est rapidement advecté vers ’aval du
domaine et & travers la sortie libre (frontiere est). La vitesse d’advection de celui-
ci tendra vers la vitesse moyenne de ’écoulement Up. Le tourbillon anticyclonique
reste, pour sa part, piégé au dessus de la topographie.

- En revanche, lorsque les effets vorticitaires non-linéaires sont supérieurs & ceux d’ad-
vection (Up faible, h; élevée < p grand), le tourbillon cyclonique reste aux alentours
de la topographie, a la droite du tourbillon anticyclonique. Dans ce cas, un phéno-
mene d’onde circulaire est observé: les deux vortex oscillent périodiquement autour
de la topographie. L’interaction entre les deux tourbillons et la pulsation de leur
rotation peuvent étre plus ou moins importantes suivant la valeur du parameétre u.
L’existence de cette onde circulaire est trés nette lorsque leffet de la topographie
est de plus en plus fort (¢ augmente).

Signalons enfin que dans le cas ot x est grand, il peut apparaitre une structure appelée,
en milieu barotrope, “colonne de Taylor”. Cette colonne représente une zone fluide isolée
autour de laquelle le fluide environnant se déplace de maniére quasi-indépendante”. Cette
zone de recirculation se caractérise par des lignes fermées de la fonction de courant et
dépend notamment de la forme de la topographie.

6. application du théoréme de Taylor-Proudman, approximation géostrophique, Lesieur [38].
7. “quasi” car il-existe toujours une influence des termes visqueux.
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Influences de la variation de p.

Dans un fluide linéairement stratifié de maniere stable, la force de flottabilité agit
comme une force de rappel et a tendance a s’opposer aux mouvements verticaux.
De fait, plus le fluide est stratifié, plus les vitesses verticales sont inhibées et plus I’écou-
lement tend a contourner ’obstacle en se renforcant plutét que de passer au-dessus. A
forte stratification, la partie de I’écoulement située au dessus de la topographie devient
quasi-bidimensionnelle : sa structure suit les plans horizontaux.
Par contre, pour des intensités de stratification faibles, le fluide posséde plus d’énergie et
peut plus facilement surmonter la topographie. Ainsi, I’écoulement est moins bidimension-
nel et les perturbations engendrées par la présence de ’obstacle se propagent davantage
dans la direction verticale.

Il est également possible d’aborder le probléme de 'influence de la variation de la
masse volumique sur ’écoulement par 1’équation généralisée du vent thermique.
En effet, pour un fluide géostrophique, stationnaire et dont les influences de la stratifica-

tion et de la rotation sont importantes, I’équation de la vorticité relative dynamique se
réduit & (Lesieur [38]):

(1.2.7)

En projection sur le plan horizontal, les équations montrent qu’un gradient vertical de la
vitesse horizontale correspond & un gradient horizontal de densité. Aussi, aux alentours
de la topographie, les perturbations horizontales locales du champ de température provo-
queront, sur les vitesses u et v, un cisaillement vertical responsable du renforcement de
I’écoulement dans les basses couches.

Enfin, en milieu stratifié, une des propriétés de ce cisaillement des vitesses horizontales
est la transformation de la colonne de Taylor barotrope en un cone. En régle générale,
'intensité croissante de la stratification a tendance a favoriser ’apparition du cone dans
les basses couches mais, par contre, limite son extension vers la surface.

2.1.2.c Etudes de référence.

De nombreuses observations in-situ montrent que I'influence de la topographie sur les
écoulements océaniques et atmosphériques a grande ou & moyenne échelle est un facteur
important quant a la dynamique. De plus, dans une étude bibliographique relativement
complete, Nguyen [46] cite et décrit plusieurs études expérimentales réalisées par diffé-
rents auteurs ayant pour objectif I’étude de cette influence, en milieu barotrope comme
en présence d’une stratification en densité.

Citons, a ce sujet, les expériences de Hunt et Snyder [29] en milieu non tournant et
Boyer [11] en milieu tournant. Ces expériences se sont attachées & décrire Pinfluence de la
stratification sur des topographies isolées tridimensionnelles. Pour résumer, tous suggerent
que 'augmentation de I'intensité de la stratification favorise le passage de ’écoulement
autour de la topographie plutét qu’au dessus. Ce phénoméne est de plus en plus net
lorsque le nombre de Froude devient inférieur a 0.2, il peut méme conduire, dans les zones
profondes, au développement d’instabilités tourbillonnaires. Par contre, pour de faibles
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stratifications (F voisin ou supérieur a 0.4), le profil des vitesses horizontales est vertica-
lement moins cisaillé et la topologie de ’écoulement tend davantage vers celle observable
en milieu barotrope. Ces considérations sont réaffirmées par les modélisations numériques
qui nous serviront de points de comparaison.

Au niveau théorique, Huppert [30] a montré que pour un écoulement barotrope ot les
phénomeénes d’advection sont prépondérants, le vortex anticyclonique piégé au dessus de
la. topographie se présentait comme la solution stationnaire du phénomene. De plus, en
I’absence de forcage, en négligeant ’effet di a la dissipation et lorsqu’il n’existe pas de ligne
de courant fermée (c’est-a-dire pas de colonnes de Taylor <> p faible). Huppert a établi
une relation définissant le minimum de la vorticité verticale dimensionnelle stationnaire
induite par une topographie de type cylindrique et symétrique:

h
émin = —fO X ’bb' (128)

Ce type de régime produira donc une vorticité stationnaire dont 'intensité est indépen-
dante de la vitesse Uo. D’autre part, Rhines [50] a décrit le phénomene d’onde circulaire
topographique, & partir d’écoulements QG et pour une topographie de type exponentielle
paraboloide, en terme de pulsation.

Concernant 1’étude numérique d’écoulements en présence d’une topographie isolée, si-
gnalons les travaux de theése de Laroche [33] effectués en simulation directe sur le méme
type de modéle numérique que le notre. Il a traité ’écoulement stablement stratifié autour
d’une topographie en forme de parallélépipéde mais en milieu non tournant. Globalement,
il retrouve les deux tourbillons contra-rotatifs d’axe vertical et les effets de confinement
de I’écoulement dans les basses couches dus & la stratification. Néanmoins, la différence
entre les échelles et ’effet important de la rotation ne sont pas pris en compte dans son
étude. La comparaison n’est donc pas évidente.

Par contre, dans le cadre de ’étude numérique sur le comportement spécifique des
écoulements océaniques en présence d’une topographie isolée, nous nous sommes plus
particulierement intéressés aux modélisations numériques entreprises par Verron et Le
Provost [56], Nguyen [46], Lott, Madec et Verron [40]. En effet, pour faciliter les com-
paraisons, nous avons choisi de tester notre modeéle sur des domaines discrets et des
caractéristiques dynamiques de 1’écoulement conformes a la plupart de ces simulations.

Verron et Le Provost [56] ont étudié numériquement un écoulement entrant uniforme,
constant et barotrope passant sur une faible montagne sous-marine isolée de forme gaus-
sienne et de base circulaire par I'intermédiaire d’un modele QG. En f-plan, ils retrouvent,
grace a 'implémentation de frontiére ouverte, la solution stationnaire caractéristique ot la
vorticité verticale créée dans le domaine correspond & un tourbillon anticyclonique piégé
au dessus de la topographie. Ils rapportent également tres bien les différentes étapes tran-
sitoires de l'instationnarité de ces écoulements vis-a-vis du parameétre p. D’autre part, ils
donnent des valeurs critiques de p & partir desquelles il est possible d’observer ’apparition
de colonnes de Taylor (¢, = 6.3 pour ce type de topographie) puis celle des interactions
tourbillonnaires (g = 11) débouchant sur les ondes topographiques. A ce propos, adap-
tant les travaux de Rhines [50] sur les ondes topographiques, ils vérifient la linéarité de
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la variation entre la pulsation associée aux interactions des tourbillons et la valeur de p
caractérisant, dans ce cas, 'intensité de ces interactions. Les calculs réalisés grace aux
modeles PE reproduisent, dans ce genre de configuration, des résultats similaires. Néan-
moins, il faut noter que pour des topographies de hauteurs importantes, les solutions des
modeles QG et PE pendant la phase instationnaire de ’écoulement sont différentes. En
effet, la solution calculée par le modele QG s’éloigne de celle donnée par le modele PE
en raison de 'utilisation de ’hypothése restrictive hy/D < 1. Ainsi, les cas traités sont
limités a une valeur de p voisine de 30. Rajoutons que cette étude ne prend pas en compte
I’influence de la thermique.

Aussi, la description la plus compléte des phénomenes que nous voulons modéliser est
donnée dans les travaux de thése de Nguyen [46]. Pour entreprendre ces études similaires®,
il a developpé et exploité un modele PE utilisant une discrétisation verticale en coordon-
nées de type o (SPEM, Haidvogel [27]). Ces coordonnées permettent une meilleure prise
en compte des topographies de pentes douces. Cependant, contrairement au modele QG,
la condition hp/D <« 1 n’est pas obligatoire et la mise en ceuvre de topographies impor-
tantes est possible. Tout en retrouvant les phénomeénes physiques concernant le milieu
barotrope, énoncés par Verron et Le Provost, ce modeéle a permis d’effectuer des tests tri-
dimensionnels en milieu stablement stratifié (équation d’évolution de la masse volumique
perturbée). Ainsi, il a pu notamment représenter la formation de deux zones de masses
volumiques perturbées, une zone dite “froide”, plus dense et rattachée a la topographie
et une zone dite “chaude” plus lourde généralement advectée par ’écoulement moyen.
De plus, I’étude de I’augmentation de l'intensité de la stratification met en valeur toute
une série de modifications de I’écoulement barotrope (renforcement de 1’écoulement dans
les basses couches, cisaillement vertical des vitesses horizontales, apparition de “cones de
Taylor”), modifications que nous désirons pouvoir reproduire.

Enfin, I’étude réalisée par Lott, Madec et Verron tend, sur ce méme type de modéli-
sation, a comparer le modele aux équations primitives SPEM, précédemment cité, avec
celui développé par 1’équipe du LODYC (OPA, Delecluse et al. [19]), basé notamment
sur une discrétisation verticale en coordonnées z classiques. Comme dans notre modele,
la topographie est donc prise en compte sous forme de marches d’escalier. Néanmoins, les
deux modeles SPEM et OPA conservent des modes de résolution trés similaires, ne diffé-
rant que dans le type de discrétisation verticale. Ils examinent plus particuliérement deux
régimes d’écoulement barotrope en f-plan: y=12.5 et y=125, ce qui correspond a une vi-
tesse d’entrée Uy de respectivement 0.1ms™! et 0.01ms™!, la topographie étant fixée a 500
meétres et le paramétre fy & 107*s~1. Ces comparaisons sont principalement caractérisées
par la valeur de la pulsation des ondes topographiques générées, mesurables par la varia-
tion temporelle de I’énergie cinétique perturbée dans le domaine. Ainsi, la représentation
en marches d’escalier semble, vis-a-vis de la représentation o, provoquer des oscillations
numériques dans les basses couches susceptibles de perturber la dynamique autour de la
topographie. Cependant, une prise en compte discréte plus fine de la topographie permet
au modele OPA de corriger correctement ce probléeme numérique.

2

8. topographie isolée de type cos®, écoulement entrant uniforme et constant, moyenne échelle, f-plan,

frontiére ouverte.
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2.2 Modélisations barotropes.

2.2.1 Conditions des calculs.
2.2.1.a Discrétisation.

Afin de se rapporter aux études de référence dont nous disposons (Verron et Le Provost
[56], Nguyen [46], Lott et al [40]), nous avons choisi un maillage horizontal régulier d’un
pas d’espace de 8333 métres, soit une résolution de 60x60 pour un domaine de 500x500
kilometres. Verticalement, le pas d’espace conditionne la hauteur de la topographie a
prendre en compte. En effet, rappelons que la méthode Volumes Différences Finis, mise
en ceuvre dans le code de calcul TRIO-VF, utilise un maillage structuré. Ainsi, nous
maillons les structures complexes internes au domaine par l'utilisation de volumes opaques
qui s’appuient sur le maillage discret. Dans les études de références, la topographie prise
en compte est de forme paraboloide (de type cos? ou gaussienne), avec une base circulaire
d’un diametre de 100 kilometres.

Dans TRIO-VF, la forme des topographies que ’on peut mettre en ceuvre résulte donc de
I’empilement et de la juxtaposition de plusieurs volumes opaques. Ces formes se limitent
donc & des structures en “marche d’escalier”. Néanmoins, il est possible de définir une
notion de “plaques inclinées” entre les volumes opaques. Leur mise en ceuvre permet de
mieux décrire des formes complexes en modifiant les bilans de quantité de mouvement
dans les mailles concernées par I'intermédiaire de porosités volumiques et surfaciques.
Nous avons utilisé deux hauteurs maximales caractéristiques de topographie, 'une de
500 metres, autre de 200. Sur la figure 1.2.3, les deux coupes verticales montrent la
dicrétisation choisie et la forme des topographies. La coupe horizontale présente également
la résolution et définit la base de la topographie. On peut remarquer que le diametre n’est
que d’environ 70 kilométres. Avec la discrétisation adoptée et par rapport aux références,
nous avons privilégié ajustement & la hauteur plutdt qu’au diametre. En effet, nous
avons vu que la hauteur de la topographie est un des parametres important quant a
la dynamique de ces écoulements. Notons enfin qu’avec une résolution verticale de 10
niveaux, nous obtenons 36000 éléments a traiter.

2.2.1.b Options de calcul.

On rappelle que, pour conditions limites, nous utilisons le glissement aux parois laté-
rales nord et sud, ainsi qu’a la surface. Il en est de méme pour le fond et la topographie.
La condition d’Orlanski est mise en ceuvre, sur la face Est, pour toutes les variables (vi-
tesse et pression). Sur le face ouest, la condition type Dirichlet de vitesse entrante est
appliquée.

Pour le schéma d’intégration temporel, le paramétre du filtre Asselin associé au schéma
leap-frog est fixé & 0,1. Le pas de temps d’intégration est imposé a 25 minutes.

Le coeficient horizontal de viscosité turbulente v, constant et uniforme dans le domaine,
est fixé & 100 m2s~1. A titre indicatif, pour une vitesse caractéristique de 0.1ms™" nous
obtenons ainsi un nombre de Reynolds turbulent construit & 1’échelle de la maille de 'ordre
de 10. En modélisation barotrope, le coefficient vertical de viscosité turbulente », n’a pas
d’influence. Il est donc imposé a 0.

De plus, la plupart des calculs ont été effectués avec les options de calcul suivantes: le
schéma d’advection Quick-Sharp et une résolution du systéme linéaire en pression de type
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(a)

Fic. 1.2.3 - Maillages horizontauz et verticauz du domaine: (a): Coupe horizontale
d la base de la topographie (500 x 500km, 60 x 60, Az = Ay = 8333m), (b}: Coupe
verticale au miliev du domaine pour hy = 500m (500 x 4km, 60 x 10, Azpy, = 250m,
Azper = 500m), (¢} : Idem pour hy = 200m (Azpin = 100m, Azpe, = 500m).
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Cholesky (résolution directe). Enfin, l'initialisation de certains calculs a di faire 'objet
d’une procédure de montée en régime de ’écoulement (cas pu = 125).

2.2.2 p=5: effets d’inertie prédominants.

Nous nous plagons tout d’abord dans le cas u=>5 et €=0.01 (U = 0.1ms™?, h, = 200m).
Cette valeur correspond donc & un régime d’écoulement ou, vis a vis de la topographie, les
effets advectifs dus a l'inertie sont prédominants par rapport a l'influence de la rotation
engendrée par la force de Coriolis.

2.2.2.a Phénomene et évolution.

La figure 1.2.4 présente une séquence de cartes instantanées de la vorticité verticale
pendant la phase instationnaire. Les coupes sont effectuées dans un plan horizontal proche
de la surface (premiére maille).

Le premier temps (t,q = 0.86) illustre bien la formation des deux tourbillons dans la
période t < (L/Us) (ici L/Us = 10° secondes soit environ 11.5 jours). Le vortex anticyclo-
nique est localisé au dessus de la topographie, le vortex cyclonique est bien situé en aval
de celle-ci.

Par la suite (¢, > 1), nous observons bien le phénomene d’advection du tourbillon cyclo-
nique par ’écoulement moyen Uy, le tourbillon anticyclonique restant piégé au dessus de
la topographie. On vérifie, par ailleurs, le bon comportement de la frontiere ouverte qui
permet I’advection du vortex positif en dehors du domaine, sans perturbation ni probleme
particulier de I’écoulement interne.

Ces structures tourbillonnaires peuvent également étre illustrées sur le méme type de
cartes par la vitesse perturbée horizontale (figure 1.2.5). Elle est obtenue par différence
entre la vitesse totale calculée et la vitesse imposée en entrée (composantes zonale u — Uy
et méridienne v).

La comparaison qualitative avec les résultats donnés par Nguyen [46] avec le modele SPEM
sur le méme écoulement, mais avec une discrétisation horizontale beaucoup plus faible,
montre néanmoins une bonne concordance temporelle quant a ’advection et I’évacuation
du tourbillon cyclonique (figure 1.2.6).

2.2.2.b Solution stationnaire.

Nous avons poussé la simulation jusqu’a un temps physique de 140 jours (t,q = 12,1).
Nous pouvons considérer qu’a ce moment une solution quasi-stationnaire est obtenue.
Toutefois, nous constatons que 1’évolution temporelle des vitesses et de la topologie de
’écoulement ne présente plus de grosse variation dés 40 jours, c’est a dire aussitét apres
’évacuation compléte du vortex cyclonique.

La figure 1.2.7 montre, pour la vorticité verticale (a) et le champs de vitesse perturbée
(b), la solution stationnaire du phénoméne calculée & 140 jours. C’est bien un tourbillon
anticyclonique piégé au dessus de la topographie.

D’autre part, nous avons reproduit, sur la figure 1.2.8, les solutions du méme calcul réali-
sées par SPEM avec une résolution horisontale cette fois-ci équivalente. Nous constatons
une bonne correspondance qualitative entre les résultats. Une remarque peut cependant
étre faite quant aux lignes d’isovorticité stationnaire. En effet, la différence d’aspect ob-
servable entre les deux tourbillons provient des discrétisations adoptées, ces lignes d’iso-
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Fig. 1.2.4 - Champs de vorticité verticale d’un écoulement barotrope pendant la phase
instationnaire. p =5, Uy = 0.1ms™, hy = 200m, v;, = 100m2s71, fo = 107%s71.
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valeurs correspondant aux courbes de niveaux de la topographie associée. De plus, notre
modele semble maintenir une faible zone de vorticité positive, & coté du tourbillon anti-
cyclonique (sud-est). Cette zone trés localisée semble agir comme un foyer et induire une
légere trainée stable derriere obstacle. Une fois de plus, la discrétisation z utilisée peut
expliquer le piégeage local d’une telle zone a I’aval de 'obstacle.

Au niveau quantitatif, la comparaison avec la solution théorique proposée par Huppert [30]
montre une valeur de la vorticité stationnaire minimale trés proche de cette solution. Effec-
tivement, pour cette modélisation, la théorie prédit une valeur numérique de —3, 1076571
. Nos calculs proposent —4,83 107¢s~! (différence de 5,4%) contre —4,5 107%s~" pour
le modéle SPEM (différence de 10%). Vis & vis de la valeur théorique, ces petits écarts
s'expliquent par l'effet de la dissipation turbulente qui tend & diminuer les intensités et
par l'utilisation d’un maillage assez grossier. D’autre part, la qualité numérique du schéma
d’advection peut également jouer un réle sur cette valeur.

2.2.2.c Ecoulement vertical.

Pour illustrer le fait qu’au dessus de la topographie I’écoulement horizontal n’est qua-
siment pas modifié suivant la verticale, nous présentons sur la figure 1.2.9, les vitesses
perturbées stationnaires sur différents plans horizontaux au dessus de 'obstacle, a 140
jours. La répartition de la vitesse reste bien identique suivant la verticale. Notons tout de
méme que I'influence de la topographie commence 4 se faire sentir sur le plan z = —3650m
correspondant & la maille juste au dessus de la topographie. Néanmoins, cet effet reste
localisé. De méme, pour les plans horizontaux concernant ’obstacle (e et f), les pertur-
bations engendrées ne concernent que la proximité de la topographie.

Pour observer la structure de ’écoulement vertical et la comparer a celle obtenue par
le modéle SPEM, nous nous sommes placés & 70 jours. Nous considérons déja la quasi-
stationnarité de la solution (par rapport & 140 jours, variations de 1’ordre de 1%).

La répartition des vitesses verticales w, sur le plan zonal vertical passant par le centre de
la topographie (figure 1.2.10), révéle deux écoulements verticaux en sens inverse, localisés
autour de l'obstacle: un écoulement montant en amont (signe positif) et un deuxieme
descendant en aval (signe négatif).

Qualitativement, nous constatons que ces deux zones ne sont pas symétriques par rap-
port au milieu de la topographie. De plus, ces régions se situent juste au niveau de la
topographie, diminuent selon la verticale et peuvent localement engendrer de faibles per-
turbations oscillatoires qui demeurent localisées & l’obstacle et de faibles amplitudes. Le
modéle SPEM trouve qualitativement le méme type de phénomene (figure 1.2.12) mais
présente cependant une parfaite symétrie des deux zones et une absence de perturbation
résiduelle aux alentours de la topographie.

Quantitativement, des différences sont clairement observables. En effet, notre calcul
produit des valeurs maximales de la vitesse verticale beaucoup plus importantes que
SPEM (2 & 3 fois supérieures). Ces résultats sont également constatables sur les coupes
horizontales des figures 1.2.11 (TRIO-VF) et 1.2.13 (SPEM). Notons, d’autre part, que
notre vitesse verticale est un peu influencée par la disymétrie nord-sud de I’écoulement
horizontal autour de l’obstacle, disymétrie liée & I’effet de la force de Coriolis. Ce phéno-
meéne n’est pas observé sur les résultats du modele SPEM.
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